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Grand-Omcicr  do  la  L6gioD-d*Honneur 


INTRODUCTION 

On  a  souvent  Toccasion  de  saisir  dans  la  nature  un  reflet 
des  formes  rigoureuses  qu'etudie  la  geoinetrie.  Sans  insister 
sur  la  cristallographie  qui  en  est  la  plus  frappante  manifesta- 
tion, mais  qui  releve  uniquement  des  forces  physiques  et  chi- 
miques,  nous  en  trouvons  dans  Ics  corps  vivants  plus  d*un 
exemple. 

La  botanique  nous  prescnte  des  vegetaux  dont  la  frondaison 
dessine  une  sphere  parfaite.  Des  cones  de  revolution  circonscri- 
vent  exactement  le  feuillage  de  divers  arbres,  ou  en  modelent 
le  tronc  avec  une  grande  precision.  La  loi  de  Tinsertion  des 
feuilies  sur  la  tige  accuse  Tinflucnce  de  I'helice,  dont  le  pan- 
danus  nous  presentc  les  spirales  elles-mdmcs  dans  leur  conti- 
nuite. 

Le  regne  animal  de  son  c6te  a  recu  du  createur  certaines  cm- 
prcintes  geometriques.  On  y  rcmarque  chez  les  zoophytes  la  di- 
vision pentagonale,  la  moins  simple  precisemcnt  de  celles  des 
etudes  elementaires.  Les  zoologistcs  ont  signale  dans  le  nautile, 
dans  I'ammonite  le  caractere  de  Tune  des  lignes  planes  les  plus 
remarquables,  la  spirale  logarithmique.  Le  ceritc,  I'helix  dessi- 
nent  des  courbes  gauches  d'une  frappante  regularite. 
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II  m'a  seinble  interessant  d'appliquer  les  ressources  de  Tana- 
lyse  g^ometrique  a  I'elude  de  la  plus  elegante  de  ces  surfaces, 
en  lui  conservant  pour  plus  de  siniplirite  Ic  nom  qui  lui  appar- 
tient  dans  Thisloire  naturelle:  le  nautile,  Mais  il  est  arrive  qu'au 
cours  de  cette  elude,  elle  s'est  elargic  d'elle-meme,  et  m*a  en- 
traine  a  des  developpements  plus  etcndus.  Pour  I'exposer  ici 
dans  son  ensemble,  il  sera  plus  simple  de  pix)ceder  du  general 
au  parliculier. 


IMIEMIEIIE  PiVRTIE 

Surfaces  a  front  generatenr 

S  I 

Pr^liminaires 

1.  Nous  emploierons  concurrennnent  les  coordonnees  rectan- 
gulaircs:  abscisse  x,  ordonnee  y,  altitude  z;  et  les  coordonnees 
mixtes:  rayon  vecteur  Aori'zon/fl/ (*) 


longitude 

y 
o)  =  arc  tang- - , 

X 

complec  a  partir  du  premier  nieridien  ZOX,  aulour  de  Taxc 
zenithal  OZ,  enfin  la  latitude 

>i  =  arctang  — , 

rapportee  au  plan  de  Viqaateur  XOY. 
On  a  d'ailleurs  inversement 

j:  =  U  cos  0),     y  =  R  sin  co,     «  =  R  tang  X. 


(1)  Nous  d^signcrons  par  p  le  rayon  vectcur  de  Tespace 

p==V/rB«  +  y»-f  c». 


2.  L'objel  essenticl  de  ces  rcchcrchcs  concerne  Ics  surfaces  a 
frorU  genirateur,  que  nous  constitucrons  de  la  maniere  suivantc. 

Nous  nous  dounons  dans  le  plan  de  Tequatcur  (fig.  1)  une 
courbe  direct  rice 

r  =  F(e). 

Je  designe  par  r,  6  les  coordonnees  polaires   planes  dc  son 
point    decrivant    M, 
afin  de  prevenir  tou- 
te    confusion     avec 
celles   R,   u),  A  des 

i)oints  N  de  la  sur- 
ace. 

Par  le  point  de- 
crivant je  mene,  per- 
pendiculairement  i. 
I'equateur,  un  plan 

3ui  prendra  Ic  nom 
e  front  generaieur. 
U  est  indique  par  sa 
trace  FF',  autour  dc 
laquclle  nous  le  ra- 
battons  pour  mon- 
trer,  en  trait  poiutille,  la  courbe  geniralrice  FNF'.  Nous  la 
representerons  par  Tequation 

5  =  AW. 

entre  son  abscisse  ^  =  Mn  et  son  ordonnee  z  =  Nn,  rapportees 
au  point  decrivant  coniuie  origine,  a  Taide  dcs  axes  MF  dans 
Tequateur  et  Wl!  parallele  a  Taxc  zenithal. 

La  condition  fondamentale  qui  doniinera  toute  cette  theorie 
est  que,  pendant  le  mouvement  du  plan  de  front  la  generatrice 
reste  seinUable\a  elle  mime  par  rapport  au  point  decrivant,  Le 
rapport  dc  similitude,  arbitraire  commc  tous  les  autres  ele- 
ments dc  la  question,  sera  reprcscnte  par  la  fonction 

9(0). 

L'cquation  de  cette  generatrice,  a  chaquc  instant  dc  sa  defor- 
mation progressive,  prendra  done  la  forme 


Fig.l 


0) 


?(e)    ^L?(0").l 
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Enfin  un  qualrieine  element  determine  a  tout  instant  la  po- 
sition de  la  trace  du  front  par  rapport  au  rayon  vecteur  de  la 
directrice,  a  savoir  Tangle  de  ccs  deux  droites 

.-  =  ■1(6). 

La  surface  a  front  generateur  se  trouve  ainsi  constituee  a 
Taide  de  quatre  elements  fonctionnels  arbitraires,  que  nous 
representerons  d*une  maniere  abregee  par  F,  /*,  9,  ^^  en  y  sous- 
entendant  la  variable,  lors  qu'elle  sera  suffisamment  designee. 

Etablissons  d'abord  deux  formules  fondamentales. 

8.  La  premiere  prcsonte  ce  caractere  special  de  rester  inde- 
pcndante  de  la  fonctioii  /",  c'est  li-dire  de  la  generatrice.  C'est 
['equation  de  la  trace  FF'  du  plan  de  front,  sur  laquelle  en  efTet 
se  projette  indifferemment  tout  ce  que  renferme  ce  plan. 

Nous  avons  dans  le  triangle  OMn 

On  OM  R  r 


sin  OMn       sin.OnM  '        sin  t       sin  [t  —  (9  —  (o)]  ' 
et  enfin 

(2)  R  sin  (o)  —  6  +  0  =  ^  ^'^  1  =  F  sin  ^  . 

4.  Ce  triangle  nous  donne  egalement 


On  =  OM"  -  20M .  Mn .  cos  OMn  +  Mn  , 
c*est-a-dire  (1) 

(3)       R«  =  F«  +  2FyA(-^-i?^?^)  cos4,  +  9V  ('^^"g^)  . 

Pour  obtcnir,  entre  R,  o),  ^  Tequation  de  la  surface  a  front 
generateur^  il  suffira  d'eliminer  entre  les  relations  (2)  et  (3)  le 
parametre  6,  lorsque  seront  specifies  dans  cliaque  cas  les  sym- 
boles  F,  f,  9,  ^. 

5*  La  question  posee  dans  ces  ternies  comporte  une  grande 
generalite. 

En  ce  qui  concerne  en  premier  lieu  le  front,  on  pent  sup- 
poser:  1*  qu'il  dependc  uniquemcnt  de  la  directrice;  par  exem- 
ple  en  faisant  avec  sa  tangente  un  angle  constant  (lequel  sera 
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droit  pour  les  surfaces  a  front  normal);  2^  ou  qii*il  ne  depeiide 
au  conlraire  que  du  rayon  vecleur;  en' executant  par  exeniple 
autour  de  M  une  rotation  proportionnelle  a  celle  que  ce  rayon 
effectue  autour  du  pole.  Si  le  coeflicient  de  cette  proportionna- 
lite  est  — 1,  le  front  reste  pariillele  a  lui  nienie  (*);  pour  la 
valeur  +  I,  il  fait  avec  re  rayon  un  ang^Ie  constant  (en  parlicu- 
lier  un  an^le  nul  dans  les  surfaces  a  front  mcruHen)\  si  I'on  a  le 
coefficient  +2,  le  front  et  laxo  polaire  constituent  a  chaque 
instant  avec  le  rayon  veclcur  un  triangle  isocele,  etc.;  3**  ou 
enfln  le  front  depend  a  la  fois  du  rayon  et  de  la  directriee;  par 
exeniple  en  se  disposant  suivant  Tune  des  bissectrices  de  leur 
angle,  ou  en  tournant  sur  lui-nit^nie  proportionnellement  Ji  la 
deviation  qu'eproiivc  cette  droile,  e!c. 

Quant  a  la  general  rice,  son  clioix  reste  illimite.  L*on  pcut 
penser  a  la  verilc  (jue  le  cercle  fournira  pour  les  arts  de  la 
decoration  la  nieilleurc  ressource;  soit  qifii  ait  son  centre  au 
point  decrivant  ou  cpril  consiitue  un  excentri(|ue;  en  lui  attri- 
buant  une  position  delenninee  ou  gyratoire,  Toutefois  diverses 
autres  courhes  pen  vent  elre  envisagees,  au  point  de  vue  de 
Tart;  aussi  hien  que  des  facilites  du  calcul. 

Mais  c*est  assurenient  le  choix  de  la  directriee  qui  imprimera 
le  caractere  le  plus  accentue  aux  diverses  families  de  surfaces 
ainsi  constituees.  Supposons  la  par  exeniple  recti ligne  et  le  front 
parallele  a  lui  nieine,  en  adoptant  coniiiie  paranietre  de  simili- 
tude la  longueur  parcourue  par  lui  suivant  cette  directriee  Ji 
partir  d'un  de  ses  points;  nous  aurons  ainsi  le  groupe  des 
cones,  et  a  la  limite  celui  des  cylindres.  Mais  on  pourrait  en 
obtenir  de  differents  avec  la  ligne  droite,  en  modifiant  les  au- 
tres conditions. 

Si  on  lui  substitue  le  cercle  en  placant  son  centre  au  p(Me, 
avec  un  front  normal  et  une  generatrice  inimuable  (9=  1),  nous 
retrouvons  les  surfaces  de  revolution,  Mais  le  cercle  pent  aussi 
fournir  d'aulres  families  avec  des  lois  difierenles. 

Nous  donnerons  dans  la  suite  de  cette  etude  une  preponde- 
rance loute  speciale  comme  directriee  a  la  spirale  logarit/nniipie; 
et  c*est  de  ce  choix  que  nous  ferons  sortir  le  groupe  des  sur- 
faces nautiloides  qui  semblera  pent  etre,  par  riinportancc  de 
ses  proprietcs,  meriter  de  prendre  place  dans  la  science. 


(*)  I^rsque  le  front  rc.>«te  parallele  a  lui-ineme,  ou  pcut,  en  designant 
par  a  la  constantc  0  —  i  qui  mesure  son  incliuaison  sur  Taxc  polaire,  douuer 
a  la  relation  (3)  la  forme  suivante 

(F4-/+R)(F+/-R)(F-/+R)(-F+/+R)  =  [2/R8in(<o-a)J». 
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Les  quatre  types  simples 

6*  Atlachons  nous  tout  d'abord  a  degager  pour  chacun  des 
quatre  elements  Ibnctionnels  F,  f^  9,  ^,  Thypothesc  la  plus 
simple  qui  lui  soit  propre. 

En  cc  qui  concernc  en  premier  lieu  Tinclinaison  du  front 
sur  le  rayon  vecteur,  cette  condition  sera  evidemmcnt 

^  =  0, 

et  confondra  incessamment  ce  plan  avec  celui  du  meridien, 
c'est-a-dire  sa  trace  avec  le  rayon  vecteur  de  la  directricc.  Nous 
conservons  d'ailleurs  une  entiere  generalile  pour  les  trois  autres 
fonctions  F,  /',  y. 

II  est  facile  d'etablir  Tcquation  de  ces  surfaces  a  front  vieri- 
ilien.  Les  relations  (3),  (1),  (*2)  deviennent  en  effet 

cos  /  —  I  , 

(4)  R«  =  FM-2KM-r-(F  +  $)^ 

R  =  F  +  /-(-i), 

(I)  =  6 . 

La  longitude  (o  dun  point  quelconque  N  (fig.  2)  de  la  genera- 

^  trice  nicridienne  pent  ain.si  ctre 

s-'/V-^..     y^    substituee,   sous  les  signes  fon- 

ctionnels,  a  I'azinmt  6  du  point 
decrivant  M,  et  il  vient  pour 
I'equation  chercbee 

w,.  s        .  X ..  Utaneri 
(5)      R=F(«.)+9(o.)/|-~|- 

J'ai  prcfcre  la  deduire  de  nos 
formulcs  fondanientales,  aiin  d'cn 
montrer  de  suite  Tusage,  niais  il 
est  facile  de  la  lire  directement 
sur  la  figure  2. 


'IV 


Fig.  2 


7.  En  cc  qui  concerne  en  second  lieu  le  rapport  de  simili- 
tude, le  pai-ametrc  de  beauooup  le  plus  utile  sera  le  rayon  vc- 
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ctcur  lui  income 


La  generatricc  variable  est  alors  representee  (1)  par  Tequation 


(6)  ^--=^-f{i) 


Nous  appellerons  de  telles  surfaces  veclorielles^  quelles  que 
soient  d*ailleurs  fes  fonctions  F,  /*,  v{/. 

&•  Adjoignons  a  la  condition  vectorielle  celle  de  I'inclinaison 
constante  du  front  sur  le  ravon  vecteur 

^J^  =  const. 

Lcs  surfaces  ainsi  constituecs,  quelles  que  soionl  F  et  f  (c'est-a- 
dire  la  generatrice  et  la  directrice)  jouissent  d*une  importante 
propriete. 

Le  triangle  OM/i  (fig.  1)  conserve  en  effet  pendant  le  mou- 
venient  generaleur  du  point  N  sur  sa  irajectoire  de  Tespace,  un 
angle  invariable  z  —  f  conipris  enlre  deux  cotes  proportionnels 
r  et  ^.  II  reste  done  semblable  a  lui-mcnie.  Des  lors  On  sera 
proportionnel  a  Mti,  et  par  suite  a  N/i.  En  menie  temps  ce  rayon 
vecteur  On  fait  avec  OM  un  angle  invariable  qui  est  la  diffe- 
rence de  I  et  de  MO/i.  Le  point  n  decrit  done  une  courbe  sem- 
blable a  la  directrice.  D'autre  part  enfin  I'angle  vertical  NOn, 
qui  n'est  autre  que  la  latitude  /  du  point  N,  reste  lui  niemc 
constant  durant  le  mouvemcnt.  De  la  ce  thcorcnie: 

Si  Ton  coupe  par  un  cdne  de  latitude 

X  =  const. , 

une  surface  vectorielle  d'inclinaison  frontale  constante  la  courbe 
gauche  d'inlersection  (N)  conserve  une  projection  equatoriale  (n) 
semblable  a  la  directrice  (M),  quelles  que  soient  cette  derniere 
aussi  bien  que  la  gcneralrice. 

Le  plan  de  I'equateur  se  trouve  d'apres  cela  sillonne  de  telles 
lignes  pour  les  divers  points  N  qui  constituent  le  profil  gene- 
rateur.  Imaginons  des  lors  que  Ton  fasse  varier  d'une  maniere 
continue  le  c6ne  de  latitude,  depuis  un  angle  infinitesimal  au- 
tour  de  Taxe  zenithal  jusqu'a  son  epanouisseinent  complet  dans 
I'equateur,  suivi  lui-mcnie  d'un  repliement  en  dessous  jusqu'a 
I'axe  nadiral.   On  verra,  en  suivant  par  la  pensee  le  deplace- 


12 


mcnt  correlatif  de  1 'intersection  (N)  sur  la  surface,  la  courbc 
plane  (;i)  balayer  Ic  plan  de  Tequateur  en  restant  semblabU  a 
elle-meme,  puis  qu'elle  doit  toujours  Tetre  a  la  directrice. 

Bien  entendu,  selon  la  composition  de  la  generatrice,  sa  ]*en- 
contre  avec  le  cone  de  latitude  peul  s'operer  en  un  nombre 
multiple  de  points,  dont  quelques  uns  peuvent  devenir  acci- 
dentellement  des  points  de  tangence.  II  y  au]*a  done  en  general 
plusieurs  courbes  seniblables  balayant  a  la  fois  diverses  z6nes 
de  I'equateur,  en  s'eloignant  ou  se  rapprochant  les  unes  des 
autres,  pour  arriver  a  se  fondre  ensemble  a  Tinstant  d'un  con- 
tact. 

9.  En  ce  qui  concerne  en  troisienie  lieu  la  generatrice,  le 
choix  le  plus  simple  sous  le  rapport  geometrique,  en  mdme 
temps  que  Ic  plus  rapproche  des  vucs  qui  nous  dirigent  en 
histoire  naturelle  vers  le  genre  Sautilus,  de  la  famille  des  Nau- 
tilidis,  est  celui  d'un  cercle  donl  le  centre  parcourrait  la  dire- 
ctrice quelconque  F. 

Supposons  en  meme  temps  la  surface  vectorielle.  L'equation 
de  la  circonference  variable  devient  alors  a  chaque  instant 


52  +  «2  =  ijV2.         ^=  v/BV«-*«, 

en  designant  par  B  le  multiple  constant  du  rayon  vecteur  de 
la  directrice  qui  fournit  le  rayon  de  courbure  de  la  generatrice 
circulaire. 

Admettons  enfin,  en  ce  qui  concerne  Tinclinaison  frontale,  la 
loi  du  front  meridien.  L'equation  (5)  de  cette  classe  de  surfaces 
devient  dans  ce  cas 


R  =  r+  v^BV^  — R*lang*X, 

entrc  les  coordonnees  R,  (o,  X,  ime  fois  que  Ton  a  remplace  r 
par  F((u).  Elle  subit  les  transformations  suivanles 

(R  -  r)«  =  B V«  -  R«  tang2 1 , 
R2  (1  +  tang«  >)  -  2Rr  +  r«  (1  -  B«)  =  0  , 

f  — ,-V  -  2r  cos  X  f-- .-W  r«  (1 -- B«)  =  0 , 
\  cos  X  /  \  cos  Kj 

-^  =  rcosX+  /ir«cos«X  +  (B«-r)f«, 
cos  L 

(7)  R  =  F(a))  cos  X  (cos  X  ±  V^B*  —  sin^A) . 


13 


C.ette  forinule  verifie  avec  evidence  le  theor^me  du  N°  9  re- 
latif  aux  surfaces  vectorielles  d'inclinaison  frontale  constante, 
d'apres  lequcl,  pour  une  latitude  fixe,  la  projection  horizontale 
reste  semblable  a  la  directrice:  R  =  F(a)). 

10.  La  surface  ainsi  constituee  est  symetrique  par  rapport 
a  Tequateur,  puisque  son  equation  ne  depend  que  de  cos  A.  et 
sin^X.  Contentons  nous  done  de  raisonner  sur  la  moitie  supe- 

rieui*e,  en  faisant  varicr  X  seulement  do  0  a  -^  • 

Son  sinus  restant  positif,  la  condition  de  realite  du  radical 
se  reduit  a 

sin  X  <  B . 

Si  B  >  1 ,  (le  cerclc  generateur  recouvrant  alors  le  pole  comme 
une  voOte),  cette  inegalite  ne  limitera  en  rien  la  variation  de  X 
dans  toute  Tetendre  de  Tangle  droit. 

Le  cas-limite  B  =  1  prendra  une  grande  importance  dans  la 
suite  de  ces  rechcrches.  Nous  designerons  sous  le  nom  (tequi- 
radiales  les  surfaces  qui  lui  correspondent. 

Mais  supposons  au  contraire  B  <  1 ,  (le  profit  circulaire  res- 
tant alors  entierement  situe  d'un  nif^ine  cote  du  pole),  nous 
poserons  pour  simplifier  les  calculs 

B  =  sin  /) . 

Dans  ce  cas,  Ton  n'obtiendra  d'intersection  du  cone  de  revolu- 
tion avec  la  surface  qu'en  dessous  de  la  latitude 

sin  Xq  =  B  ,         )^  =  A  . 

A  cette  limite  m(^nie,  Tequation  (7)  de  la  surface  nons  donne 

R  =  f  cos^  )^  =  F((o)  cos^  b . 

Au  dessous,  Tintersection  se  developpe  suivant  deux  branches 
distinctes,  qui  vont  en  s'ecartant  Tune  de  Tautre  jusqu'a  cc 
qu'clles  forment  les  deux  parties  de  la  trace  equatoriale,  pour 
les  valeurs 

Xi  ^0,         K  =  r(  1  ±  B)  =^  ( 1  ±  sin  b)  Fi  co) . 

11.  En  ce  qui  concerne  en  quatrieme  lieu  la  directrice,  nous 
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fixerons  notre  attention  d'une  manierc  toute  speciaie  sur  la 
spirale  logarithniique. 

Nous  prendrons  son  equation  sous  la  forme 

f  =  e^^  =  e^  ^^*  ^ 

en  designant  par  a  I'inclinaison  constante  de  sa  tangente  sur  le 
rayon  vecteur,  ct  prenant  comnie  unite  ia  longueur  Ol  interce- 
ptee  par  la  courbc  sur  Taxe  polaire,  pour  razinuil  0  =  0. 

Si  nous  supposons  dans  vc  cas  la  surface  vectorielle  et  d'in- 
clinaison  frontale  constante,  elle  prendra  pour  nous  nous  cette 
triple  condition  le  nom  de  surface  nautiloiiie,  ({uelle  que  soit  sa 
generatrice  /*.  De  la  une  famillc  de  surfaces  bien  definie. 

La  proposition  du  N°  9  leur  convienl,  et  se  precise  nu>me 
alors  encore  plus.  En  eifet  les  courbes  seniblables  a  la  spirale 
logarithniique 

^  ^  cgM  ^  gA  (0  +  log  0  tang  a)  ^ 

sont  des  spirales  egales  mais  devices  de  Tangle  logo  tang  a  au- 
tour  du  p6le(^).  Si  nous  fondons  d'ailleurs  cette  deviation  dans 
la  gyration  qui  a  cte  envisagee  au  N®  U,  c'est  alors  la  directrice 
ellemevie  que  Ton  voit  entrer  en  niouvenient  pour  balayer 
Tequateur  sans  changer  de  forme  (en  se  dedoublant  au  besoin 
de  differentes  facons  pour  dcs  intersections  multiples,  avec  des 
rotations  de  divers  sens  ])our  ses  diverses  individualitcs)  au  fur 
et  a  mesure  que  le  cone  de  latitude  varie  du  zenith  au  nadir 
en  passant  par  Tequateur. 

12.  Ces  lignes  de  latitude  jouissent  dans  les  nautiUndes  d*une 
propriete  tres  remarquable. 

L'ordonnce  du  point  determine  par  cette  latitude  constante 
reste  par  cela  seul  sa  propre  homologue  sur  les  generatrices 
seniblables  dans  toutes  leurs  situations.  Elle  sera  done  pro- 
portionnelle  au  rayon  vecteur  du  point  dccrivaiit  de  la  directrice, 
ce  qui  donne 

On  a  d*apres  cela  tout  a  la  fois 


(I)  Toas  Ic8  logarithtncB  qui  figurcnt  dans  ce  mumoirc  sont  pris 
lo  syBteme  n^poricn. 


dans 
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et  il  vienl  pour  rinrlinaison  j  dc  celle  courbe  sur  I'hurizon : 

dz  AC  ^, 

tans; ;  =  -7:^-=^=^=^  ^  —==  =  L  cos  a  , 

^^      V^«-hrVe2      V^+1 

valcur  constante. 

D'apres  la  similitude  que  conserve  incessamment  la  figure 
formee  par  la  tangentc,  Tequateur,  le  c6ne,  sa  generatrice  et 
son  plan  tangent,  il  en  sera  de  ni^me  de  Tangle  que  compren- 
nent  entre  elles  la  tangente  et  la  generatrice  du  c6ne.  Cette 
ligne  gauche  serpente  done  sur  le  c6ne  dc  revolution  en  tra- 
vei*sant  sous  un  ni^nie  angle  toutes  ses  ar^.tes. 

On  i^econnait  a  ce  caractere  la  courbe  qui  a  ete  etudice  par 
TissoT  {Nouvelles  annates  de  mathematiques^  1852),  Paul  Serret 
(TAeorie  nouvelle  geometrique  et  mecanique  des  lignes  a  double 
courbure,  1860,  page  101),  G.  Pirondini  {Journal  fur  Malhema- 
iik,  Berlin,  tome  cxvni,  page  61),  F.  Gomes  Teixeira  {Tratado 
de  las  curvas  especiales  notables,  Madrid,  1905,  page  5G6).  Le  se- 
cond de  ces  geometrcs  lui  a  donne  le  nom  Ahelice  cylindro- 
conique,  Cette  denomination  sei*ait  un  peu  longue  pour  le  tres 
frequent  usage  que  nous  uurons  a  en  faire.  Je  lui  substituerai 
pour  ce  motif  Tabreviation :  cCnhelice. 

Remarquons  avec  soin  que,  si  toutes  les  c6nhelices  sont  des 
lignes  d'egale  pente  du  nauliloYde,  toutes  les  lignes  d'egale  pente 
de  ces  surfaces  ne  sont  pas  des  c6nlielices.  II  suffit  d'en  donner 
cette  raison  evidente  qu'il  y  a  en  cliaque  point  une  seule  de  ces 
dernieres,  determinee  par  son  cone  de  latitude,  tandis  qu'il  part 
de  ce  point  une  infinite  de  lignes  d'egale  pente  sous  toutes 
sortes  d'inclinaisons. 

§111 

Nautile  a  front  m^ridien 

13.  Reunissons  actuellement  ensemble  les  quatre  conditions 
simples  qui  viennent  d'etre  etudiees  distinctement,  a  savoir:  la 
generatrice  circniaire,  la  directrice  spirale,  le  rapport  vectoriel 
et  le  front  meridien.  Nous  constituons  ainsi  un  premier  type 
bien  determine,  en  vue]^de  Tassimilation  que  nous  clierchons 
avec  la  nature  vivante.  Ndus  lui  donnerons  le  nom  de  nautile  a 
front  meridien. 

Son  Tequation  sera  (7) 

R  =  ir At.)  ^.Qs  -^  (^.Qs  )^  j_  v/sin*  b  ~%va?  X)  . 


ii\ 


EUe  met  bien  en  evidence  la  nature  des  lignes  de  latitude.  Si 
I'on  eniploie  en  eflet  Tabreviation 


8  =  tang  a  Log  [cos  X  (cos  X  +  v/sin*  b  —  sin*  X)] , 
cette  formule  devient  simpleinent 

et  represente  en  projection  equatoriale,  pour  une  latitude  cons- 
tante,  une  spimle  logarithniique  egale  a  la  directrice,  et  device 
de  I'angle  8. 

Pour  la  valeur  limite  Xq  =  &,  le  double  signe  disparait;  on 
obtient  alors  la  projection  de  la  ligne  de  contact  du  nautile 
avec  le  c6ne  qui  lui  est  circonscrit  a  partir  du  pole.  Ellc  a 
pour  deviation 

8q  =  2  tang  a  Log  cos  b  , 
Celles  des  deux  traces  equatorialcs  (pour  Xj  =  0)  sont  de  indme 

Log('+B) 

0|  -— . 


14.  Nous  avons  etabli  (N^  10)  une  premiere  distinction  selon 

que  B  ^  1 ,  c'est-a-dire  que  le  cercle  generateur  recouvre  ou 

non  le  pole.  Une  secondc  division  devient  ici  necessairc.  En 
eflTet  cette  ciiTOnference  pent  elrc,  on  non,  rencontree  par  la 
nouvelle  position  qV^4l^  prend  a  son  retour  dans  le  meme  me- 
ridien  pour  engendrer  la  ^^i"^*  suivante.  Par  cela  seul,  le  meme 
cercle  initial  coupe  de  memcS^^ii  ^*i'*^t)»f<^''ence  de  la  revolu- 
tion precedents  en  raison  de  la  simiilftlii^^^  permanente  du  groupe 
forme  par  deux  meridiennes  successive^Sv 

Si  les  cercles  consecutifs  restent  ncltenieiSL  ^^P^*"^^  P^^  °*^® 
intervalles  vides,  la  surface  sc  dcvcloppe  en  jSi^  ^^"'®  "^PP^ 
de  forme  spiraloide.  evasee  transversalement  en  f^JS^"^  ""f  ^^^"^ 
comme  dans  le  genre  cnoaras.  C'est  le  cas  le  pius^'P''^'  ^' 
il  est  facile  de  formuler  sa  condition  d'existence'  X      . 

Les  rayons  vecteurs  du  point  decrivant,  pour  deux  rt^^'""" 
tions  successives  de  la  directrice,  sont  .AO  ^^  ,A{04-2z)  .  V^ 
difference,   c'est-a-dire  Tintervalle  de  ces  spires,  a  done  pou? 


n 


Quant  aux  rayons  correspondants  des  cercles  g^^nerateurs,  on 
les  obtient  en  multipliant  par  B  ces  deux  rayons  vecteurs.  Leur 
somme  sera  d'apres  cela 

Pour  que  les  spires  de  la  surface  restent  distinctes  sans  em- 
pieter  Tune  sur  I'autre,  il  iaut  que  cette  somme  n'occupe  pas 
la  totalite  de  rintervalle  ci-dessus,  c'est-a-dire  que 


C'est  done  par  Tunile  d'une  part  (N^  10)  et  par  cette  fonction 
que  se  trouvent  separees,  pour  une  valour  donnee  de  A,  les 
trois  classes  distinctes  de  nautile  a  front  meridien. 

15.  Mais  le  cas  des  intersections  presente  une  tout  autre 
complexite.  Etudions  le  avec  quelque  detail. 

Nous  emploierons  comme  coordonnees  de  la  section  meri- 
dienne  dans  son  propre  plan  R  et  z.  Le  centre  du  cercle  g;ene- 
rateur  ayant  pour  abscisse  r,  et  son  rayon  etant  Br,  il  aura 
comme  equation 

(8)  (R-r)«  +  z«-=BV, 

R«-2rR-f  x«c=(B«-l)f«, 
2rR  -  R«  -  z«  =  r«  cos*  b . 

La  circonference  qui  lui  succede,  non  pas  immediatement 
mais  a  n  sptres  de  distance,  nous  donnei*ait  de  m^me 

2r'R-R«-z«  =  r'«cos«A. 

En  retranchant  ces  deux  relations,  nous  trouvons  pour  I'abscisse 
R  de  rintersection 

2(r'-r)R«(r'«-r«)cos«*, 

R— ?^cos«4. 

Or  on  a 

f/  =  ^A.(u»-f  2iii:)  __  ^^nkz 
Vol.  iu  —  N.«  I  8 
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eK  par  consequent 

(9)  11  =  ^-^ cos«  b  .  ^A*"  . 

16*  Si  Ton  envisage  R  et  w  comme  des  coordonnees  polaires, 
on  oblient  {'equation  de  la  projection  equatoriale  de  la  traje- 
ctoire  du  point  d'inlersection,  a  savoir 

R  =  tf  A(a)+A)  ^ 

en  posant  pour  abreger 

A  =s  tang  a  Log  I cos*i 

On  y  retrouve  done  la  spirale  directrice  elle-nK^me  device  de 
Tangle  A.  Les  courbes  gauchcs  qui  lui  correspondent  pour  les  di- 
verses  valeurs  de  n  seront  certaines  c6nhelices  speciales  du  nautile. 

Nous  les  appellerons  gouttieres.  Cette  denomination  se  presente 
d'elle-ni^me  a  l*esprit  pour  ccllcs  d'cntre  dies  dont  les  parois 
laterales  plongent  toutes  les  deux  vers  le  bas,  figurant  une  vallee 
dont  la  c^nhelice  formcrait  le  thalweg. 

Si  Ton  engageait  sur  cette  ligne  une  bille  infinites! male  des- 
cendant sous  Taction  de  la  pesanteur  sans  aucune  resistance 
passive,  elle  obeirait,  d'apres  le  theor^me  des  forces  vives,  a 
la  loi  de  mouvement  connue  sous  le  nom  de  plan  incline;  la- 
quelle  n'est  autre  que  celle  de  la  chute  libre  des  graves  avec 
reduction  de  Tacceleration  d'apres  le  sinus  de  la  pente. 

17*  Cherchons  d'autre  part  Tordonnee  z  du  point  d'interse- 
ction.  L'equation  (8)  nous  donne  a  cct  egard 

c'est-a-dire  (9) 


tang'  X  =  —  1  + 


1  +  tang'  X  = 


(^       ,  +  ,2nA::) 


»  /I    I     '2nAz 


(l+^-'wAr^icos'A 
gfiAz  I  g — wAt: 

(  1 0)  cos  X  =  -r cos  0. 


Id 


.  Cette  valeur  de  cos  X,  bien  qu'obtenue  par  rextraction  d'une 
racinc  caiTee,  ne  comporte  pas  de  double  signe,  attendu  que 

I'angle  de  latitude  ne  se  compte  que  de  — ~  2i  4~-a~*  ^^^^  ^^ 

voit  qu*a  chacune  des  valeurs  positives  de  ce  cosinus  corres- 
pondent, d'apres  la  symetrie  de  la  formule,  deux  valeurs  egales 
et  de  signes  contraires  dc  n.  II  y  a  done  autant  de  circonfe- 
rences  a  droite  qu'a  gauche  du  cercle  central,  duquel  nous 
sommes  partis,  qui  sont  rencontrees  par  lui.  Et  en  effet,  ainsi  que 
nous  I'avons  deja  fait  remarquer,  il  ressort  de  la  similitude  per- 
manente  que  cette  circonference  joue  par  rapport  aux  cercles 
moindres  qu'elle  situes  sur  sa  ganche  le  m^me  r6le  qu'exer- 
cent  a  son  egard  les  cercles  plus  grands  qui  se  trouvent  a  sa 
droite. 

On  voit  en  outre  que  pour  chaque  valeur  positive  de  cos  X, 
la  latitude  est  susceptible  de  deux  valeurs  egales  et  de  signes 
contraires;  consequence  immediate  d'ailleurs  de  la  symetrie  de 
la  surface  au  dessus  et  au  dcssous  de  Tequateur. 

18<  Toutefois  ces  valeurs  ne  seront  reelles  que  sous  la  con* 
dition 

cos  X  <  1  , 
d*oii  I'on  deduit  (10) 

(11)  i^""^^ L^^nAr^l^O. 

'  cos  0 

Pour  que  ce  trin6me  soit  negatif,  il  faut  que  sa  variable  ^^"^ 
reste  comprise  entre  les  deux  racines,  qui  sont 

1  i  sin  A 
cosi 

ou  sous  des  formes  equivalentes 

Ces  valeurs  sont  reciproques  I'une  de  Tautre.  Leurs  logari- 
thmes  (qui  dcvront  comprendre  entre  eux  nAx)  sont  done 
egaux  et  de  signes  contraires.   Par  consequent  n  ne  doit  pas 
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iexceder  les  deux  limites 


±^^-Logtang(^_*). 

U  est  facile  de  concevoir  a  priori  qu'il  doive  y  avoir,  de 
part  et  d'autre,  une  limite  pour  les  intersections  (^).  Lorsque, 
en  effet,  a  partir  d'unc  position  deterininee,  le  cercle  s'eloigne 
de  plus  en  plus  par  des  rotations  successives,  encore  bien  que 
son  diametre  augmente  avec  le  rayon  veclcur  de  son  centre  de 
maniere  a  le  recouvrir  vers  son  extremite  sur  des  longueurs  in- 
definiment  croissantes,  il  laisse  cependant  a  decouvert  du  cote 
du  p6le  un  segment  qui  varie  lui-meine  proporlionelleinent,  en 
arrivant  ainsi  a  depasser  toute  limite,  et  en  particulier  le 
rayon  de  la  circonference  fixe  sur  laquclle  portent  nos  raison- 
nements.  A  partir  de  ce  moment,  il  n'y  aura  plus  rencontre. 

19«  Appelons  N  le  plus  grand  nombre  entier  qui  satisfasse 
a  la  condition  numerique 


(12)  N<!^«LogU„g(|-A). 

le  cercle  considere  en  rencontrera  en  tout  2N  autres,  a  savoir  N 
plus  grands  sur  sa  droite,  et  N  moindres  a  gauche. 

Si  Ton  voulait  accroitre  la  valeur  de  ce  total,  et  avec  lui  la 
complication  de  la  surface,  il  suffirait  d'augmenter  a  et  &,  c'est- 
a-dire,  d'employer  des  spirales  plus  lentes  et  des  cercles  plus 
grands  par  rapport  au  rayon  vecteur  de  leur  centi^. 

A  ces  points  d*intersection  des  circonferences  meridiennes 
correspondent  2N  gouttieres,  a  savoir  N  au  dessus  de  Tequa- 
teur,  et  N  au  dessous.  II  existe  cependant  4N  intersections  du 
eercle  central  par  ses  2N  salelliles,  mais  elles  se  trouvent  asso- 
ciees  deux  par  deux  sur  la  meme  droite  de  latitude,  qui  coupe 
necessairement  deux  fois  chaque  cercle.  Elles  sont  des  lors 
traversees  toutes  les  deux  par  la  meme  c6nhelice.  Elle  rencontre 
une  premiere  fois  le  cercle  central  sur  sa  gauche  en  son  croise- 
ment  avec  un  plus  petit  que  lui,   puis   une  seconde  fois,   en 


(1)    Sauf  Iorsqtt*on   arrive   k  la  limite  jusqu'au  nautile^quiradial : 
B-l,    6-1. 


21 


raison  de  la  similitude,  sur  sa  droite,  lorsqu'il  joue  lui-ineme 
le  r6le  de  petit  cercle  vis  a  vis  d'un  plus  grand  que  lui. 

Le  nombre  des  gouttieres  est  done  toujours  pair.  U  existe 
cependant  a  cet  egard  une  exception  qu'il  faut  enregistrer. 
Supposons  en  eflet  que  Texpression  (12)  ait  precisement  pour 
valeur  un  nombre  entier.  On  peut  alors  attribuer  h  n  cette 
valeur  limite  elle-meme,  en  outre  de  tons  les  nombres  entlers 
inferieurs.  Mais  c'est  toutefois  a  la  condition  d'annuler  par  ce 
choix  special  le  trin6me  (1 1),  au  lieu  de  le  rendre  negatif.  On  a 
done  dans  ce  cas 

cos  X  =  1  ,         X  =  0  . 

« ■ 

Le  rencontre  des  cercles  se  fait  par  consequent  sur  Taxe  polaire, 
et  ils  y  sont  tangents  Tun  a  Tautre.  Au  point  de  vue  algebri- 
que  on  peut  assurement  voir  la  une  solution  double,  et  main- 
tenir  par  cet  artifice  le  nombre  2N  des  gouttieres.  Mais,  dans 
la  realite  physique,  on  n'en  apercoit  plus  sur  la  surface  que 
2N —  1  sculement,  a  savoir  N —  1  c6nheliccs  au  dessus  de  Tequa- 
tcur,  antant  en  dessous,  et  une  spirale  logarithmique  qui  ser- 
pente  dans  le  plan  meme  de  symetrie,  oCi  elle  forme  une  ligne 
de  soudure  des  spires  consecutives  entre  elles. 

Le  cas  special  N  =  t  marque  a  cet  egard  le  passage  de  la 
seconde  categoric  (N**  15)  a  celle  des  intersections.  La  relation 
(14)  devient  alors 

tangfl.Log^^-y^  =i:, 

B  =  sin  &  =  cos  (2^^^) . 

On  rencontrera  done  un  tel  nautile  soude  pour  une  spirale 
quelconque,  en  employant  un  rapport  vectoriel  approprie,  ou 
pour  un  rapport  arbitraire  avec  une  spirale  convenable. 

20*  Rentrant  maintenant  dans  le  cas  general,  nous  voyons 
que  ces  diverses  c6nhelices  separent  la  surface  nautilienne  en 
2N  zones,  infinics  suivant  le  sens  spiraloide,  mais  se  cloison- 
nant  mutuellement  dans  la  coupe  transversale,  a  la  maniere 
des  bulles  de  savon  (^). 


(^)  Le  rdsultat  chatfgerait  k  la  v^rit^,  s'il  s'agissait  d'un  objet  massif 
dout  on  n'aper^oit  pas  Tintdrieur,  tel  qu'un  modele  en  pl&tre.  II  n  V  a  plus 
alors,  de  chaque  c6t6  de  T^quateur,  qu'une  seule  goutti^re  accessible,  ser- 
pentant  k  la  superficie  du  solide. 


Nous  pouvons  enlreprendre  d'^valuer  le  nombre  des  com- 
partiments  distincts  suivant  lesquels  se  trouve  cloisonnee  I'aire 
du  cercle  cenfrai  par  la  traversee  des  cerc/a  satel/itei,  de  gauche 
et  de  droite,  qui  Ic  coupeiii  en  racconipagnaiii  coiniiie  un  eor- 
lige  dans  son  mouveinem  generateur. 

Nous  ne  compterons  essenliellenient  que  ponr  une  unite  daus 
ce  cortege  rcnseinble  des  com  parti  men  is  disposes  en  serie,  donl 
chaque  terme  vicnt,  apres  une  revolution  pendant  laquellc  il  se 
dilate,  se  superposer,  a  son  retour,  sur  le  suivant.  Ce  que  nous 
evaluerons,  en  un  mot,  est  le  nombre  de  tul/e*  spiralo'idei  dis- 
tincts, qui  remplissent  par  leur  ensemble  la  superiirie  exteme 
engendree  par  le  cercle  central.  La  plus  elevee  (fig.  3)  des  N 
droites  de  latitude  situecs  au  dessus  de  I'equateur  traverse  un 


IriangU  curvitignt  unique.  Le  rayon  de  ran(;  N  —  1  traverse 
deux  quatlrangla  curviiigius ;  mais  ils  ne  dnivent  compter  que 
pour  une  unite  se  recouvrant  elle-nifime  dans  la  gyration  qui 
lui  fait  traverser  !c  cercle  central.  Au  rayon  N  — 2  correspond 
^galement  un  unique  quadrangle,  qui  se  recuuvre  lui  m^me 
deux  foiB;  ct  ainsi  de  suite.  Le  second  rayon  k  partir  de  I'^qua- 
teur  foumit  encore  un  dernier  quadrangle,  qui  se  recouvre 
N-2  fois. 

C'esl  done,  sur  le  pied  d'un  seul  tube  spiralo'ide  pour  chaque 
rayon  de  latitude,  un  total  de  N  —  1  tubes.  En  vertu  de  la  sy- 
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metrie,  nous  en  avons  tout  autant  au  dessous  de  TequaCeur; 
«oil  en  tout  2(N—  1). 

Mais  il  nous  reste  encore  a  cnvisngcr  le  premier  rayon,  aussi 
bien  au  dessus  qu'en  dessous  de  ce  plan.  L'une  et  I'aqtre  de 
ces  deux  droites  traversent  un  m^me  sextangle  curviligne,  forme 
de  six  arcs  de  cercle,  et  se  recouvrant  lui-meme  N— 1  fois 
dans  la  gyration.  II  ne  compte  done  ici  que  pour  un  seul  tube, 
tant  au  point  de  vue  dcs  recouvrenients  successifs  que  pour 
les  deux  cotes  de  I'^quateur. 

II  en  est  de  mdme  en  ce  qui  concerne  I'axe  polaire  qui  traverse 
des  biangles  curviiignes^  composes  chacun  de  deux  arcs  de  cercle 
regnant  des  deux  c6tes  du  plan  de  symetrie.  Ce  compartiment 
se  recouvre  N  fois,  et  Tensemble  ne  compte  encore  que  pour  unc 
unite.  En  la  joignant  a  la  precedente  et  aux  2(N — 1)  trouvees 
ci-dessus,  nous  obtenons  done  un  total  definitif  de  2N  tubes. 

21*  Evaluons  de  m^me  Ic  nombre  des  points  de  croisement 
de  ce  reseau. 

Nous  en  trouvons  2  sur  le  N^  rayon;  3  sur  le  (N—  Vf,  4  sur 
le  (N  — 2)*^, : . . . ,  N  sur  le  2^,  et  enfin  N+1  sur  le  premier. 
L'axe  polaire  ne  traverse  aucun  croisement.  Ce  total  est  done 

(N+l)(N  +  2)       ,_N(N  +  3) 


mais  il  en  existe  autant  au  dessous  de  Tequateur,  et  le  chiffre 
definitif  devient 

(13)  N(N  +  3). 

22*  Enumerons  encore  les  arcs  de  cercle  dislincts  qui  con- 
stituent le  canevas  de  ce  cloisonnement. 

Le  premier  satellite.de  gauche  presente,  a  Tinterieur  du 
cercle  central,  un  arc  qui  tourne  sa  convexite  vers  la  dnnte  et 
traverse  l'axe  polaire;  le  second,  un  arc  au  dessus  de  cet  axe, 
un  au  dessous,  et  un  troisieme  qui  le  traverse;  le  troisieme 
satellite  donne  deux  arcs  au  dessus,  deun  au  dessous,  et  un 
cinquieme  transverse;  et  ainsi  de  suite.  Le  N^  satellite  en  four- 
nira  2N  —  1 .  On  obtient  done  la  serie : 

1  +  3  +  5+  7  + +  (2N  -  1)  =  N* . 

Mais  les  satellites  de  droite  en  presentent  un  nombre  egal  qui 
teurnent  leur  convexite  vers  la  gauche.  Et  enfin  le  cercle  gene- 
rateur,  pour  son  propre  compte,  en  poss^de  4N  le  long  de  sa 
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peripherie  complete.  Le  total  est  done 

N«  +  N«  +  4N-2N(N  +  2). 

Ce  resultat  peut  servir  a  controler  le  precedent  (13).  En 
effet  en  cbaque  point  de  croisement  se  rencontrent  deux  cer- 
cles.  II  en  part  done  quatre  amorces,  a  savoir  4N(N'-f~3)  en 
tout.  II  y  a  toutefois  exception  pour  les  4N  points  du  eerele 
central,  d'o(i  ne  partcnt  que  trois  amorces,  puisque  nous  ne 
sortons  pas  a  Texterieur.  Le  resultat  est  done 

4N(N  +  3)-4N  =  4N(N  +  2). 

Mais  cbaque  arc  de  eerele  soude  Tune  Ji  I'autre  deux  amorces. 
Leur  nonibre  est  done  la  moitie  de  ce  dernier,  c/est-a-dire  egal 
a  celui  que  nous  avons  trouve  plus  baut. 

28.  Nous  pouvons  determiner  les  difierentes  valeurs  dcs  an- 
gles plans  que  comprennent  entre  eux  les  divers  de  ai*cs  eerele 
du  cloisonnement. 

L'angle  des  deux  eirconftrences  qui  ont  pour  centres  C  et  C 
(fig.  4)  est  le  m^me  que  celui  CGC  de  leurs  normales.  Or  son 


Fig.  4 
supplement  CGS  a  pour  bissectriee  GO  d'apres  la  proportion 


On  a  done 


et  d'autrc  part 


CG      C  G 

CO  ~  CO  • 

CGC'  =  ic-2(CG0). 


sin  CGO       CO 


sin  COG 

sin  CGO 
sinX 

sin  CGO  « 


CG  ' 


"Br* 

sinX 
sin  ft 
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II  vient  d'aprds  cela 


;in  CGC  =  sin  2  (CGO)  =  2  ~  \ /l  -  ^ 

^  ^         s\no  V  sin' 


_  2  j/  ( 1  -  cos^  X)  (cos*  X  -  cos^  b) 

sin*  A 

expression  dans  laquelle  il  suffira  de  substituer  successivement 
les  N  valeurs  (10)  de  cosX. 

24*  Nous  pouvons  egaleinent  evaluer  les  longueurs  respe- 
clivcs  des  divers  arcs  du  cloisonnement. 

Ce  sont  en  efTet  les  differences  consecutives  des  arcs  tels 
que  a  =»  AL«  interceptes  sur  le  cercle  central  entre  Taxe  polaire 
f)A  et  les  diverses  lignes  de  latitude  OL.  Or  nous  avons 

ACL  -  AOL  =  CL'O  =  CGO  , 

et  par  consequent,  d'apr^s  les  valeurs  precedentes, 

.    .       ^.       sinX 

sin  (a  —  /)  =  — ; — y  , 
^         '      sin  ^ 


§  IV 
Mouvement  nautiloide 

25*  Le  nautile  que  nous  venons  d'etudier  avec  detail :  ve- 
ctoriel,  a  front  meridien,  directrice  spirale,  et  generatrice  cir- 
culaire,  n'est  pas  le  seul  type  que  cette  analyse  nous  permette 
de  rattacher  a  I'aspect  exterieur  du  coquillage  de  ce  nom.  Nous 
en  rencontrerons  encore  d'autres  qui  se  rapprocheront  de  plus 
en  plus  exactement  de  cette  resseinblance :  nautiles  a  front 
normal,  a  front  oblique,  sphero-nautile.  It  sera  toutefois  inutile 
de  reprendre  pour  chacun  d'eux  cette  description  si  complexe. 

Rcvenons  pour  le  moment  a  une  plus  grande  generalite,  et 
tout  en  conservant  le  caractere  vectoriel  et  la  spirale  logarithmi* 
que  comme  directrice,  reprenons  une  generatrice  quelconque 
(et  non  plus  circulaire),  avec  une  inclinaison  frontale  constante 
(mais  non  plus  nulle). 

Dans  ces  conditions,  le  rayon  vecteur  OM  de  la  spirale  (fig.  1), 
la  tangente  en  son  extremiti,  la  trace  du  plan  de  front,  ce  plan 
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lui-mdme,  la  ligne  generatrice  qu'il  contient,  I'ordonnee  Nn  d'un 
de  ses  points,  ainsi  que  le  rayon  vccteur  On  dc  la  projection 
equatoriale  de  ce  dernier,  constituent  ce  que  j'appellerai  un 
edifice  giomelHque,  immuable  dc  forme,  conservant  sans  altera- 
tion chacun  de  ses  angles  pendant  le  mouveinent  generateur, 
mais  amplifiant  homothetiquenient  toutes  ses  dimensions  par  rap- 
port au  centre  de  similitude  M,  a  Tunisson  du  rayon  vecteur 
OM,  c'est-a-dire  suivant  une  progression  geometrique,  tandis  qu*il 
tourne  d'apres  une  progression  arithmetique  autour  de  Taxe 
zenithal  O. 

Je  regarde  comme  fondamenlale  pour  cet  ordre  de  recherches 
la  conception  de  cet  edifice  geometrique,  dans  lequel  nous 
pourrons  successivement,  a  Toccasion  de  chacune  des  questions 
distinctes,  incruster,  pour  en  faire  parlie  integrante,  les  divers 
elements  de  ces  questions,  a  la  condition  essentielU  quails  rele- 
veni  eux  mimes  de  la  similitude,  c'est-a-dire  conservent  les  angles 
•et  les  rapports  de  dimensions. 

C'est  d'ailleurs  de  cette  maniere  que  Ton  pourrait,  m^me  en 
g^ometrie  plane  pour  Tetude  de  la  spirale  logarithmique,  tout 
faire  dependre  de  la  similitude  de  la  figure  elementaire  consti- 
tuee  par  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins  avec  les  tan- 
gentes  menees  sous  un  angle  immuable  en  leurs  extremites.  La 
consideration  de  cet  edifice  plan,  auquel  on  rattacherait  chaque 
fois  les  elements  des  diverses  questions  qui  ont  ete  traitees  sur 
cette  belle  courbe,  me  parait  ^tre  la  raison  profonde  de  tant  de 
rcmarquables  proprietes,  et  de  son  extraoroinaire  persistance  a 
se  reproduire  toujours  la  meme  (*),  toutes  les  fois  que  Ton  exe- 
cute sur  elle  des  constructions  dependant  uniquement  de  la 
similitude;  au  point  que  cette  incessante  reapparition  finit  par 
devenir  en  quelque  sorte  banale,  et  fatigante  par  son  elegance 
m^me. 

II  convient,  d'apres  ces  vues,  de  commencer  par  approfondir 
les  proprietes  generales  du  mouvement  nautilo'ide  de  cejt  edifice, 
c*est-a-dire  en  definitive  d'une  figure  quelconquc.  On  ne  ren- 
contre pas  cette  etude  dans  la  cinematique  classiquc,  par  la 
raison  que  celle-ci  n'envisage  que  des  solidcs  invariublcs,  tandis 
qu'il  s'agit  essentiellement  ici  de  figures  deforinables. 

26-  Considerons  (fig.  5)  le  deplacement  d'une  droite  quel- 
conquc de  longueur  finie,  depuis  une  position  PQ  jusqu'ii  une 


(1)  Ecidtm  mutata  resurgo  (  Jacqukb  Bkbnoulli). 


autre  P'Q',  avec  changement  d'orientation  et  de  grandeur  tout 
a  la  fois. 

nous  allons  rcconnaitre  qu'une 
pareille  transposition  pcut  tuujours 
itre  effectuec  par  un  mouvemtnt  nau- 
liloiiU,  c'est-a-dire  en  faisant  decrire 
par  P  et  Q.  autoiir  d'un  m^nie  pile 
O,  deu\  angles  egaux,  en  parcourant 
deux  spirales  logaritlimiques  PP', 
QQ',  donees  d'un  meine  angle  ca- 
racteristique  a. 

L'angte    a  =  POP'   dont    tournent    ' 
a  la  fois  les  trois  c6tes  du  triangle 
inconnu  OPQ  pour  venir,  avec  dila- 
tation, occuper  reniplacemeni  Oi^Q' 
nous  est   immediatement  connu  en 

a^PAP". 

n  duit   d'ailleurs   satisfaire  aux   relations 

OP       ( 

dont  le  dernier  inembre  nous  est  egalement  donne.  I/angle  ca- 
raeteristique  a  des  spirales  sc  troiive  ainsi  determine. 

D'autre  part,  on  voit  que  le  point  O  apparticnt  necessaire- 
ment  a  deux  segments  eapables  jJe  Tangle  a,  decrits  respecti- 
vemcnt  sur  PP'  et  QQ*.  II  se  trouve  done  lui-m£me  detcN 
mine  ('). 

27.  Supposons  maintenant  qu'une  figure  quelconque  se 
meuve  dans  son  propre  plan  d'une  maniere  arbitraire,  mais 
sous  la  condition  de  rester  semblablc  li  die  indme;  et  analysons 
les  circon stances  de  son  deplacement  instantan^. 

Celte  figure,  quelle  qu'elle  soit,  se  trouvera  completement 
detcrminee  par  une  dc  ses  droites  F^.  En  elTet,  appclons  R  un 
quelconque  de  ses  points.  On  peut  le  rattacher  a  cette  droite 
par  un  triangle  PQH  qui  devra  rester  seniblable  a  lui-meme. 


(')  C'eat  d'aillears  Sana  ancuiie  Ambiguity,  bien  que  denx  cercles  ae 
eoDpeut  en  deux  pointa,  car  ou  aaXt  quo  la  aeconde  se  rapporte  am  ae- 
gmenti  capablea  de  rangle  BUppl^mentaire  ic  —  a,  et  non  plua  a. 
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et  que  Pon  saura  par  suite  construire  en  P'Q'R'  une  fois  que 
I'on  counaitra  la  seconde  position  P'Q'  de  PQ. 

Or  cette  droite  peut  etrc  anicnee  en  P'Q'  par  un  mouvement 
nautiloide  d'un  certain  pcMe  O  et  d'un  angle  caracteristique  a. 
Des  lors,  dans  le  triangle  OPR  (fig.  5),  qui  devienl  OP'R',  le 
rayon  vecteur  OR  tourne  jusqu'en  OR',  du  mdnie  angle  que  OP 
pour  venir  en  OF,  puisque  Tangle  ROP  =  R'OP'.  De  plus  le 
rapport  de  OR  a  OR'  est  le  ineme  que  celui  de  OP  a  OF, 
d'apres  la  similitude  de  ces  triangles.  Le  point  R  parvient  done 
en  R'  par  une  spiralc  de  ni^me  p6le  et  de  meine  angle.  De  la  se 
degage  la  conclusion  suivante: 

Dans  le  mouvement  instantane  d'une  figure  plane  qui  se  de- 
forme  en  restant  semblable  a  elle-meme,  les  divers  points  se 
deplacent  le  long  de  spiralcs  logarithmiques  egales  et  de  mdme 
p61e. 

28*  Tous  les  points  s'echappcnt  done  simultanement  de 
leurs  positions  actuelles  avec  des  vitesscs  proportionnelles  a 
leurs  distances  au  p6le  et  sous  le  meme  angle  par  rapport  a 
ces  rayons  vecteurs. 

On  peut  des  lors  decomposer  ces  vitesses  suivant  le  rayon 
et  sa  perpendiculaire  a  Paide  de  tnangles  rectangles  semblables 
entre  eux,  dont  les  composantes  respectives  seront  des  lors 
toutes  proportionnelles.  En  d'autres  termes,  un  mouvement  ele- 
mentaire  de  similitude  peut  toujours  etre  decompose  en  deux 
autres :  1^  une  rotation  sans  deformation  autour  d'un  p6le 
instantane;  2^  une  deformation  homothetique  par  rapport  a  ce 
p6le  sans  rotation  (^). 

Si  Pon  fait  connaitre  la  direction  des  vitesses  de  deux  points, 
ainsi  que  le  rapport  de  leurs  deux  composantes,  la  valeur  de 
ce  deniier  fait  connaitre  Tangle  caracteristique  des  spiralcs.  Si 
alors  on  trace  deux  rayons  formant  cet  angle  avec  les  directions 
des  vitesses,  ils  determineront  par  leur  intersection  le  pole 
instantane. 

Une  fois  celui-ci  connu,  Pon  en  deduira  pour  tout  autre  point 
la   direction  de   sa  vitesse,   en   menant   son   ravon   vecteur  ct 

ft.' 

faisant  avec  lui  Pangle  en  question.  Si  Pune  des  deux  vitesses 
est  en  outre  donnee  en  grandeur,  on  obtiendra  par  proportion 
toutes  les  auti*es. 


(^)  Loroque  la  figure  reste  iDddformable,  la  seconde  composante  dispa- 
rait,  et  Poa  retrouve  le  thdorcme  du  centre  instantane  de  rotation  de  la 
cin6matiqae  dasiique. 
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29.  Apres  ce  deplacement  des  points,  envisageons  celui  des 
droites  liees  a  la  figure         , 
qui  est  animee  d'  un  mou- 
vement  nautiloide. 

Tra9ons  une  quelcon- 
que  des  spirales  decrites 
par  les  points  de  I'edifice 
geometrique  (fig.  6).  La 
droite  consideree  DD'  la 
rencontre  en  M  sous  un 
certain  angle  b,  Soient 
r,  G  les  coordonnees  de 
ce  point,  et  H,  u)  celles 
d'un  point  quelconque 
N  de  la  droite.  Abaissons 
la  perpendiculaire  OP.  Pour  etablir  Peq nation  de  DD'  nous 
ecrivons 

NO  .  cos  NOP  =-  OP  =  MO  .  cos  MOP  , 

NOP  =  a)-[e-(|-A)J=|-(e-a)  +  A), 

MO  .  cos  MOP  -  r  sin  OMP , 
et  finaleuient 


(14) 


• 

Rsin(e-a)  +  A)  =  tf^^sinA. 


La  recherche  de  Tenveloppe  de  cette  droite  se  fera  en  eli- 
roinant  le  parainetre  6  entre  cette  equation  et  sa  derivee  prise 
par  rapport  a  lui 


(15) 

On  en  deduit 


R  cos  (6  —  0)  +  A)  =  Ae^^  sin  b  . 


tang  (6  —  0)  +  A)  =  —  =  tang  a , 


G  =  0)  +  a  —  by 
d'o(i,  en  reportant  cette  valeur  dans  I'equation  (14) 


sin  a 
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Oa  y  reconnait  une  spirale  identique  a  toutes  les  trajectoires, 
mais  device  par  rapport  a  celle  du  point  M  de  Tangle 

A-Unga.LogU— *A(«-*)1. 
"  ^  L  Sin  a  .1 

30*  Quant  au  point  de  contact  X  de  la  droile  avec  son  en- 
veloppe,  il  est  fourni  par  1' intersection  de  cette  ligne  avec  sa 
position  inGniment  voisine.  Ses  coord onnees  seront  done  don- 
nees  par  les  deux  equations  (14)  et  (15).  Or  nous  avons  deja 
trouve  par  leur  elimination 

et  il  en  resulte 


Ro  =  r^ 


sin  6 


sin  a 


On  pent  m^me  se  dispenser  de  ce  calcul  en  reinarquant 
qu'il  suffit  de  mener  par  le  p6le  une  droitc  OX  faisant  avec  DD' 
I'angle  a,  puisque  cette  droite  jouera  en  X  le  r6lc  de  rayon 
vecteur,  et  DD'  celui  de  tangente  de  la  spirale  logarithmique. 

31*  Imaginons  niaintenant  une  Ggure  a  truis  dimensions  dont 
la  trace  equatoriale  se  trouve  animee  dans  son  plan  d*un  mou- 
vement  nautilo'ide.  Le  deplacement  dans  Pespace  restera  gou- 
verne  par  les  proprietes  precedentes. 

La  seule  modification  dans  les  enonces  (mais  elle  est  essen- 
tielle)  consiste  en  ce  que  les  trajectoires  des  points  qui  restent 
homologues,  au  lieu  d'etre  comme  ci-dessus  des  spirales  loga- 
rithmiques,  deviennent  des  cunhelices.  En  eflet,  pour  cliacunc 
d'eux  Paltitude  z  s'amplifie  dans  le  meme  rapport  que  R,  puis- 
que tout  I'edifice  geometrique  conserve  sans  alteration  ses 
divers  rapports  de  dimensions.  II  en  sera  des  lors  de  m^me  de 
Pangle  que  fait  cette  droite  avec  P horizon ,  a  la  surface  du  c6nc 
de  latitude  sur  lequel  elle  se  trouve  tracee. 


Equation  des  8ur£aces  nautiloides 

32*  On  pent,  d'une  maniere  generale,  ramener  au  type  du 
nautilo'ide  a  from  meridien  la  surface  cngendree  par  le  mouve- 
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ment  nautiloi'de  d'une  ligne  quelconque  S,  plane  ou  gauche^ 
liee  comme  edifice  geometrique  au  rayon  vecteur'^  d'une  spirale 
logarithmique. 

En  efiet  chacun  de  ses  points  parcourt  dans  I'espace  une 
c6nlielice«  et  la  surface  engendree  se  trouve  cntierement  sillon- 
nee  du  systeme  de  ces  trajectoires.  Coupons  la  par  un  plan 
meridien,  et  soit  s  la  section.  Lions  cette  ligne  plane  au  ravon 
OM  et  a  la  courbe  S;  puis  recominen9ons  Ic  mouvement  nauti- 
lo'ide  de  cct  edifice  ainsi  complete.  Les  divers  points  de  s  de- 
vront  pour  ccla  decrire  des  c6nhelices  qui  sont  completenient 
deterniinees  par  la  spirale  direc trice,  et  ne  sauraient  par  suite 
difierer  de  Tensenible  precedent.  La  surface  nautiloi'de  sera 
done  susceptible  de  cc  nouveau  mode  de  generation  (j),  aussi 
bien  que  du  premier  (S). 

33-  Or,  sous  cette  forme  simplifiec,  il  nous  est  facile  de 
former  P equation  generale  de  cette  famille  de  surfaces. 

Nous  avons  en  effet  trouve  pour  une  surface  quelconque  a 
front  meridien  (5) 


R^FH  +  cp(«.)/[^] 


Si  la  directrice  est  une  spirale  logarithmique,  il  vient 


R='^'"+<pH/-[^] 


Si  de  plus  la  surface  est  vectoiiclle,  nous  rempla^ons  cp  par  le 
rayon  vecteur 

Mais  il  devient  des  lors  inutile  de  conserver  en  evidence  la 
trace  de  la  fonction  /*,  et  nous  pouvons  remplacer  par  cb  le 
symbole  1  +  /*  de  fonction  arbitraire,  ce  qui  donne  plus  simple- 
ment 

(16)  R  =  f  ^"^  cl>  (zf-A*») . 

Telle  est  I'eiquation  d'un  nautilo'ide  quelconque  ayant  pour  ge- 
neratrice,  dans  le  premier  meridien  (a)  =  0),  le  profit 

R  =  <l>(z). 

On  peut  egalement  lui  donner  une  seconde  forme,  en  desi- 
gnant  par  ^*  la  fonction  inverse  de  c|>.  La  nieridienne  initiale 
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devient  alors 

et  requation  de  la  surface 

(17)  «  -  ir^*"  ¥  (Rtf-^"') . 

34.  On  sail  que  les  families  classiques  de  surfaces  dont 
Pequation  generate  renferme  une  fonclion  arbitraire  peuvent 
^tre  caracterisees  chacune  par  une  equation  differentielle  par- 
tielle  unique  du  premier  ordre.  U  nous  est  aise  de  fornmler 
ceile  des  nautiloides. 

La  relation  (17)  donne^  en  la  differentiant  par  rapport  a  R 

ze-^"^  =  y  (Rif-^"')  , 

-|^  =  F(R.-Acu). 
et  d'autre  part,  en  difierenliant  relativement  a  u> 

|i  -  Az  ^ AR  r  (Re-A*")  , 

d'oii  I'on  deduit 

Telle  est  1' equation  cherchee  (*). 

35.  II  est  facile,  au  moyen  du  changement  de  variables,  de 


(M  li  ne  saurait  6tre  questioD  d^^lever  Tobjection  qu'un  changement  de 
coordoun^es  relevant  le  plan  horizontal,  aurait  pour  enet  de  modifier  le  se- 
cond membre  sans  changer  le  premier.  Cette  analyse  suppose  en  effet  es- 
Mntiellement  que  le  plan  de  reauateur  passe  par  les  centres  de  similitude^ 
et  86  trouve  ainsi  absolument  determine. 


n 


la  transcrirc  dans  le  systeine  reetangiilairc 


cz 


dz 


{x  COS  /I  —  y  sin  a)  -^ 1-  (jt  sin  a  +  y  ^os  a)  -r-  =  z  cos  a . 

On  pent  egalement  ecrire,  en  introduisant  la  longitude  lu 

-TT—  cos  (to  +  a)  A — —  sin  (u>  4-a)=  ^^  cos  a  . 
ex  by        ^  '^       11 

t     " '*'        \      "^  z 

D'ailleurs  les  quuutites ^,  —  ^—  representent  les  invcr- 

I         J  z   dJP      ^    oy 

ses  -^— ,  -^  des  sous-langcntes  des  sections  faitcs  par  des  plans 

paralleles  aux  plans  verticaux  dc  coordonnecs.  Nous  ecrirons 
done 

cos  ((o  +  a)        sin  (cd  +  a)       cos  a 

S^;  Sy  R 

Associons  (fig.  7)  au  plan  nieridien  /On  du  point  N  de  la  sur- 
face, la  seconde  face  ZOA 
d'un  diedre  imviuable  Oy  et 
pi*enons  sa  trace  equatoriale 
OA  coninic  axe  de  proje- 
ctions. Cette  derniere  rela- 
tion s'interprete  alors  de  la 
maniere  suivante: 

Dans  toute  surface  nauti- 
loi'de,  la  projection  sur  I'axc 
ainsi  defini  de  Tinversc  du 
rayon  vecteur  On  est  la  som- 
me  des  projections  des  in- 
verses des  sous-tangentes  des 
sections  faites  par  deux  plans 
meridiensrcctangulaircsquel- 
conques  (*). 

Mentionnons  encore  unc  autre  interpretation  de  I'equalion 
diflerentiello  ])arlielle.  La  droile  HC  (|ni  joiul  les  extrrnules  des 
sous-tangentes  nB,  nC  n'est  autre  que  la  truce  du  plan  tangent 
en  N,  qui  doit  contenir  toutes  les  tangentes  ii  la  surface.  En 

(1)  Car  on  peot  toujours  adopter  dca  plans  coordonn^s  qui  icur  soicnt 
parallMet. 

Vol.  m  —  N.o  1  3 
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appelant  cp  Tangle  qne  fait  cette  droitc  avec  la  partie  positive 
de  Taxe  des  abscisses,  et  h  la  hanteur  nH  du  triangle  nBC, 
nous  aurons 

h  .^  h 


S  —  c 


Sin  cp  '  COS  cp 

d'oii  par  consequent 

h 


COS  (co  +  rt)  sin  ?p  —  sin  (o)  +  a)  cos  ?  =  -k~  cos  a , 


R 


cos  a      sin  [?p  —  (o)  +  a)]      sin(ADX  — AOX)       sinOAD 
Menons  par  n  la  pai*allele  nE  a  Taxe  OA,  il  nous  viendra 

On  nH 

cosnOA      sinnEA  ' 

ou  cnfin,  en  elevant  en  n  la  pcrpcndiculaire  nY  au  rayon  ve- 
cteur 

OF  =  nE . 

De  la  cet  enonce: 

La  portion  dc  Taxe  OA  qui  se  pixnjette  orthogona lenient  sur 
le  rayon  vectcur  On  est  egnic  a  la  distance  de  ce  point  n  a  la 
ti*ace  du  plan  tangent  en  N  couiptee  parallelenient  a  cet  axe  OA. 

36*  On  envisage  d'ordinaire,  pour  les  fauiilles  de  surfaces, 
deux  probleines  genei*aux,  qui  consistent  \\  faire  passer  une  sur- 
face de  ccttc  categoric  par  une  courbe  donnee  ou  a  en  cir- 
conscrire  une  a  une  surface  assignee.  Nous  pouvons  ti*acer  la 
marche  proprc  a  resoudre  ces  questions  en  ce  qui  concerne  les 
nautiloides. 

Pour  la  premiere,  nous  conimencei*ons  par  ramcncr  les  equa- 
tions dc  la  courbe  doiinec  a  la  forme 

«  =  Fi  (R) ,         R  =  W  (co) . 

La  premiere  est  celle  de  la  surface  de  revolution  qu'elle  decii- 
rait  en  tournant  autour  de  I'axe  /.enithal;  la  seconde  celle  du 
cylindre  qui  la  projette  sur  le  plan  equatorial. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Pequation  generale  des  nau- 
tiloi'des  (16),  il  vient 

Fi  (io)  «  ^«>  4>  l^-Acu  ^  p^  sy\  (a,) ]  j , 
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Envisagcons  coinme  unc  variable  aiixiliairc  |i  la  quantite  siibor- 
donne  a  la  fonclion  inconiuie  <:{> 

et  resolvons  cettc  relation  sous  la  forme 

c»  =  F3  (|i)  , 
il  viendra 

4>  (|i)  -  «-AF3(h)  .  F,  [F3  (|i)] , 

ce  qui  determine  la  fonclion  qui  permettra  d'ecrire  Pequation 
du  nautiloide. 

37.  Proposons  nous  en  second  lieu  de  circonscrire  un  nau- 
tilo'ide  a  la  surface 

(19)  F4(R,6>,«)  =  0. 

En  leurs  divers  points  de  contact,  Ics  coefficients  diflerentiels 

dz       dz 

-5--r- ,  - —  seront  Ics  mcmes  pour  toutcs  Ics  deux.   Or,  sur  la 
on      Cm  ' 

proposee,  ils  prennent  les  valeurs 

6F4  aFi 

dz  611  gz  6(1) 


6R  8F4'  60)  6F4* 

dz  87 

Pour  le  nautiloide,  ils  doivent  satisfaire  ii  ^equation  difleiTn- 
tielle  partielle  (18),  qui  devicndra  par  cette  substitution 

6F4  6F4         6F4 

H_+Ung«-g-+z-g-^    =0. 

Nous  obtiendrons.  ainsi,  en  joignant  cette  egalile  a   la  formule 
(19),  les  deux  equations  de  la  courbe  de  contact. 

11  suffit  des  lors  de  la  prendre  connne  directrice  pour  rcn- 
trer  dans  les  conditions  du  pix)bleme  precedent  (N^  36). 


*  I 
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Plan  tangent 

38.  Revenons  maintenant  aux  siiiTaces  li  rrnnt  genei*alcur  de 
direrlrire  el  cJe  jjeneraliirr  c|uelronques,  en  les  supposant  en- 
core vectorielles*  et  d'inclinaison  fronlale  conslanle,  pour  nous 
proposer  la  recherche  de  U*ur  plan  tangent.  Nous  Ic  considere- 
rons  coninic  determine  par  la  tangente  de  la  hgne  de  latitude 
eonstante,  el  par  cclle  de  la  generatriee.  Envisageons  successi- 
vemenl  ces  deux  droites. 

Je  rappelle  (N^  8)  que,  dans  ces  conditions,  la  iigne  de  lati- 
tude a  ponr  projection  equatoriale  une  courbe  semblable  ii  la 

. ^  direclrice.    Le   rayon   ve- 

*  cteur  H  =  On  de  cette  pix)- 

jection  (fig.  8)  reste  done 
pix)portionnel  a  r  =  OM, 
et  la  tangente  ni  fait  avec 
lui  un  angle  Onl  -^^  OMT. 
Nous  savons  d'apres  cela 
construire  en  nt  la  proje- 
ction de  la  tangente  de  la 
Iigne  de  latitude. 

Nous  en  pouvons  egale- 
nicnt  determiner  la  trace 
t,  c'est-a-dire  la  sous-tan- 
gente  S  =  7i/.  En  effet  I'al- 
titude  z  de  N  dcvicnt 
z-\-(/z  par  un  mouvement 
elemcntaire  amenant  ce 
point  en  N\  En  nieme 
temps  r  ct  K  acquiercnt 
les  valeurs  r+t/r,  Il-j-f/R. 
Pour  assurer  la  similitude  d'ensemble,  ces  divers  accroisscments 
doivcnt  se  regler  conf'ormement  aux  proportions 


z 


r 


Or  la  sous-tangentc  S  est  donnec  par  la  relation 

S       nn 

z        dz 
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Mais   on   a   d'liii  autre   c6te 

nn^         R  f/z       z 

et  par  consequent 

^      «     MM'       R  /    MM'\ 

Si  I'on  appelle  T  la  longueur  MT  intei*ceptec  sur  la  tan^cnte  dc 
la  directrice  par  la  perpendiculairc  elevee  ii  partir  du  pole  sur 
son  rayon  vecteur  OM,  elle  sera  fournie  par  la  proportion 


T       MM 


r        dr 
II  vient  done 

r 

Or  il  nous  suffit  d'elevcr  en  O  la  perpend iculai re  0/  sur  le 
rayon  vecteur  On  de  la  projection  n  pour  constituer  en  On/  un 
triangle  semblable  a  OMT.  C'est  par  consequent  la  longueur 
nt  ainsi  interceptec  sur  la  tangente  qui  mesurera  la  sous-tan- 
gen  te  S,  et  fournira  en  /  la  trace  de  la  tangente  a  la  trajectoire 
de  N  dans  I'espace  (*). 

Independaminent  de  cette  construction  geoinetrique,  nous 
possedons  egalement  (20)  I'expression  analytique  de  cette  sous 
tangente  sous  la  forme 


(21) 


/        rVe*  /         K* 


39.  Si  Pon  veut  detemiiner  le  lieu  geomelrique  de  ces  tra- 
ces /  pour  une  c6nhelice,  il  suffit  de  remarquer  que  le  rayon 
vecteur  0/  reste  pniportionnel  a  R,  et  par  suite  a  z;  qu'en 
outre  il   est  separe  de  ce  dernier  par  Tangle  constant  MOn 


(1)  Rcmnrquons  a  ccttc  occasion  que  tettc  conBtructtoh  dcs  angles  OMT, 
Ontf  tou8  6gnux  entrc  cux  pour  Icb  divers  points  n  du  front  FF'  eat  bten 
conforoie  k  la  loi  trouvce  ci-dessuB  (N**  29)  pour  Ic  mouveinent  instantane 
d'une  figure  qui  reste  semblable  k  ellememe. 
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augmcnte  d'un  quadrant.  Ce  lieu  est  done  seinblable  a  la  dire- 
ct rice. 

On  pent  exprinier  autrement  ce  resultat.  Concevons  en  effet 
les  surfaces  developpables  qui  ont  pour  aretes  de  rebrousse- 
ment  les  diverses  lignes  de  latitude  et  sent  forniees  par  Pen- 
senible  des  tangentes  de  chacune  d'elles.  Ces  surfaces  auront 
toutes,  d'apres  ce  qui  precede,  leur  trace  equaloriale  semblable 
\\  la  direc trice. 

40*  Envisageons  en  second  lieu  la  tangenle  N/'  de  la  gene- 
ratrice.  Elle  doit,  au  point  de  vue  graphiquc,  etre  consideree 
conune  directement  connue. 

Nous  en  possedons  en  outre  le  determination  analytique, 
d'apres  le  valeur  S'  de  la  sous-tangente  nf'  qu'elle  intercepte  sur 
la  trace  du  plan  de  front.  Elle  est  fournie  par  la  proportion 

z        dx 

Si  done  nous  differentions  Tequation  (1)  de  la  generatrice  cntre 
^  et  z,  en  considerant  6  ct  r  conune  des  parametres  constants. 
Ton  pourra  ecrire 


(22)  S'  =  */"'(7) 


41.  La  trace  du  plan  tangent  s'obtient  en  joignant  celles  des 
deux  tangentes  precedenles,  c'ast-a-dire  en  tirant  //'.  La  figurie 
(8)  devient  ainsi,  a  proprement  parler,  une  epure,  tres  eleinen- 
taire,  de  geonietrie  descriptive,  ayant  pour  ligne  'de  terre  la 
trace  du  front  FF'.  Le  plan  tangent  s'y  trouve  rcpresente,  sui- 
vant  le  mode  ordinaire,  par  ses  deux  traces  tH  et  /'N. 

La  normale  le  sera  de  son  cote  par  les  perpendiculaires  nB, 
NC  abaissees  des  projections  N,  n  du  point  de  contact  sur  les 
traces  du  plan. 

Nous  pouvons  exprimer  analytiquement  les  angles  A,  t;  com- 
pris  entrc  les  traces  liori/.ontale  et  verticale  du  plan  tangent  et 
celle  du  front;  ainsi  que  les  diedres  H,  V  que  forme  ce  dernier 
avec  les  plans  de  I'equateur  et  du  (mnt. 

On  a  en  premier  lieu  dans  le  triangle  ^nC 

tang  V  --  g-  V 
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II  vient  ensuitc  dans  Ic  triangle  nii^ 

sin  ni'i        sin  nil' 
nt  nl' 

c'est-a-dire 


S 
sin  A  =  -^  sin  (Mn/  —  h) . 


Or  on  pent  ecrire 


Mn/ 


=  ^|__,-^+[i-(e-.o>)i=-|— (e-co). 


et  par  consequent 


S 
sin  A  =  -^  cos  (P  —  (o  +  A) , 


S'    . 

—  sin  A  =  cos  (6  —  cd)  cos  A  —  sin  (6  —  (o)  sin  A  . 

Mais  d'ailleiirs 

sin  (6  —  (o)       sin  OMn 
Mn  On 

sin  (6  —  0))  =s  -~  sin  i  • 
Nous  avons  done  en  definitive 


l/l  — ?!rsin«. 


^  U*""         s  V/U* -|*sin« . 

tang  A s'       5    .    .  S^H-  S$  sin  T  ' 

Quant  aux  angles  diedres,  il  nous  vient  par  les  forniules  de 
la  trigonometric  splierique  appliquecs  au  triedrc  rectangle  /'itN/ 

tangv  _.      tang  A 

tangH=— .-^,         tang V ^     .  ^     . 
"  smA  "  smv 

On  pent  d'ailleurs  obtenir  cette  ni^me  determination  d'apres  les 
triangles  rectangles  de  Vetpace  DnE,  NnB. 
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42-  Ccs  diverscs  formulcs  etanl  lioniogencs  par  rapport  a  des 
quantites  qui  rcstent  elles-monies  proportionnelles  Ic  long  d'uiie 
meme  trajectoire  de  latitude  constante,  on  voit  que  les  quatre 
angles  ainsi  determines  restent  de  leur  cckte  invariables  sur  ce 
parcours. 

Reniarquons  notaminent  que  le  plan  tangent  conservant  unc 
inclinaison  constante  sur  I'horizon,  enveloppe  Ic  long  de  cette 
trajectoire  une  surface-ialus,  telle  que  les  contreforts  geologiques 
que  dessinent  les  anciens  eboulis  sur  le  flanc  des  montagnes. 

43.  Si  Von  se  donnc  directemcnt  les  uns  ou  les  autres  des 
quatre  angles  h,  v,  H,  V,  on  pourra  constituer  ainsi  diflerents 
modes  de  determinati<m  du  plan  tangent  d'apres  ces  diverses 
donnees.  Nous  possedons  Icurs  valours  en  fonction  de  S,  S',  ^, 
R.  z.  Mais  nous  avons  d'ailleurs  en  fonction  de  0  celles  (21), 
(22),  de  S,  S',  ainsi  que  (1)  de  $. 

Or  nous  pouvons  determiner,  pour  un  point  W  (R,  o),  \)  de 
la  surface,  le  point  M(r,  0)  de  la  directrice  par  lequel  passe  le 
plan  de  front  dcN.  En  d'autres  tcrmes,  nous  avons  a  evaluer  0 
en  fond  ion  de  R,  to,  X. 

Le  triangle  MOn  nous  donne  a  cet  eflet 

sin  MOn       sin  OMn 
M^       ^      O^^  ' 

.  ^  sin  I        sin  i      -  /  x  \ 

et  par  consequent: 


Rsin(9-to)-sini.F(0)/' 


m 


equation  Ii  resoudre  dans  cliaque  cas  par  rapport  a  6,  lorsquc 
seront  specifiees  les  fonctions  F  et  /*. 

44-  Nous  pouvons   finalement   representer  le   plan   tangent 

[)ar  son  equatfon  en  coordonnees  rectangulaires  X,  Y,  Z.  Nous 
e  considerenms  a  cet  eflet  commc  determine  par  les  trois  points 
N,  /,  /'. 

J'appelle  xi,  yi;  x^,  y^  les  coordonnees  de  ces  deux  traces 
dans  le  phm  equatorial.  Le  droitc  ll'  aura  pour  equation 

(Y  —  yO  (a:,  —  Xi)  =  (X  —  x{)  (y.  —  yi) . 
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Celle  du  plan  lui-in^me  sera  done  de  la  forme 

(Y  —  yi)  (>2  —  Xi)  —  (X  —  Xi)  (y,  —  yi)  =  mZ  , 

et  le  coefficient  inconnu  m  se  delerminera  en  obligeant  ce  plan 
a  passer  par  N,  re  qui  donne 

(y  —  yi)  {Xi  —  x\)  —  (X  —  Xi)  {y^  -  yi)  »*  mx  . 

En  divisant  membre  h  n^embre,  nous  obtiendrons  done  Pequa- 
tion  du  plan  tangent.  II  suffit  par  consequent  de  connaitre  les 
quatre  coordonnecs  Xi^  yi;  jTj,  y^. 
On  a  pour  le  point  i 

Xi  ■=  0/  cos  tOk  =s  On  tang  Ont  sin  nOA  , 
yi  =  0/  sin  tOk  =  On  tang  On/  cos  nOA  • 

Mais  I'angle  Ont  que  coinprennent  la  tangente  et  Ic  rayon  ve- 
cteur  est  le  inline  pour  les  deux  courbes  semblables  (n)  et  (M) 
(N»  8).  II  vient  done 

F 


tang  Ont  =  p,  , 


et  par  consequent 


F  F  F  F 

•^t  =  R  pr  s»n  «>  =-  pT  y  *       yi  =  R  p7  ^os  «>  =  |?7  ^  • 

Nous  avons  d'autre  part  en  ce  qui  concerne  le  point  ^ 
jr2  =  Rcoso>-|-S'cos(6  — i)  — x  +  2/'M  — jcos(6  —  i)  , 

yj  «=  W  sin  cd  +  S/  sin  (6  —  i)  =  y  -j-  2/*'  f  —  J  sin  (6  —  i)  . 

On  reinplacei*a  6  ainsi  qu'il  vient  d'etre  dit  (N"  43),  el  Ton 
aura,  entre  les  coordonnees  X,  Y,  Z,  I'equation  du  plan  tan- 
gent au  point  {x,  y,  z), 

45.  Cette  theorie  con  vient  en  particulier  ii  la  Tamil  le  des  nau- 
tilo'ides  de  generatrice  quelconquc.  II  s'operc  alors  quelques 
simplifications. 

Les  projections  dcs  trajectoires,  que  nous   savuns  etre  lou- 
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jours  seinblables  a  la  directrice,  lui  dcviennent  luainlenant  ega- 
ies,  avcc  des  deviations  variees.  La  sous-tangenlc  de  cette 
c6nhelice  est  alors  egale  a  I'arc  de  la  spirale  logarithinique  qui 
en  est  la  projection,  compte  a  partir  du  pole.  Les  traces  des 
surfaces-talus  circonscrites  au  nautiloide  suivant  ses  c6nhelices 
sont  elles-nienies  des  spirales  logarithmiqucs  egales  niais  deviees. 


§  VII 
Nautile  a  front  normal 

46*  Le  nautile  que  nous  avons  etudie  en  detail  (§  III),  pre- 
sente  sa  section  circulaire  dans  le  plan  meridien.  Pour  nbtenir 
un  type  convenablement  rappmche  du  genre  Nautilus,  tel  que 
nous  rofTre  la  conchyliologie,  cette  solution  pent  avoir  quelque 
interet  si  Pangle  a  est  suffisamment  voisin  du  quadrant,  c'est-a- 
dire  la  spirale  logarithmique  assez  tente.  Mais  ii  coup  si)r  I'assi- 
milation  echouerait  avec  une  directrice  rapide.  Cette  premiere 
solution  reste  done  entachee  d'une  certaine  insuffisance. 

Four  nous  en  aflPrauchir  nettemcnt,  nous  substituerons  ii  la 
condition  du  ivoul  meridien  (t>»0)  cellc  du  front  normal 

.      r. 

Dans  ce  but,  nous  commeneerons  par  reprendre,  avec  cette 
nouvelle  determination  de  t,  une  cntiere  generalite,  c'est-a-dire 
une  directrice  F,  une  generatrice  /*,  et  une  loi  de  similitude  f 
arbitraircs. 

47*  L.a  position  normale  nous  donnc 

F' 

tang  I  =  cot  a  =  --,- . 

L' equation  (2)  de  la  trace  du  fmnt  devicnt  done 

R  [sin  ((0  —  6)  cos  i  -f-  cos  (o)  —  6)  sin  ij  —  F  sin  i , 

ou,  en  remplacant  sint  et  cost  par  les  quantites  proportion- 
nelles  F'  et  F  * 

(23)  R  [F  sin  (o)  -  6)  +  F'  cos  (o)  -  6)1  =  FF' . 
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D'autre  part  la  relation  (3)  prend  la  forme 

II  n'y  aura  des  lors,  pour  oblenir  en  R,  o),  X,  Inequation  de 
la  surface  qu'a  eliniiner  enlre  cos  deux  formules  le  pararaelre  6 
compris  sous  ies  symboles  F  et  f . 

48.  Considerons  comnie  application  Vanneau  variable  engen- 
dre  par  une  generatrice  quelconque  f  avec  une  lot  de  iimililude 
egaltment  arbitraire  ^  lorsque  la  directrice  est  un  cercle  pas- 
sant par  ie  p6le 

r  .ss  cos  6 . 

La  relation  (23)  nous  donne  alors 

R  [sin  ((0  —  9)  cos  6  —  cos  ((o  —  6)  sin  fi]  =  —  sin  6  cos  fi  , 

Rsin((i)-2e)  =  ~ysin2e, 
R  (sin  0)  cos  26  —  cos  o)  sin  26)  +  ~  sin  26  ==  0  , 

( R  cos  0)  —  -- )  tang  26  »  R  sin  o) , 

^      1  /     2Rsina)      \ 

#  =  — arc  tangr  ( -^-- ~\ . 

2  *'\2Rcos(!>— 1  / 

D'autre  part  la  formule  (24)  dcvicnt 


R«=cos'e|i+2<p(«)/-[5|^J|+?»(e)/-«p 


I/elimination  se  trouve  done  faitc  une  fois  pour  toutes,  dans 
ces  conditions  dc  complete  generalile,  par  la  substitution  de  la 
valeur  precedente  de  6  (*). 


(I)  11  est  cssentici  de  nc  pas  confondrc  cet  aiineau  variable  k  front 
normal  avec  Tanneau  variable  a  front  miridifn  aue  nous  obtiAndrions  cu 
rempla9aQt,  dans  T^quation  g6nerale  (S),  le  symbole  F  ((u)  par  cos  di. 


H 


49.  Arrivons,  conimc  seconde  application,   an  nauiile  a  se- 
ction normale  circulaire,  en  supposant  a  constant. 
L'equation  (23)  de  la  trace  du  front  devient  alors 

(25)  R  cos  (jl  -  (0  +  a)  =  e^^  cos  a  . 

La  generatrice  devenue  un  cercle  de  rayon  Rr  sera  representee 
par  la  formule 


(26)  ^  -  V^  RV^  -  «5  =  V^B^^^Ae  _  i^j  ^ngj  j^  ^ 

La  relation  (24)  nous  donnc  d'api*es  cela 


R2  =  /2A0  ^  (|3i^2A6  _  r2  i^ngS  x)  ^  9^^®  sin  a  V^Khl^^^-^tang^  k , 

R«(I+tang«X)-(RHl)^^^^  =  2«^^sinaV/BV^®-R«tangn, 

[^_^ -  (B«  +  I ) e2A6l2_  4,2Ae  .j^a  ^  (b^.^AO  ^  Rf  ^^^g,  x)  , 

ou  en  developpant 

[(»»+«)*- 4  B»  sin*  a]  <4A0 

-f»  +  i)JL*-4R.sin.«U„gixVAe  +  _R;_o. 

L     cos'a.  '^    J  cos*yc 

c'est-li-dire 


(R*  +  2R«co8  2a+l) 


/g^^cosXV 


-2[R«+l-(l-cos2a)sinn]/'i_^i^'\  +l«0. 

Pour  siinplificr,  repi'esentons  par  c^  la  constante 

(27)  c«  =  R*  +  2B«cos2ii+l, 

qui  ne  depend  que  de  A  et  R,  c'est-li-dire  a  et  b.  Eniployons 
de  nienie  Tabreviation  A  pour  designer  la  fonction  de  la  lati- 
tude X  qui  rornie  Ic  second  coefficient  de  ^equation  bicaiTee 

(28)  A  «  sin*  I  cos  2a  +  cos*  I  +  sin*  * ; 


cette  derniere  prend  alors.  la  forme  tres  simple 


cosX\*     «4  /^^^cos 
__j-2A(^__ 


et  donne  par  sa  resolulion 

e^^  cos  X\'     A  +  v/A*~c« 


c'est-a-dire 


Afi  ^ 

r^^"  cos  A 


K 


=  v/a±»/a«-c«. 


Or  il  arrive  precisement  que  ces  radicaux  superposes  remplis- 
sent  la  condition  qui  rend  possible  leur  decomposition  en  radi- 
caux simples 

^        -Ae      ^ ^ . 

cV/2cosX— -=  V\  +  c±  V\  —  c. 
H 

On  en  deduit  pour  cxprimer,  soit  r,  soit  0,  les  deux  forniuies 

gAQ_  v/a  +  c±  y/A-c 

0  =  tang  a  Log  [  -t= ( V^A  +  c  ±  V^A  —  c )  | . 

"^         ''I  V/2rcosX  ^J 


(29) 


II  sufflt  maintenant  de  les  substituer  dans  la  relation  (25),  en 
restituant  en  meme  temps  aux  abreviations  A  et  c  leurs  signifi- 
cations respeciives  (28)  et  (27),  pour  obtenir,  entre  R,  w,  X, 
1' equation  du  nauliU  a  front  normal  circulaire. 

50-  En  y  faisant  (o  =  0,  on  obtiendra  entre  K  etX,  ou  R  et  z, 

ft     • 

I'equation  de  la  courbe  capable  d'engcndrer  ce  meme  naudle 
comme  surface  nautiloide  a  front  meridien  (N®  32). 

Si  I'on  coupe  au  contrairc  par  un  cone  de  latitude,  X  devient 
constantc,  ainsi  que  A.  L'exponentiellc  est  alors  proportionnelle 
a  R,  qui  disparait  de  Tequation  (25);  mais  il  reparait  par  la 
substitution  de  la  valeur  (29)  de  0.  La  (ormule  exprime  alors 
que  Q)  est,  sauf  une  constante,  egal  a  LogR,  ce  qui  est  I'equa- 
tion de  la  spiralc  logarithmique.  Nous  savons  en  eiTet  que  telle 
est  la  projection  de  la  c6nhelice. 
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Nous  obtenons  de  plus  Ics  conditions  de  la  realile  de  ceUe 
intersection.  II  nous  i'aut  en  edet  poser,  pour  assurer  celle  du 
second  radical 

A>c, 
c'est-a-dire 

sinUcos2a  +  cosU  +  B«  — c>0. 

Si  le  c6ne  de  latitude  commence  par  £tre  tres  ouvert  dans  le 
voisinage  de  I'equateur,  X  s'^ecarte  peu  de  90  degres,  et  cette 
expression  de 

cos  2a  +  B*  —  c  , 

quantite  negative.  On  a  en  eflet 

(cos  ia  +  R«)«  =  B*  +  2B«  cos  2a  +  cos*  2a  , 
c«=B*  +  2B«cos2a+l, 

et  ce  dernier  resultat  est  superieur  au  precedent.  II  faut  done 
que  X  resle  inferieuit;  a  la  latitude  limile  Xq  capable  d'annuler 
I'cxpression  ci-dessus 

sin*  X^  cos  2a  +  cos*  X^  +  B*  —  r  =  0  , 


Celtc  valeur  fournira  I'equation  de  la  conhelicc  de  contact  avcc 
le  c6ne  limitc;  laquelle  se  dedouble  ensuite  en  deux  autres 
pour  des  latitudes  moindi*es. 

51-  Si  Ton   rempla9ait  z  par  mz  dans  I'equation   (26)  du 

cercie  genei*ateur  et  dans  la  suite  du  calcul,  on  obtiendrait  de 

m^me   Tequation  de   la  surface  nautiloi'de  a  front  normal  elli- 

ptique;  type  dont  se  rapprochent  dans  la  nature  ibssile  certaines 

ammonites. 

(A  $uivre,) 


iOLLUSOUES  TERRESTRES  DU  PORTUGAL 


PAR 


AUGUSTO    NOBRE 


MONOGRAPIIIE  DBS  FAMILIES  PlJPIDM^l  STENOGYRIDjE  {^) 


Fam.  IV  — PUPIDJE 

Les  animaux  de  cette  famille  ont,  a  peu  pres,  la  forme  de  la 
famille  precedente,  VHelicirtcB.  Le  corps  est  plus  ou  moins  long, 
toujours  pointu  a  rexiremite  caudalc  ct  plus  ou  moins  tronque 
a  Tavant.  La  mdclioire  est  lisse  ou  (incment  slriec  et  la  radule 
constiluee  par  une  dent  centrale  tricuspidee,  idenlique  aux 
dents  laterales;  dents  marginales  transvcrscs  tres  courtes  et 
denticulees.  La  coquille  a  unc  forme  allongee  ou  courte,  c*ylin- 
driquc  ou  plus  ou  moins  ccmique,  avec  nombrcux  tours  de 
spire  et  a  ouvcrture  arrondie  ou  subquadrangulairc  parfois,  por- 
tant  des  dents  ou  plis. 

La  famille  des  Pupidse  qui  vivent  en  Portugal  se  compose  de 
cinq  genres: 

Coqnillc  oblongne  coniqnc,  dextro  pcrforde,  k  p^riBtome  r6- 
fl^chiy  tranchant,  ouverturfi  ovale- allongee,  sans  dents 
ni  plis  6.  Bnliminni. 


(!)  L'introdaction  k  ce  mtooire  sera  publi^e  avec  la  demi^re  mono- 
graphie. 
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Coquille  peu  allongce,  eouique  ou  courte,  cylindrac^e,  dex- 
tre,  perforce,  Mvec  une  ou  plasieurs  dents  k  roavertore. 
Animal  avec  deux  tentaculcB  superieurs  et  deux  inf6- 
rieurs  6.  Pupa. 

Coquille  cylindrac^c,  petite,  peu  coniquo,  perforce,  dextre, 
sans  dents  ou  avoo  plusieurs  dents  k  I'ouverture.  Ani- 
mal seulement  avec  deux  tentacules  sup^rieurs  6.  Vertigo. 

Coquille  aiion^6e,  fusiforme,  st'mestre,  perforce,  fragile,  fai- 
blement  stride,  peristome  trnncbant,  ouverture  sans  dents 
ni  plis  6.  Balea. 

Coquille  assez  allongce.  fusiforme,  senestre,  pei  force,  opaisse, 
fortement  stride,  peristome  bord^,  ouverture  petite  avec 
des  plis,  eC  un  clavsilivm,  plaque  mobile  qui  obture  I'in- 
terieur  du  dernier  tour  6.  Clansilia. 


G.  Buliminus  Ehrenberg 
Cc  genre  comprend  une  seulc  espece. 

Bnliminus  obscurus,  Miiller 
PI.  I  —  Fig.  1  et  2 

Helix  obscura,  Muller,  —  Linne,  Syst.  Nat.,  ed.  Gmclin,  9.% 
p.  t>08  (1794). 

Bulhnus  obscurus,  MQller.  —  Drap.,  Hist.  Moll.,  p.  74,  pi.  4, 
f.  23  (1805)  — Rossniassler,  Iconogr.,  5^  p.  46,  pi.  28,  f.  386 
(1887)  — Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  73  (1845)  —  Graells,  Cat. 
Mol.  Espana,  p.  7  (1846)  —  Gassies,  Moll.  Agenais,  p.  112 
(1849)  — Dupuy,  Hist.  Moll.,  p,  318,  pi.  15,  f.  6  (1849)  — 
Ueeve.  Condi,  icon,,  V.  pi.  87,  f.  647  (1849)  —  Moquin-Tan- 
don.  Moll.  France,  2^  p.  291,  pi.  21,  f.  5-10  (1855)  — Hidalgo, 
(^at.  iconogr.,  p.  183  (1875)  —  Nobre,  Moll.  Coinibt*a,  p.  lO 
(1886)  — Locaixl,  Conchyl.  port.,  p.  136  (1899). 

Animal  assez  petit,  d'un  brun  n)ussatre  ou  presque  noir,  sur 
Ic  cou  et  la  tetc,  plus  clair  sur  les  flancs  et  le  pied  et  pigmente 
de  noir;  pied  sillonne  par  des  lignes  verticales;  ironque  a  la 
partic  anterieure,  large  et  Icrmine  posterieurcnicnt  en  pointe; 
tentacules  superieurs  longs,  rugueux,  avec  le  globe  oculairc  un 
peu  dilate;  tentacules  inlericurs  d'un  quart  de  la  longueur  to- 
tale  des  superieurs,  nianiclonnes;  haut.  5  a  6  m.ni.:  diam. 
2  m.m.  L'animal  Inarchc  avec  la  coquille  assez  haute  et  un  peu 
inclinee  sur  le  cote  droil. 

Coquille  turriculee,  oblongue,  conique,  peu  solide,  cominc 
veloutee  et  a  peine  luisante  au  sommet;  spire  coinposee  de  six 
tours  un  peu  convexes,  deeroissant  rapidement  en  diametre  de 
la  region  moyenne  vers  le  sommet*,  surface  de  la  coquille  omee 
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de  strics  tres  fines,  nonibrcuscs  et  tres  obliques;  sulure  assez 
profonde;  ouverture  ovale  allongee,  parfois  prcsque  subqua- 
drangulaire;  un  pen  oblique;  peristome  intcrronipu  a  la  partie 
superieure,  reflechi  ct  asscz  mince;  cavite  ombilieale  assez  etroile 
et  recouverte  par  le  bord  columellaire;  couleur  brunzktre  uni- 
forme;  labre  blancHAtre.  Lnng.  9-11  mm.;  diam.  2-3  m.m. 

Hab.  TraZ'Os- Monies,  Environs  de  lira^^anra,  rare  (Morelet). 
Bragaiica,  pres  des  murailles  du  chateau;  Alacedo  de  Cava!- 
leiros  (Nobre). 

Douro.  Co'inibra  (Aguiar.  Uosa  de  (>arvallio,  Nobre,  C^astro). 
Condeixa,  Fonte  dos  Amorcs  y^Coli.  Mus.  Lisbonne). 

Extremadura.  Thomar  (Nobre). 

Jlgarve,  Serra  de  Monchique  (0)11.  Mns.  Porto);  asse/commum. 

Yit  sous  les  pierres  et  les  detritus  vegetaux  et  sur  les  mous- 
ses liumides. 

G.  Pupa,  Draparnaud 

Ce  genre  comprend  quatre  especcs. 

^Plus  loDgue  que  6  m.m., 
stries  ^paisses,  deux 
dents  k  la  pnrtie  supe- 
rieure de  louverturc, 
quatre  dans  la  face 
interne  dont  la  supr- 
rieure  tros  rcduite 


Coquille  cylindra* 
cee-ovalaire,  tra- 
pue,  peristome 
plus  oa  moins  6- 
paissi,  avec  une 
scule  dent  a  Tou- 
verture 


Sec. 
Torquilla 


J 


Coquille  coniquc,  fu- 
Biforroe,  allongee, 
avec  plusieurs 
dents  k  Touver- 
ture 


Sec. 
Pupilla 


[Plus  courtc  que  6  mm., 
strics  fines,  une  dent  k 
la  partie  superieure  de 
Tou  verture,  trois  ou 
quatre  a  la  face  interne 

Coquille  ovale  cylindra- 
c^e.  sommet  acumind, 
ouverture  allongee,  une 
dent,  recourbee,  a  la  ba- 
se du  deniier  tour  et  k 
I'insertion  du  peristo- 
me qui  est  tres  reflechi 

[Coquille  ovale-cylindra- 
cee,  sommet  obtus,  ou- 
verture petite,  arron- 
die,  une  dent  conique 
et  petite  au  milieu  de 
la  base  du  dernier  tour, 
peristome  pcu  reflechi 


P.  avenacea, 

Brug.,  var.  J,v- 

8iianica,  Ross. 


P.  granum, 
Drap. 


P.  umbilicata, 
Drap. 


Vol.  hi  —  N.*  1 


P.  muscorum, 
Lin. 

4 
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Sec.  Torquilla,  Studer 

Pupa  avenacea,  Bruguiere 

Var.  Ltizitanica,  Rossmassler 
PI.  I  —  Fig.  3,  4 

Pupa  avenacea,  Hrug.,  Eiicycl.  nieth.,  XI,  2*^,  p.  355  (1792). 

Pupa  nvena^  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  59  (1801),  Hist. 
moll.,  p,  Gi,  pi.  :\,  r.  47-iK  (1805). 

Pupa  secale,  Drapariiaud.  —  Morelet,  Moll,  de  Portugal,  p.  74 
(1845)  — Revision,  Moll.  Portugal,  p.  247  (1877)  —  Hidalgo, 
Cat.  icon.,  p.  21(5  (1875)  — Luso,  Moll.  Portugal,  p.  63  (1872) 
—  Nobrc,  Moll,  de  Coimbra,  p.  11  (1886). 

Pupa  Luzilanica. — Rossmassler,  Iconogr.,  3*,  p.  105,  pi.  84, 
f.  935  (1859)  — Hidalgo,  Cat.  icon.,  p.  245  (1875)  — Locai-d, 
Conchyl.  port.,  p.  147  (1899). 

Pupa  avenacea,  var.  Luzitanica. —  Albers,  Die  Hclic,  p.  288 
(1854)  fide  Locard. 

Animal  asscz  petit,  d*une  coulcur  d'ardoise  foncee  sur  la  tete 
et  Ic  cou^  plus  clair  sur  les  flancs;  tentacules  superieurs  un  peu 
longs,  a  globes  oculaires  assez  dilates;  interieurs  asse/.  courts 
mamelonnes;  pied  etroit  et  conique  a  rextremite  posterieure. 

Coquille  conique  fusifornie,  allongee,  asse/.  epaissie;  spire 
composee  de  sept  tours  un  pcu  bombes,  Ic  dernier  d*un  tiers 
au  plus  de  la  longueur  totale;  surface  ornee  dc  stries  assez 
fortes,  inclinees  et  parlbis  flexueuses;  suture  profonde;  ouver- 
ture  ovale-allongee,  subquadrangulaire.  portant  deux  dents  a  la 
partie  superieure,  dcmt  Tune  plus  superficielle  toucbant  le  bord 
du  labre  et  I'autre  plus  petile  et  placee  plus  a  Tinterieur;  deux 
plis  a  la  columeHe,  Ic  superieur  plus  long  que  Tinferieur  et 
tmis  autres,  longs,  places  dans  Tinterieur  du  cote  inferieur  et 
droit  du  labre  et  un  autre  plus  petit,  a  Textremite  superieare; 
perislome  interrompu  sur  la  partie  inferieure  du  dernier  tour, 
epaissi  et  un  peu  reflechi,  tranchant;  cavile  ombilicale  etroite 
et  oblique;  coulcur  brun  fonce,  uniforme,  a  I'exceplion  de  la 
base,  pres  de  Touverture  qui  est  blancbatrc  avec  deux  ou  trois 
zones  etroites  et  foncees;  peristome  et  plis  blancbt^tres ;  long. 
8  m.m.,  diam.  2  Yi  a  3  m.m. 

Hab.  Douro.  Condeixa  (Luso,  A.  Giraldes,  A.  MoUer,  Coll. 
Mus.  Lisbonne).  Coimbra  (Castro). 

EjL'tremadura,   Lisbonne,   Cinlra,   Scrra  d*Arrabida,   sur   les 
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rochers  (Morelet);  Lourcs,  Sena  de  Monsanto  (Castro);  Cam- 
polide,  contre  Ics  nwtrs  de  I'aqueduc  das  Aguas  Livres  (Nobre). 

Serra  d'Arrabida..  (Wchvitsch,  Coll.  Mus.  Lisbonne).  Cintra 
(Coll.  Mus.  Lisbonne).  Alcobaca,  rochers  en  face  du  Poco  do 
Suao  (Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Assez  commune  li  Condeixa  et  Campolide. 

La  diagnose  de  cette  espece  est  faite  d'apres  les  exemplaii*es 
que  j'ai  recueillis  a  Campolide,  prcs  Lisbonne. 

Morelet  a  indique  d'abord  cette  espece  sous  le  nom  de  seca/e 
et  plus  tard,  dans  la  revision  de  son  travail  (Journal  de  Con- 
chyliologic,  1877)  il  a  ecrit  «sous  le  nom  de  secale,  ym  mentionne 
moi-meme,  une  espece  qui  participc  a  la  fois  de  Vavenacea  et 
du  secale,  sans  repondre  cxuctcment  ni  a  Tun  ni  a  I'autre,  niais 
qui  est  certainement  le  lusUanica,  de  Rossmasslero. 

Albers  a  considere  cette  forme  comme  une  simples  variete 
de  VaveTUzcea,  et  Moquin-Tandon  donne  pour  Vavenacea  une  lon- 
gueur totale  de  6-8  m.ni.,  qui  est  aussi  le  plus  grand  develop- 
pement  que  nous  avons  trouve  chez  les  excmplaires  portugais. 

Pour  toutes  ces  raisons  je  considere,  comme  Albers,  la  forme 
portugaise  comme  une  variete  meridionalc  de  Vavenacea,  dont 
elle  ne  diflere  que  par  des  caracteres  diflerentiels  peu  impor- 
tants:  les  plis  et  les  dents  plus  developpees,  Ics  slries  plus 
fortes  et  les  dimensions  un  peu  plus  grandes. 

On  doit  remarqucr  toutelbis  que,  dans  le  pli  que  Ton  trouve 
a  rinsertion  du  peristome,  on  observe,  chez  quelques  exem- 
plaires,  un  commencement  de  bipartition  comme  celle  que  Ton 
voit  sur  la  fig.  5  de  la  planche  1  et  que  par  ce  caractere  ils 
s'approchent  de  la  secale,  (|ui,  du  reste,  est  bicn  prochaine  de 
Tespece  en  question,  premierement  decrite  par  Uruguiere. 

En  comparant  les  exemplaircs  portugais  avec  d'autres  prove- 
nant  de  la  France,  de  la  Suisse,  de  rAllemagne  et  de  la  Suede, 
les  differences  ci-dessus  indiquees  sont  toujours  constantcs. 

Pour  ce  qui  se  rapporte  aux  dents  du  bord  droit  leur  nom- 
bre  est  de  quatre,  bicn  que  chez  Vavenacea  on  trouve  parfois 
des  exemplaires  avec  trois  seulement.  Le  quatrieme  est  genera- 
Icment  reduit  a  un  petit  mamelon. 

Locard  cite  mon  nom  d  propos  des  Pupa  Farinesi,  des  Mou- 
lins  ct  P,  pyrenearia,  Raubee,  recueillies  a  Setubul.  J'ai  fait 
cette  citation  (*)  d'apres  le  memoire  de  M.  Hidalgo,  Hojas  ma- 
lacologicas,   oil   Ton   trouve   le   resultat  des   recoltes  de  Paz  y 


(I)  Moll,  bassin  Tage  et  Sado,  p.  128  (1886). 
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Membiella  faites  en  Portugal.  Je  n'ai  pu  trouver  a  Setubai  aucune 
de  ces  especes  el  je  ne  sais  si  elles  se  irouvent  en  Portugal. 

Locard  indique  aussi  les  Pupa  Brauni,  recueillie  a  Leiria, 
comme  I'avait  fait  Hidalgo  auparavant  (loc.  cit.),  et  encore  le 
Pupa  ringens,  Caillnud,  d'apres  JeiTreys  et  Morelet.  Je  nic  borne 
a  enregister  ces  citations,  sans  discuter  la  valeur  de  quelques 
unes  de  ces  especes,  dans  le  but  d'appeler  Tattention  des  natu- 
ralistes  pour,  des  recherches  minucieuses. 

Pupa  granum,  Draparnaud 
PI.  1  —  Fig.  6 

Pupa  granum^  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  J50  fl801)  — 
Hist.  Moll.,  p.  03,  pi.  3,  f.  45-46  (1805)— Kossmassler,  Ico- 
nogr.,  5^  p.  14,  pi.  23,  f.  322  (1837)  — Morelet,  Moll.  Portu- 
gal, p.  74  (1845)  — Dupuy,  Hist.  Moll.,  p.  396,  pi.  19,  f.  10 
(1850)  — Moquin-Tandon,  Moll.  France.  2«,  p.  370,  pi.  26, 
p.  34-38  (1855)  —  Bourguignat,  Malac.  Algerie;  p.  84,  pi.  6, 
f.  1-3  (1864)  — Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  215  (1875)  — Luso, 
Moll.  Portugal,  p.  63  (1872)  — Nobre,  Moll.  Coimbi-a,  p.  11 
(1886). 

Pupa  granifoitnis,  Locard  (non  Drap.),  Conchyl.  port.,  p.  150 
(1899). 

Animal  assez  petit,  d*un  gris  ou  brun  fonce  plus  clair  aux 
flancs  et  au  pied,  qui  est  tronque  anterieurenient  et  pointu  en 
arriere,  tentacules  superieurs  prcsque  cylindriques,  ussez  longs; 
tentacules  infericurs  tres  petits  et  coniques. 

Coquille  coni(|ue-fusiforme,  allongee,  fragile,  un  peu  transpa- 
rente,  cornee,  spire  ornee  dc  stries  tres  fines,  obliques  et  lege- 
rement  arquees;  suture  profonde;  ouverlure  ovale-allongee  avec 
une  dent  lamellironne  a  la  partie  supericure;  deux  ii  la  colu- 
nielle,  dont  rinferieur  tres  a  Tinterieur,  et  trois  assez  longs  et 
pi'ofonds;  peristome  simples  peu  reflechi,  inteiTompu  sur  la 
base  du  dernier  tour;  columelle  presque  droite;  cavite  ombili- 
cale  etroite;  couleur  legerement  cornee,  brunfttre,  hauteur 
4  mm.,  diam.  1  7^  a  1  ^/i  m.m. 

Hab.  Douro,  Covello,  pr.  Porto  (Luso). 

Exlrtmadura.  Leiria  (Luso).  Coimbra  (Rosa  de  Carvalho). 
Serra  d*Arrabida  (Nobre). 

Aigarve,  Collines  au  nord  de  Tavira  (Morelet);  Faro,  Estoy 
(Castit)). 

Cette  esp^ce  n'est  pas  rare  aux  environs  de  Setubai,  prit 
du  ch&teau  dc  S.  Philippe,  parmi  Ics  planics  et  sous  les  pier- 
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.  Elle  se  dislingue  par  sa  forme  rusifornie  et  par  ses  ciiineD- 
sions  inferieures  a  celles  de  Vavenacea, 

Chez  ies  exemplaires  que  nous  avons  recueillis  nous  n'avons 
irouTe  generalement  que  trois  plis  a  I'lnterieur  de  I'ouverture 
el,  parfois,  un  quatrieine  reduit  h  un  petit  mamelon.  Le  pli 
inrerieur  de  ia  columelle  ne  se  dislingue  facilement  qu'en  fai- 
sant  toumer  la  coquille  de  facou  a  laisser  apercevoir  bien  la 
face  interne  de  la  columelle.  La  diagnose  de  Draparnaud  men- 
tionne  deux  dents  superieures,  mais  la  gi*avure  n'en  montrc 
qu'une  seule  et  deux  h  la  face  interne  de  Touverture,  oCi  Mo- 
quin-Tandcm  en  fait  ressortir  quatre.  Chez  plusieurs  exemplaires 
provenant  de  TAIIcmagne  nous  n'en  avons  irouve  que  trois. 

Sec.  Pupilla,  Beck 

Pupa  umbilicata,  Draparnaud 
PI.  I  —  Fig.  7,  8  et  9 

Pupa  umtilicaia,  Drap.,  Tabl.  Moll.,  p.  58  (1801);  Hist. 
Moll.,  p.  62,  est.  3,  f.  39-40  (1805)  —  Rossmassler,  Iconogr., 
11,  p.  15,  est.  23,  f.  327  (1837)  — Morelet,  Moll.  Portugal, 
p.  74  (184.5)  — Dupuy,  Hist.  Moll.,  p.  420,  pi.  20,  f.  7  (1850) 

—  Bourguignat,  Malac.  Algerie,  p.  5)1,  pi.  fi,  f  8-16  (1864)  — 
Hidalgo,  Hojas  malac,  p.  18  (1870);  (^it.  icon.,  p.  217  (1875) 

—  Luso,  Moll.  Portugal,  p.  64  (1872)  —  Nobre,  Moll.  Coimbra, 
p.  11  (1886);  Notas  malac,  HI,  p.  603  (1888). 

Pupa  cylindracea.  Da  Costa.  —  Moquin-Tandon,  Moll,  France, 
2«,  p.  390,  pi.  27,  f.  42-43;  pi.  28,  f,  1-4  (1852). 

Pupilla  umbilicata,  Drap.  —  Locard,  Conchyl.  port.  p.  151 
(1899). 

Animal  tres  petit,  a  corps  etroit;  pied  court  et  elliptique; 
lentacules  superieurs  un  peu  courts,  cylindriques  et  gros,  dilates 
a  Textremite  oculaire;  inferieurs  tres  petits;  couleur  d'ardoise 

f>lus  ou  moins  foncee  a  la  region  dorsale.  L'animal  marche  avec 
a  coquille  haute  et  un  peu  inclinee  a  droite. 

Coquille  ovoide-cylindracee,  un  peu  fragile,  spire  composee 
de  six  tours  arrondis;  surface  presque  lisse  avec  des  stries 
assez  faibles  et  obliques;  suture  assez  profonde,  ouverture 
ovale-allongee,  anguleuse  a  la  base  ct  a  la  partie  superieure  du 
c6te  droit,  oil  elle  forme  un  petit  sinus  avec  la  dent  inseree  a  la 
base  <lu  dernirr  lour;  peristome  epoissi,  nn  pen  dilate,  et  refle- 
clii,  inten<iin))U  sur  ia  h.ise  <iti  (icrniri  tour;  (oliinieilr  un  |k'U 
arruadie;  ca\ile  ouibilicalc  proionile  cl  oblique;  cuulcur  inuijoii 
uniforme,  a  Texception  du  peristome  qui  est  blanc  ou  legere- 
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ment  rose  et  de  la  dent  qui  est  blanche;  haut.  3-4  ni.m.,  diam.* 
1  Ya  «  2  m.m. 

Habt.  Tout  le  pays,  extremement  multiplie  (Morelet), 

Minho,  Valenca,  Monsao,  Vianna  do  Castello,  Darque,  Gui- 
maraes  (Nobre).  Famalicao  (Castro,  Nobre). 

Traz- OS- Monies,  Braganca,  Chaves,  Vinhaes  (Nobre). 

Douro,  Porto  et  environs  (Luso,  Nobre).  Leca,  sur  les  ro- 
chers  au  bord  de  la  nier.  Ennezinde,  Paco  de  Souza,  Serra  do 
Pilar,  Granja,  Aveiro,  C^Vimbra,  Figueira  da  Foz,  Luso.  Bussaco 
(Nobre).  Coinibra  (Giraldes,  Paz,  Aguiar,  Moller).  Vallongo 
(Reis  Junior).  Granja  (Castro).  Bussaco  (Paz). 

Beira  Aha,  Mangualde,  Tondella  (Nobre). 

Extremadura,  Thomar,  Azanibuja,  Cintra,  Lisboa,  Serra  da 
Arrabida,  Setubal  (Nobre).  Cintra,  Arrabida  (Paz).  Monsanto 
(A.  Furtado).  Alcobaca,  sur  les  rochers,  en  face  du  Poco  de 
Suao;  Pombal  (Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Alemtejo,  Elvas  (Nobre).  Portalegre,  Castello  de  Vide  (Coll. 
Mus.  Lisbonne).  Beja  (Nobre,  Barahona,  Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Algarve.  Portiniao  (Coll,  Mus.  Porto). 

Vit  sur  les  mousses,  sous  les  feuilles  en  decomposition  et 
les  pierres.  Elle  est,  comme  Ta  deja  dit  Morelet,  une  des  especes 
les  plus  repaudues  au  pays. 

Pupa  muscorum  (Linne) 
PI.  I  — Fig.  10  et  11 

Turbo  muscorum,  Linne,  Syst.  Nat.  ed.  Gmelin,  9*^,  p.  142 
(1194)— Uossmiissler,  p.  83,  pi.  2,  f.  37  (1853)  — Dupuy, 
Hist.  Moll.,  p.  407,  pi.  20,  f.  10  (1850)  —  Moquin-Tandon, 
Moll.  France,  2S  p.  392,  pi.  28,  f.  5-15  (1855)  — Bourguignat, 
Malac.  Algerie,  p.  98,  pi.  6,  f.  20-24  (1846)  — Luso,  Moll. 
Portugal,  p.  63  (1872). 

Pupa  marginaia,  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  58  (1801)  — 
Hist.  Moll.,  p.  Gl,  pi.  3,  f.  36-38  (1805). 

Pupilla  muscorum,  Linne. — Locard,  Conch vl.  port.,  p.  152 
(1899). 

Animal  tres  petit,  elliptique,  a  pied  arrondi  anterieurement 
et  pointu  a  I'arriere,  tentacules  superieurs  peu  longs,  cylindri- 
ques;  inferieurs  assez  courts,  cylindriques;  couleur  d'ardoise 
foncee  sur  le  dos  et  la  tele,  plus  claire  aux  flancs  et  au  pied. 

Coquille  cylindracee,  a  sommet  acumine  et  base  arrondie, 
un  peu  solide,  spire  composcc  de  six  ii  sept  lours  arrondis; 
suture  assez  profonde;  surface  presque  lisse,  a  peine  cm  rc- 
marque   quelqucs   rarcs   stries  obliques,   fines  et   irregulieres ; 
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ouverture  arrondie  n  la  base  avec  le  bord  superieur  presque 
droit  et  ayant  insere  a  son  milieu  une  pelitc  dent  conique; 
peristome  interrompu  sur  la  base  du  dernier  tour,  peu  reflechi 
et  presque  tranchant;  cavile  ombilicale  elroite;  couleur  marron 
plus  ou  moins  clair;  dent  d'un  blanc  laiteux  et  peristome 
blanchatre;  haut.  3  y^  m.m.,  diam.  1  Yi  m.m. 

Hab.  Algarve  (Luso,  Caslro). 

Locard  cite  mon  nom  a  propos  de  cctle  espece,  mais  je  ne 
Tai  indiquee  nulle  part  ni  ne  Tai  pu  irouver  jusqu'a  pie 
sent  en  Portugal.  D'apres  Locard  cetle  espece  avait  ete  prece- 
demment  indiquee  par  Schranck,  et  Luso  da  Silva,  sans  afiirmer 
I'existence  de  cette  espece  en  Portugal,  dit  avoir  trouve,  dans  sa 
collection,  plusieurs  exemplaires  qui  lui  avaient  ele  ofTerts 
comme  provenant  de  notre  pays. 

Cette  espece,  par  ses  dimentions  et  sa  forme  generale  peut, 
au  premier  abord,  se  confbndre  avec  des  exemplaires  peu  deve- 
loppes  de  P.  umbilicata,  mais  celle-ci  est  plus  conique,  son  ou- 
verture plus  allongee,  et  la  dent  recurvee  est  placee  contre 
I'lnsertion  du  peristome.  Je  la  cite  a  Tattention  des  naturalistes. 


6.  Vertigo,  Mitller 

Le  genre  f^erligo  comprend  cinq  especes: 

Coquille  oval  aire,  ^paisse, 
labre  gros  ct  refl^clii, 
deux  plis  et  trois  dents 
k  Touverture 


Plusieurs    dents    k 
roaverture 


Vertigo 


DeritB  nulles 


I  Istliinia, 


Coquille  tres  petite,  ova- 
laire,  ventrue,  peristome 
(pais,  Iiuit  dents  k  Vou- 
verturc 

Coquille  tres  petite,  ova- 
laire,  moins  ventrue,  pe- 
ristome moins  6pais,  ou 
simples,  cinq  dents  a 
I'ouverture 

Coquille  ties  petite,  cylin- 
drique,  peristome  epais, 
stries  asscz  fortes  ct  es- 
pacccs 

Coquille  plus  grandc,  un 
peu  ovalaire,  fragile,  pe- 
ristome simples,  stries 
trbB  fines  et  nombriuscs, 
peu  apparcntcs 


V.  anglica 
(F^rusdac) 


V.  antiyertigo 
(Drap.) 


V.  pygmaBa 
(Drap.) 


V.  mascorum 
(Drap.) 


V.  eclentala 
(Drap.) 
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Vertigo  anglica  (Ferussac) 

PI.  I  —  Fig.  12  et  18 

Pupa  anglica,  Ferussac,  Tabl.  sysl.,  p.  68  (1822)  —  Moquin- 
Tandon,  Moll.  Fnmcc,  2^  p.  404,  pi.  28,  f.  34-36  (1855)  — 
Luso,  Moll.  Portugal,  p.  6i  (1812)  —  Locard,  Conchyl.  port., 
p.  155  (1899). 

Vertigo  anglica^  Ferussac.  —  Potiez  el  Michaud,  Cat.  Moll. 
Mus.  Douai,  I,  p.  195,  pi.  20,  f.  1-2  (1838)  — Morelel,  Moll. 
Portugal,  p.  75  (1845)  — Dupuv,  Hist.  Moll.,  p.  4U,  pi.  20,  f.  9 
(1850)  — Hidalgo,  Cat.  icon.,' p.  213  (1875)  — Nobre,  Faune 
Tage  et  Sado,  p.  129  (1886);  Moll.  Coimbra,  p.  11  (1886). 

Animal  petit,  a  pied  terniine  en  pointe  emoussee,  d'une  con- 
leur  presque  transparente,  h  Texception  des  tentacules,  de  la 
t^te  et  du  cou  qui  sont  dun  gris  d'ardoise;  tentacules  supe- 
rieurs  longs  et  cylindriques,  les  inferieurs  reduils  a  des  petits 
tubercules. 

Coquille  ovoide,  cylindrique,  a  soinmct  legerement  acumine; 
spire    composee   do   sept   tours   un   peu   arrondis,  suture   peu 

f)rofondc,  surface  ornce  dc  slrics  obliques  tres  fines  ct  regu- 
ieres  chez  les  individus  jcunes,  irregulieres  et  grossieres  chez 
les  adultes;  ouverturc  auriculuire;  peristome  interrompu  sur  la 
base  du  dernier  lour,  cpais  ct  rellechi,  ayanl  une  dilatation  sur 
le  bord  droit;  un  pli  dentiformc  a  la  partic  superieure,  long 
et  recourbe  vers  le  cote  droit,  originant  un  canal  arrondi  avec 
le  peristome,  avec  le  quel  il  se  relie  a  la  base  de  celui-ci;  a  gauche 
de  ce  pli  on  en  trouve  un  autre  epais  et  prolonge  vers  I'inle- 
rieur;  au  bord  columcllaire  un  pli  asscz  saillant  ct  profond  et 
deux  autres  a  la  base  du  peristome,  dont  cclui  de  la  dn)ile  est 
plus  long  et  profond,  peu  apparent  parfois  clicz  quelques 
exemplaires;  cavite  ombilicale  assez  profonde;  couleur  marron 
rougeiitre  avec  une  zone  plus  claire  a  la  base  du  dernier  tour; 
haul.  3-3  Y^  m.m.,  diam.   1  Ya  m.m. 

Hab.  Douro,  Environs  do  Porto  (Morelel).  S.  Felix  da  Ma- 
rinha,  S.  Pedro  da  Cova,  Covcllo  (Luso);  Alfena  ct  Travagcm, 
pr.  Ermezindc,  Villa  Nova  de  Gaya,  Serra  do  Pilar,  Granja 
(Nobre),  Bussaco  (lleydcn,  Nobre). 

Exlremadura,  Cintra  (Morelel,  Coll.  Mus.  Lisbonne);  .lardin 
Botanique  de  Lisbonne  (Nobre). 

Algarve.  Faro  ((Jaslro). 
,  Vit  sous  les  feuilles  en  decomposition,  sous  les  pierres  el  sur 
les  mousses  humides.  Cctte  espece  n'esl  pas  commune. 
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Vertigo  antivertigo  (Draparnaud) 
PL  I  -  Fig.  14 

Pupa  aniiveriigo,  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  57  (1801); 
Hist.  Moll.,  p.  60,  pi.  3,  f.  32-33  (1805)  — Morelet,  Moll.  Por- 
tugal, p.  74  (1845)  — Dupuv,  Hist.  Moll.,  p.  417,  pi.  20,  f.  15 
(1850)  — Hidalgo,  Cat.  icon.\  p.  213  (1875). 

Fertigo  anliveriigOj  Draparnaud.  —  Graells,  Cat.  Mol.  Espana, 
p.  7  (1846)  — Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2^  p.  407,  pi.  29, 
f.  4  (1855)  — Locard,  Conch,  port.,  p.  154  (1899)  — Rossm&s- 
slcr,  Iconogr.,  f.  647  et  1541  (1899). 

Animal  tres  petit  et  court;  pied  elroit  el  oblong;  tentacules 
peu  longs  el  gros;  couleur  d'ardoise  foncee. 

Coquille  tres  petite  ovo'ide,  ti*apuc,  fragile,  cornee  translucide; 
spire  composee  de  quatre  tours  tres  arrondis;  surface  ornee 
cie  stries  tres  fines,  obliques,  Irds  serrees  et  peu  apparentes; 
suture  profonde;  ouverture  ovalaire,  dilatee  vers  le  c6te  droit 
et  pourvue  de  huits  dents,  dont  trois  superieures,  deux  plus 
longues  et  coniques,  deux  columellaires  grosses  et  obtuses, 
trois  basilaires,  dont  deux  tres  longues  et  obtuses;  peristome 
continu;  tranchant  et  peu  reflechi;  columelle  legei*ement  courbe; 
cavite  ombilicalc  etroite;  haul.  1  ^/%  m.ni.,  diam.  1  m.m. 

Hab.  Douro,  Foz  do  Douro  (Castro). 

Alemtejo.  Prairies  humides  de  TAlemtejo  (Morelel). 

Je  n'ai  pu  encore  trouver  cetie  petite  espece. 

Vertigo  pygmasa  (Draparnaud) 

PJ.  I  —  Fig.  15 

Pupa  pygmaa,  Draparnand,  Tabl.  Moll.,  p.  57  (1801);  Hist. 
Moll.,  p.  60,  pi.  3,  f.  30-31  (1805)  — Rossmassler,  Iconogr., 
pi.  49,  f.  468  (1837)  — Dupuy,  Hist.  Moll.,  p.  416,  pi.  20, 
f.  12  (1850)  — Luso,  Moll.  Portugal,  p.  64  (1872). 

Vertigo  pypntea,  Drap.  —  Graells,  Cat.  Mol.  Espana,  p.  7 
(1846)  — Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2^  p.  405,  pi.  28, 
f.  37-42  (1855)  — Locard,  Conch,  port.,  p    155  (1899). 

AdiuuiI  a  corps  finement  rugueux,  d'une  couleur  d*ardoise 
plus  ou  moins  foncee;  tentacules  filiformcs,  noirdli*cs ;  deux 
iziches  noires  remplacant  les  tentacules  inferieurs. 

Coquil^c  ovo'ide,  tres  pelite,  fragile,  un  peu  translucide;  spire 
composee  de  cinq  tours  arrondis;  suture  protonde;  surface 
ornee  de  stries   tres   fines  et  peu  apparentes;   ouverture    ova- 
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laire,  un  pcu  dilatee  du  c6te  droit;  cinq  dents  dont  trois  li  la 
base  du  peristome,  un  sur  la  columelle  et  Tautrc  au  milieu  de 
la  base  du  dernier  tour;  peristome  interrompu  ct  un  peu  re- 
flechi  et  tranchant;  cavite  ombilicale  etroite;  couleur  marron 
jaunzitre;  peristome  blancb^tre;  baut.  1-f  '/^  m.m. :  diam.  1  m.m. 

Hab.  Minho,  Vianna  do  (^astello  (Nbbre). 

Douro.  Environs  dc  Porto,  S.  Felix  da  Marinha  (Luso);  Al- 
fena  et  Travagem,  prox.  Ermezinde,  Granja  (Nobre);  S.  Felix 
da  Marinha  (Coll.  Mus.  Lisbonne). 

D'apres  Luso  da  Silva  cette  cspece  n'est  pas  rare  aux  envi- 
rons de  Porto,  mais  je  n'ai  pu  me  procurer  q*un  petit  nombrc 
d*exeniplaires. 

Yit  sur  la  mousse,  les  pierres  et  le  gason. 

S.  g.  Isthmla,  Gray 

Vertigo  musconim  (Di*aparnaud) 
PI.  I  ~  Fig.  16 

Pupa  muscofum,  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  56  (1801),  non 
Linne;  Hist.  Moll.,  p.  59,  pi.  3,  f.  26,  27  (1805). 

Pupa  minulissima,  Hartman.  —  HidaJgo,  Cat.  icon.,  p.  215 
(1875). 

Veriigo  mtnutmima^  Graells,  Cat.  Mol.  Espana,  p.  7  (1864) 
Dupuy,  Hist.  Moll.,  p.  422,  pi.  20,  f.  13  (1850). 

Vertigo  muscorum,  Drap.  —  Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2*, 
p.  399.  pi.  28.  f.  20-24  (1855)— Bourguignat,  Malac.  Algerie, 
2S  p.  98,  pi.  6,  f.  18-32  (1864) —  Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.  11 
(1886). 

Isihmia  muscorum,  Drap. — Locard,  Concbyl.  port.,  p.  153 
(1899). 

Animal  tres  petit,  un  peu  rugueux,  d'une  couleur  d'ardoise, 
pigmente  de  noir;  tentacules  superieurs  assez  longs  et  coniques. 

Coquille  tr&s  petite,  fragile,  translucide  ou  brundti*e,  cylin- 
drique,  a  sommet  obtus;  spire  composee  de  six  ou  sept  tours 
plus  ou  moins  arrondis,  omee  de  stnes  assez  regulieremcnt 
disposees  obliquement,  de  gauche  a  droite;  sutui'e  pi*ofonde; 
ouverture  arrondie,  un  peu  allongee  vers  Ic  cole  droit,  dents 
et  plis  nuls;  peristome  interix)mpu  sur  la  base  du  dernier  tour, 
un  peu  epaissi  et  reflechi;  columelle  reflechie,  sur  la  cavite 
ombilicale  qui  est  etix>ite;  haut.  1  Y^  a  2  m.m.;  diam.  3-4  m.m. 

Hab.  Traz- OS' Monies  (Morelet);  Macedo  de  Cavalleiros  (No- 
bre). 
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Douro.  Figueira  da  Foz  (Nobrc);  Coimbra,  a  Baleia  (Rosa  de 
Carvalho);  Coimbra;  a  Mont* Arroyo  (J.  J.  Rodrigucs,  Coll. 
Mus.  Lisbon ne). 

Exiremadura,  Thoniar,  Abrantes,  Lumiar,  Cruz  Qucbrada, 
Queliiz,  Collares,  Cintra,  Setubal  (Nobre);  Monsanto,  au  nord 
de  Rabicha  (A.  Furtado,  Coli.  Mus.  Lisbonne). 

Alemlejo.  Beja,  Villa  Nova  de  Mil  Fontes  (Nobre). 

Algarve,  (Morelet);  Faro  (Castro). 

Tres  commune  a  Mil  Fontes.  Vit  sous  les  fcuilles  sdches, 
dans  les  detritus  vegetaux  et  sous  les  pierres. 

Cette  espece  est  variable  dans  sa  f^rme.  II  y  a  des  exem- 
plaires  assez  courts,  a  tours  tres  arrondis,  et  d'autres  cylindri- 
ques  et  plus  allonges.  Elle  se  distingue  Tacilement  par  sa  peti- 
tesse  et  par  sa  forme  cylindrique.  C'est  Tespece  la  plus  petite 
des  Pupa  portugaises. 

Vertigo  edentula  (Draparnaud) 
PI.  I  — Fig.  17 

Pupa  edentula^  Draparnaud,  Hist.  Moll.,  p.  59,  pi.  3,  f.  28-29 
(1805);  DupuY,  Hist.  Moll.,  p.  i22,  pi.  20,  f.  17  (1850);  Mo- 
quin-Tandon,  Moll.  France,  2^  p.  402,  pi.  28,  f.  28-30  (1855); 
Rossmassler,  Iconogr.,  pi.  49,  f.  646  (1839);  Hidalgo,  Cat. 
icon.,  p.  214  (1875). 

Pupa  (Columella)  edenlula,  Drap.  —  Rossmassler,  Iconogr., 
p.  96,  pi.  236,  f.  4542  1543  (1899). 

Islhmta  edenlula^  Drap. — Locard,  Conchyl.  port.,  p.  1 53  (1 899). 

Animal  faiblement  rugueux,  cendi*e,  plus  fonce  a  la  tete  et 
au  cou,  plus  clair  sur  les  flancs  et  au  pied;  tenlacules  longs  et 
cylindriques;  pied  etroit  et  oblong. 

Coquillc  ovoi'de,  dilatec  vers  la  base,  fragile,  assez  petite; 
spire  composee  de  cinq  a  six  tours  tres  arques;  surface  ornee 
de  nombreuses  stries  bien  marquees;  ouverture  petite  etarron- 
die,  sans  dents  ni  plis,  peristome  simple,  peu  reflechi;  tran- 
chant,  interrompu  sur  la  base  du  dernier  tour;  columelle  un 
peu  arquee,  reflechie  sur  la  cavite  ombilicale  assez  etroite; 
couleur  marron  clair  a  Texceplion  du  peristome  qui  est  d'unc 
teinte  jauutntre;  haut.  2  m.m.;  diam.  1  ^jt  m.m. 

Hab.  Portugal  (Gyssez,  fide  Locard). 

Douro,  Alfena,  Travagem  el  Erme/.inde,  jir.  Porto  (Nobre). 

Algarve,  Faro  (Castro). 

Vit  sous  les  pierres. 

II  scmble  que  cette  espece  doit  etre  rare  en  Portugal, 
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6.  Clausilia,  Draparnaud 
Ce  genre  coinprend  deux  espcces,  comme  il  suit: 

Coquille  senestre,  longue,  fusifonne,  ^paisse,  peristome 
r^fl^chi,  AyaDt  un  pli  k  la  partie  snp^rieure,  accolv 
k  riDSortion  du  labre;  rides  iiombreuses  flexucses  et 
aasez  irr^guli^rcs  C.  mgota,  Drap. 

Coquille  scnestre,  tongue,  ovale-fusiforme,  ^paisse,  pe- 
ristome r^fl^chi,  ay  ant  un  pll  k  la  partie  sup^rieuro 
accol6  k  rinsertion  du  labre  et  quatre  plis  et  deux 

Setits  tubercules  ^  la  columelle;  rides  noinbrcuses 
ezuouses  et  r^guli^rement  parall^les  C.  plicata  (Drap.) 

Clausilia  nigosa,  Draparnaud 
PI.  II  —  Fig.  1  i  5 

Clausilia  mgosa^  Draparnaud,  Hist.  Moll.,  p.  73,  pi.  4, 
f.  19-20  (1805)  — Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  75  (1845)  — 
Graells,  Mol.  Espana,  p.  8  (1846)  —  Gassies,  Moll,  do  I'Agenais, 
p,  129  (1849)  — Hidalgo,  Hojas  malac,  p.  18  (1870);  Cat.  icon., 
p.  186  (1875)— Luso  da  Silva,  Moll,  de  Portugal,  p.  259  (1872) 
—  Nobre,  Moll.  Coiinbra,  p.  12  (1886):  Faunc  Tage  et  Sado, 
p.  129  (1886). 

Clausilia  perversa,  Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2*,  p.  332, 
pi.  24,  f.  21-27  (1855). 

Animal  a  corps  rugueux,  court  en  relation  a  la  longueur  de 
la  coquille,  etroit,  d'une  coulcur  brun  verdAtre  sale,  dos  plus 
fonce,  tentacules  supericurs  peu  longs,  rugueux,  dilates  a  rex- 
ti'tjinile;  les  inferieurs  tres  courts,  reduits  a  des  petits  tuber- 
cules; pied  d*une  leinte  ardoisee,  a  bord  noirAtre. 

Pendant  la  inarchc  la  coquille,  qui  repose  sur  le  corps  de 
Tanimal,  avance  par  saccades. 

Coquille  Tusiforme,  allongee,  legereinent  ventrue  a  la  region 
moyenne,  mamelonnee,  spire  senestre,  composec  de  12  a  13 
tours  de  spire,  un  peu  arrondis,  et  ornee  de  rides  Fortes,  nom- 
breuses,  obliques,  serrees,  irreguli&i'es,  flexueuses  ou  presquc 
droites,  et  de  stries  transversalcs  parini  les  rides,  assez  serrees 
parPois  comme  des  ponctuations:  suture  assez  proFonde ;  ouver- 
lure  ovale  allonj^eo.  inrlinee.  de  gauche  a  droite,  retrecie  n  la 
parlic  sii|»i'rirmi':  |>('risloiiic  foiiiiiin.  im  |»('ii  r-pois.  ililaU*  fl 
iTuii  hlaiu  jcUinatrc;  tliMix  IummIIcs  an  hoivl  <ln»il  \\v  r«Miver- 
turc,  dont  Tune  ii  la  partie  superieure,  etroite,  presquc  verti- 
cale  et  produisant  un  etranglement  de  Touverture;   et  I'auti^e 
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placee  au  milieu  du  labre,  plus  epaissc  et  depriinee.  Parnii  cea 
deux  plis  on  observe  paifois  deux  petites  deuts;  couleur  brun 
fonce  et  d'un  aspect  saline;  liaut.  12- 15  ni.m.;  diam.  1  ^1%  m.m. 

Hab.  Minho.  Valenca,  Monsao,  commune,  Azurara  (Nobrc). 

TraZ'OS'Montes,  Franca,  pr.  Serra  de  Montesinho  (Nobre). 

Douro.  Porto  et  enviix>ns  (Morelet,  Luso,  Castix),  Nobre). 
Leca  da  Palmeira,  dans  les  fentes  dcs  falaises  du  rivage,  pres 
de  la  mer,  a  Boa  Nova;  Foz  do  Douro,  S.^  da  Hora,  Serra  do 
Pilar,  Granja,  Espinho,  Paco  cle  Souza,  Aveiro,  Bussaco,  Coim- 
bi*a,  Figueira  da  Foz  (Nobre).  Porto,  Coimbra,  Bussaco  (Paz). 
Coimbra  (Moller,  Heyden,  Aguiar). 

Exiremadura.  Leiria,  Thomar,  Collares,  environs  de  Lisbonne 
(Nobre).  Cintra  (Morelct).  i^intra,  Caldas  da  Rainha  (Hidalgo). 
Serra  d'Arrabida  (Paz). 

Vil  dans  les  lieux  sombres  et  humides,  contre  les  nmrs,  sur 
les  mousses,  le  ln)nc  des  arbres  et  sous  les  pierrcs.  Vulgaire 
dans  quelques  localites. 

Cettc  espece  est  pen  variable  dans  la  forme  generale;  plus 
allongee  ou  raccoui*cie,  ses  caractferes  cxtcrnes  sont  assez  cons- 
tants. Dans  Tinterieur  de  I'ouverture  on  remarque  a  peine  quel- 
ques petites  diflerenccs  dans  le  developpement  des  lamelles  et  la 
presence  ou  I'absence  dcs  deux  petits  tuberculcs  places  entre 
Tespace  qui  les  separe.  Paifois  on  n'cn  observe  qu'un  seul  et,  ge* 
neralement,  ils  fcmt  delaut.  Chez  quelques  exeniplaires  la  lamelle 
infeiieure  est  bifide  a  Textremite.  Par  dessous  cette  lamelle  on 
en  observe  parfois  une  autre  el,  rarement,  cliez  quelques  cxem- 
plaires  existe  une  pclite  dent  el,  a  la  base  de  Touverture,  un 
autre  pli  correspondant  ii  la  depression  exteme  de  la  base  du 
dernier  tour.  Les  differences  entre  cette  espece  et  le  C  nigri- 
cans, sont  assez  faibles.  I^  C»  rugosa  est,  pcut  elre,  plus  long 
et  etix>il  et  les  rides  plus  fines  et  scrrees,  en  donnant  a  la  co- 
quille  un  aspect  moins  rugueux. 

Moquin-Tandon  mentionne  cette  espece  comme  synonime  du 
Turbo  perversus,  Miiller  (v.  Linne,  Syst.  Nat.,  ed.  Gmelin,  9*, 
p.  141,  n**  88). 

Clausilia  plicata  (Draparnaud) 
PI  II  —  Fig.  6  et  7 

Pupa  Dlicaia,  Drap.,  Tabl.  Moll.,  p,  63  (1801). 

Clausilia  plica ia,  Drap.,  Hist.  Moll.,  p.  72,  pi.  4,  f.  15,  16 
(1805)  — Graells,  Mol.  Espaiia,  p.  8  (1846)  — Moquin-Tandon, 
Moll.  France,  2%  p.  338,  pi.  24,  f.  1316  (1855). 
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Clausilia  porUnm,  Luso  da  Silva,  Moll,  dc  Portugal,  p.  2r>0 
(1872)-^Locard,  Conchyl.  port.,  p.  144  (1899). 

Animal  li  corps  rugueux,  assez  petit,  etmit,  d*un  brun  noi- 
rfttre  en  dessus,  (lanes  et  pied  d'une  couleur  d'ardoise  plus  ou 
moins  foncee,  tentacules  superieurs  peu  longs,  un  peu  eoni- 
ques  et  assez  dilates  a  I'extremite,  les  inferieurs  tres  courts,  co- 
niques  et  gros. 

Coquille  fusilbrme,  allongee,  vcntrue  a  son  milieu,  un  peu 
transparente  et  moins  solide  que  Tespece  precedente;  spire 
senestre,  onze  tours  arrondis;  ornee  de  rides  (lexueuses,  para- 
lelles  et  assez  serrees;  suture  profonde;  ouvcrture  subquadran- 
gulaire,  legerement  inclinee  de  gaucbe  a  droite ;  peristome  con- 
tinu,  epais,  avee  une  goutiere  a  la-  base;  une  lamelle  sur  le  bord 
de  Touverture,  verticale;  quatre  lamelles  ou  plis  implantes  sur 
le  bord  droit,  dont  le  superieur  est  le  plus  petit;  tout  pr^s 
de  celui-ci  et  a  sa  base  on  observe  deux  petits  tubcrcules ;  cou- 
leur marron  jaundtre,  peristome  plus  clair;  haut.  18  m.m. ; 
diam.  4  mm. 

Hab.  Douro.  Porto,  Lordello,  S.  Felix  da  Marinha  (Luso, 
Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Exiremadura,  I'homar  (Nobre). 

Jc  n'ai  pu  encore  trouver  cetle  cspece  aux  environs  de  Porto. 
L'examen  des  exemplaires  de  la  collection  du  Museum  de  Lis- 
bonne, recueillis  et  ofTerts  par  Luso  da  Silva,  m*a  permis  de 
verifier  que  Tespfece  etablie  par  ce  natnraliste  est  de  C/.  plicala 
(Drap.) 

6.  Balea,  Leach 
Ce  genre  ne  comprcnd  qu'une  seule  espece. 

Balea  perversa  (Linne) 

PI.  II  —  Fig.  8  et  9 

Turbo  perversus,  Linne,  Syst.  Nat.  ed  Gmelin,  9*,  p.  180  (1794). 
Btdimus  perversus^   L.  —  Poiret,   Coquilles  de  I'Aisne,  p.  57 

(1801). 

Pupa  fragi/is,  Di*aparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  61  (1801)  —  Hist. 
Moll.,  p.  68,  pi.  4,  f.  4  (I805)--Morclet,  Moll.  Portugal,  p.  74 
(1845)  — Luso,  Moll.  Portugal,  p.  62  (1872). 

Balea  fragilisy  Drap.  —  Dupuy,  Hist.  Moll.,  p.  269,  pi.  18, 
f.  5-6  (1849). 

Pupa  perversa,  Linne  —  Moquin-Tandon,  Moll,  de  France,  2*, 
p.  349,  pi.  25,  f.  6-14  (1855). 
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Balea  perversa,  Linni;  —  Hidal»jo,  Hojas  malac.  p.  18  (1H70); 
Cat.  iconog.,  p.  182  (1815)  —  Nobre,  Moll,  de  Coiiubra,  p.  12 
(1886);  Faune  Tage  et  Sado,  p.  130  (1886). 

Balea  perversa,  Linne  —  Lorard,  Conrh.  port.,  p.  146  (1899). 

Animal  assez  grand,  d'une  couleur  brun  bruncitre  a  la  tcte 
el  au  dos,  ardoisec  plus  ou  moins  foncee  aux  flancs  et  au  pied, 
qui  est  leruiine  en  pointe  a  rexti*cmite  posterieure;  tenlacule^ 
superieurs  assez  courts  et  gros  et  un  peu  coniques;  inferieurs 
trtis  courts  et  coniques. 

Coquille  senestre,  fragile,' fusifonne,  allongee,  cornee,  un  peu 
translucide  et  luisante,  spire  a  huit  tours  arrondis,  finement 
striee;  soniniet  mamelonne;  suture  profonde;  stries  legere- 
nient  inclinees  de  droite  a  gauche;  ouvcrture  ovale-allongec, 
labre  un  peu  reflechi  a  la  partie  superieure;  peristome  simple, 
tranchant,  relie  sur  la  base  du  dernier  tour  par  une  faible  cal- 
losite;  columelle  redecliie  sur  la  cavite  ombilicale  qui  est  cir- 
culaire  et  oblique.  Couleur  cornee-jaun^tre;  columelle  blanchft- 
tre;  haut.  8  m.m;  diam.  2  7^  ra*in. 

Hab.  Provinces  du  nord  du  Portugal  (Morelet). 

Minho,  Valenca  (Nobre). 

Traz-os' Monies,  Franca,  prox.  Serra  de  Montesinho  (Nobre). 

Douro.  Porto  et  environs  (Luso,  Nobre).  Granja  (Nobre). 
Coimbra  (Paz.  Aguiar,  Nobre).  Russaco  (Paz,  Nobre).  Anadia 
(A.  Giraldes). 

Beira  Jlla,  Vizeu  (A.  Giraldes). 

Exlreinadura.  Collares  (Nobre).  Cintra  (Morelet,  Paz,  Nobre, 
coll.  Mus.  Lisbonnc).  Caldas  da  Rainha  (coll.  Mus.  Lisbonhe). 
Environs  de  Li^bonne  (Due  de  Palmclla,  coll.  Mus.  Lisbonne). 

Vit  sur  les  mousses  et  Tecorce  des  arbres,  dans  les  Fentes 
des  rochers  et  des  arbres.  Elle  est  (Vequente  dans  quelques 
lieux  des  environs  de  Porto,  dans  les  fermes,  les  murs  et  les 
arbres  des  chemins. 


Fam.  V  —  STENOGYRIDJE 

Animal  a  corps  plus  ou  moins  long,  arrond!  ou  tronque  a  la 
partie  anterieure,  efile  a  Texlremile  caudale ;  mdchoire  mince, 
plissee  verticalement  et  a  plis  tres  nombreux  et  beards  crencles, 
radulc  a  dent  centrale  tres  petite,  lateralcs  triscuspidees,  cus- 
pide  centrale  longue  et  etroite;  laterales  subegales;  marginales 
tres  courtes,  transverses  et  tricuspidees. 

Coquille  plus  ou  moins  longue,  tronquee  ou  conique  a  Tetat 
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adulte,  plus  ou  nioins  hiisaiite,  coniquc,  peristome  simples,  co- 
lumelle  plus  ou  moins  arquee,  generalcmeut  simples  et  parfois 
tronquee. 

La  famille  Stenogyridae  comprend  trois  genres  et  deux  sous 
genres : 

Coquille  conique  cylindrac^e,  long^ie,  a  tours  peu 

arqu^s,  peristome  simples  tranchaDt,  coliimelle 

tronquee  k  lY'tat  adulte  a.  ^.  Rnmina,  Risso. 

Coquille  coniaue  ovoi'de,  assez  petite,  trcs  brillantc, 

corn^e,  poiie,  peristome  simples,  columelle  ar- 

auee  et  ponrvue  d'une  deiit  6moussce,  pied  muni 
'une  pore  muqueux  Ferussacia,  Kieso. 

Coqaille  plus  petite,  brillante,  com^e,  peristome 
£pu88i,  columelle  presque  simples;  pied  sans 
pore  muqueux  s.  g.  Cionella,  Jeffreys. 

Coquille  assez  petite,  ^troite,  subul^e,  fragile, 
Dlanche,  transpareute,  k  sommet  arrondi,  peris- 
tome simples,  columelle  tronqued  k  la  base  CoBCilianella,  F^r. 


Stenogyra,  Shuttleworth 
S.  g.  Bumlna,  Uisso 

Le  s.  g.  Rumina  comprend  une  seule  espcce: 

Rumina  decollata  (Linne) 
PI  II  —  Fig.  10  et  11 

Helix  decollata,  Linne,  -Syst.  Nat.,  ed.  X,  p.  733  (1758)  — 
MQller,  Hist.  Verm.,  2«,  p.  114,  n.**  314  (1774)  — Linne,  Sysl. 
Nat.  ed.  Gmelin,  9^  p.  196,  n^  115  (1794). 

Bultmus  decollaius,  Linne.  —  Draparnaud,  Hist.  Moll.,  p.  76, 
pi.  4,  f.  27-28  (1805)  — Rossmassler,  Iconogr.,  5,  p.  45,  pi.  28, 
f.  1  (1837)  — Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  73  (1845)  — Moquin- 
Tandon,  Moll.  France,  2«.  p.  311,  pi.  22,  f.  35-40  (1855)  — 
Bourguignat,  Malac.  Algerie,  2S  p.  3,  pi.  I,  f.  1-23  (1864)  — 
Canti*aine,  Malac.  medit.,  p.  135  (1865)  —  Luso,  Moll.  Portu- 
gal, p.  258  (1871)  — Hidalgo,  Hojas  malac,  p.  18  (1870);  Cat. 
icon.,  p.  183  (1875). 

Stenogyra  decollata,  Lin.  — Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.  12 
(1886);  Faune  Tage  et  Sado,  p.  129  (1886);  NoUs  malac,  3, 
p.  603  (1888). 

Rumina  decollata,  Linne.  —  Locard,  Conch,  port.,  p.  135 
(1899). 
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Animal  assez  court,  n'excedant  pas,  pendant  la  niarchc,  I'ex- 
tr^niite  de  la  coquille,  d'une  couleiir  noir  d'ardoise  verdsktre; 
tentacules  superieurs  longs,  Ics  infeneurs  tres  courts.  I^  co- 
quille  rcste  appuyee  sur  le  pied  ou  sur  le  terrain  sur  lequel 
Tanimal  marche. 

Coquille  longuc,  turriculee,  impcrforee,  tronquee  a  Tetat 
adulte,  un  pcu  solide,  glabre  ct  hiisante;  spire  a  quatre  ou  six 
tours  peu  convexes,  le  dernier  arixindi  a  la  base;  suture  peu 
profonde;  surface  de  la  coquille  ornee  de  rides  ou  stries  tres 
fines,  irregulieres  et  obliques;  ouverture  ovalaire;  peristome 
tranchant  et  simple;  columelle  epaisse,  legerement  arquee  et 
reflechie;  couleur  jauniitre,  brunAtre  daire  et  parfois  avec  des 
reflets  violaces;  haut.  35  m.m.;  diam.  14  m.ni. 

Hab.  I\egi(m  meridionale  au  voisignage  de  la  mer  (Morelet). 

Douro.  (loimbra  (Luso,  Moller,  Nobre,  Rosa  de  Carvalho, 
Aguiar,  Paulino  d'Oliveira,  Castro).  Figueira,  Buarcos,  Cap 
Mondego  (Ndbre). 

Beira  Alia.  Barca  d'Alva  (Reis  Junior,  Nobre). 

Beira  Baixa,  Sernache  (Castro). 

Exiremadura.  Leiria  (Luso,  Nobre).  Caldas  da  Rainha,  Tho- 
mar,  Cintra,  Lumiar,  Sacavem,  Cruz  Qucbrada,  Belem,  Alges, 
Cascaes  (Nobre).  Lisboa  (Luso,  Nobre,  Castro).  Setubal^  Scrra 
d'Arrabida  (Nobre). 

Alemtejo.  Evora,  Beja,  Elvas,  Odemira  (Nobre).  Villa  Nova  de 
Mil  Pontes  (G.  Sampaio,  Nobre). 

Algarvef  Faro  (Castro,  Nobre).  Lagos,  Porlimao,  Tavira,  Villa 
Real  de  Santo  Antonio  (Nobre). 

Commc  on  le  voit,  cette  espece  ne  vii  pas  seulement  pi'es  de 
la  mer,  comme  le  pensait  Morelet,  ma  is  on  la  trouve  dans  tout 
PAIemtejo  et  la  Beira  Alta,  a  Barca  d'Alva,  frontiere  hispano 
poitugaise,  la  region  la  plus  septentrionale  du  pays  od  cette 
forme  est  connue  jusqu'a  present.  BaiTa  d*Alva  est  une  region 
ti*^s  chaude  pendant  Tele;  (m  y  trouve  divcrses  especes  /oologi- 
ques  du  sud  du  pays.  Mr.  Hidalgo  indique  cette  espece  comme 
elant  rencontree  par  Paz,  a  Porto.  Nous  ne  Pavons  jamais  rcn- 
contrec,  et  nous  pensons  que  les  cxeiuplaires  trouves  par  Paz 
seraient  carries  de  Barca  d'Alva  par  le  Douro,  pendant  les  crues. 

Cette  espece  qui  a  une  large  distribution  geographique  se 
trouve  au  nord  de  TAfrique  et  aux  iles  de  Cap  Vert;  les  exem- 
plaircs  de  cette  provenance  sont  toujours  plus  petits  que  ceux 
du  Portugal. 

Vit  sous  les  pierres  et  parmi  les  plantes,  dans  les  lieux  som- 
bres. 

Les  jeunes,  comme  I'on  sait,  sont  turricules,  plus  coniques 
Vol.  Ill  —  N.o  1  5 
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et  a  spire  nianielonnee.  Avec  I'nge  celte  partie  lerminale  se  de- 
tache  ct  I'adultc  ne  vit  que  dans  la  coquille  Ironquec. 

6.  Ferussacia,  Risso 
Le  genre  Fet-vssacm  ne  eoniprend  qu'iine  seule  espere. 

Ferussacia  folliculus  (Gronovius) 
PI.  11  -  Fig.  12  i  14 

Helix  folliculus,  Gronovius.  —  Linne,  Syst*  Nat.,  ed.  Gnielin, 
9%  p.  200,  u*  199  (1794). 

Physa  scaiun'ginum,  Drap.,  Hist.  Moll.,  p.  56,  pi,  3,  f.  14-15 
jcunes  (1805). 

Bidimus  folliculus,  Gronov.  —  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  73 
(1845)  —  Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2^,  p.  306,  pi.  22, 
f.  20-30  (1855). 

Jchalina  folliculus,  Gronov. — Cantraine,  Malac.  medit.,  p.  138 
(1865). 

Polyphemus  folliculus,  Gronov.  —  Graells,  Mol.  Espana,  p.  7 
(1846). 

Ferussacia  folliculus,  Gronov.  —  Bourguignat,  Malar.  Algerie, 
p.  38,  pi.  22,  f.  20-31  (I86i)  — Nobrc,  Moll.  Coimbra,  p.  12 
(1886);  Faune  Tage  et  Sado,  p.  130  (1886)  —  Locard,  Conch, 
port.,  p.  137  (1899). 

Animal  long  et  etroit,  li  corps  rugueux,  d*une  coulcur  vert 
jaunatre,  ou  d'un  jaune  assez  vif,  plus  ou  nioins  noiratre  au 
cou  et  a  la  lete  qui  est  assez  longue;  tentacules  superieui*s 
assez  courts  et  gros,  rugueux;  les  inferieurs  reduits  a  des  tu- 
bercules  assez  petits;  pied  se  lerminant  en  pointe  aigue.  L'ani- 
nial  est  assez  agile  et  irritable.  Pendant  la  marche  la  coquille 
s'appuye  sur  le  long  du  corps. 

(Coquille  cylindroide,  acuniinee,  ginbrc,  peu  solide,  cornee  et 
tres  luisanle.  Spire  coinposce  de  cin(|  a  six  tours,  dont  le  der- 
nier, vu  par  sa  face  veulralc,  est  plus  grand  que  nioitie  de  la 
coquille;  les  autres  tres  petits  el  legereiuent  arrondis;  suture 
peu  proFonde,  niais  ayant  un  etranglenient  au  dernier  tour  du 
c6te  dorsal;  ouverture  prescpie  di'oite,  ovale-allongee,  angu- 
leusc  a  la  ])artie  superieurc;  peristome  tranciiant  et  un  peu 
elargi  au  milieu,  interrompu  et  se  reliant  a  la  columelle,  qui  est 
epaisse,  par  une  callosile  de  la  parlie  superieure  de  Touverture. 
Couleur  jaunatre,  cornee  brillante;  peristome  et  columelle  blan- 
cbatre;  haut.  6  8  num.;  diam.  2-3  m.m. 
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Hab.  Douro.  Bussaco  (Paulino  d'Olivcira).  Environs  de  Coiin- 
bra  (Rosa,  Nobre,  Paulino,  Castro). 

Exlremadura.  Environs  de  Lisbonne  (Mengo,  coll.  Mus.  Lis- 
bonne,  Morelct,  Scrvain,  Luso,  Nobre,  Caslro).  Selubal  (Luso, 
Paz,  Nobre).  Arrabida  (Paz,  Nobre,  Mus.  Lisbonne). 

Alemlejo,  Extn^moz  (Paz,  coll.  Mus.  Lisbonne).  Evora,  Elvas, 
Beja  (Nobre). 

Algarve.  Monchique,  Faro,  Tavira,  Castro  Marim  (Nobre). 
Estoy,  Faro  (Castro). 

Assez  commun.  Vit  sur  les  plantcs,  sous  les  pierres  et  les 
feuilles  en  decomposition. 

S.  g.  Clonella,  Jeffreys 
Ce  s.  g.  ne  coniprend  qu'une  scule  espece. 

Cionella  subcylindrica  (Linne) 
PL  II  — Fig.  15etl6 

Helix  subcylindrica,  Linne,  Syst.  Nat.,  ed.  XII,  p.  1248  (1767); 
ed.  Gmelin,  9^  p.  197,  n«  118  (1794). 

Bulimus  subcylindricus,  Lin.  —  Poiret,  Coq.  de  TAisne,  p.  45 
(1801)  — Moquin-Tandon,  Hist.  Moll.,  2«  p.  304,  pi.  22,  f.  15- 
19  (1855). 

Bulimus  lubricus,  Draparnaud,  Hist.  Moll.,  p.  75,  pi.  4,  f.  24 
(1805)  — Gassies,  Moll.  Agenais,  p.  122  (l^^^)  — (Achalina, 
Lamk)  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  73  (1845). 

Columna  lubrica^  Brug.  —  Graells,  Mol.  Espaiia,  p.  7  (1846). 

Ferussacia  lubrlca,  Miiller  —  Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  187 
(1875)  — Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.  13  (1886). 

Zua  subcylindrica,  Lin. — Locard,  Conchyl.  port.,  p.  136  (1899). 

Animal  a  corps  rugueux,  assez  grand,  un  peu  large,  termine 
en  pointe  efilee,  d*une  coulenr  d'ardcise  plus  ou  moins  foncec; 
tenlacules  supcrieurs  pen  longs,  cylindriques  efilcs;  tentacules 
inferieurs  ires  courts,  gros  et  coniciues. 

Coquillc  petite,  bulinioi'de,  luisanlc,  cornee,  un  peu  transpa- 
rente,  spire  composee  de  cinq  tours  un  peu  arrondis,  le  der- 
nier plus  grand  que  tous  les  autres;  surface  de  la  coquille 
lisse;  suture  profonde;  ouverture  ovalairc,  anguleuse  vers  la 
partie  supericure,  pyrilormc;  peristome  inlerronipu,  epaissi; 
columcllc  legercment  inclincc,  anguleuse  ou  rcflechie;  couleur 
jaunc  cornee  plus  ^)u  moins  foncce,  labrc  rose;  haul,  5-G  m,m,; 
diam.  3  m.m. 
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Hab.  Minho.  Valenra  (Nobre);  Braga  (G.  Sampaio,  Nobre). 
Famalicao  (Castro). 

Traz'OS'Monles.  Chaves  (Morelcl).  Braganca,  (Morelet,  Nobre). 

Douro,  Porlo  (A.  Giraldes,  Nobre,  Castro).  Co'iinbra  (Rosa 
de  Carvalho,  Nobre,  Castro).  Soure  (Nobre). 

Beira  Baixa.  Sernachc  (Castro). 

Vit  dans  les  lieux  huniides,  sur  les  iierbcs,  parmi  les  Teuillcs 
en  decomposition,  etc. 

6.  CoBcilianella,  Ferussac 
Ce  genre  comprend  a  peine  une  espece, 

CoBcilianella  acicula  (Muller) 

PL  II  — Fig.  17  et  18 

Buccinum  acu-ula^  Muller,  Venn,  hist.,  2*^,  p.  150  (1774). 

Bulimus  acicula,  Muller — Draparnaud,  Hist.  xMoll.,  p.  75, 
pi.  4,  f.  25  (1805)— Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2«,  p.  309, 
pi.  22,  f.  32-34  (1855). 

Polyphemus  acicula,  Lamk. — Graells,  Mol.  Espana,  p.  7  (1846). 

Achatina  acicula,  Lamarck.  —  Diipuy,  Hist.  Moll.,  p.  327, 
pi.  15,  f.  8  (1850)  — Gassies,  Moll.  Agenais,  p.  123  (1840). 

Ccecilianella  acicula,  Muller.  —  Luso,  Moll.  Portugal,  p.  13 
(1870)  — Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  179  (1875)  — Nobre,  Moll. 
Coimbra,  p.  13  (1886);  Faune  Tage  et  Sado,  p.  130  (1886)  — 
Locard,  Conchyl.  port.,  p.  140  (1899). 

Animal  a  corps  finement  rugueux,  presqiie  transparent,  blan- 
chAtre;  tentacules  superieurs  filiformes,  cylindriques;  tentaculcs 
inferieurs  trfes  pctits,  comme  des  tubercules. 

Coquille  etroite,  non  ombiliquee,  tres  allongee,  cylindrico- 
fusiroime;  luisante,  hyaline,  transparente,  a  5  ou  6  tours  de 
spire  a  peine  arques,  sonmiet  arrondi;  suture  bien  marquee; 
ouvertui*e  ovale-oblongue,  a  angle  supericur  tres  aigu;  columelle 
un  peu  arquee,  tronquee  a  la  base;  peristome  simple,  tran- 
chant,  interrompu,  couleur  transparente,  hyaline  a  Tciat  frais, 
blanche  laiteusc  lorsqu'elle  est  roulce;  haut.  1-6  ni.m.;  diani. 
1-1  7j  ra.m. 

Hab.  Douro.  Porto,  Granja,  Luso  (Nobre).  Porto  (Coll.  Mus. 
Lisbonne).  Coimbra  (J.  J.  Kodrigues,  Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Extremadura.  Lisbonne,  Belem,  Alges  (Nobre).  Pombal  (Coll. 
Mus.  Lisbonne). 

Algarve,  Faro,  Estoy  (Castro). 

Vit  sur  les  feuilles  mortes;  commune  a  Granja,  a  la  base  des 
murs  des  chemins. 
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SURFACES  NAUTILOIDES 
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HA.TON  DE  LA  GOUPILLI^RE 

Membre  de  rinstitut 

Inspecteur  g6n6ral  des  Mines 

Grand-Officicr  de  la  Legion -d*Honneur 


(Suite) 
SECONDE  PARTIE 

Volume,  centre  de  gravite,  moment  d'inertie 


§  VIII 

Formules  fondamentales 

52.  Nous  entreprenons,  dans  cette  seconde  partie,  d'etablir 
pour  les  surfaces  a  front  generateur,  les  diverses  theories  qui 
constituent  la  Geometric  des  masses.  Nous  supposerons  essen- 
tiellement  en  ce  moment  le  front  normal.  II  nous  sera  aise  plus 
tard  (§  XIV)   d'etendre   ces   methodes  a  un  front  quelconque. 

J'appelle  u  I'element,  infinitesimal  dans  toutes  ses  dimensions, 
dc  Taire  U  de  la  genera  trice.  Ses  coordonnees,  envisagees 
dans  le  plan  de  front,  sont  ^  ei  z,  Je  designe  par  mj^  le  motneni 
d'ordre  k  dc   Taire   entiere 

ink  =  ^u^^ , 

pris   par  rapport  a   Paxe  vertical  mene  par  le  point  decrivant 
Vol.  m  —  N.»  2 


de  la  direcirice.  On  aura  par  exemple  m^  pour  I'aire  elle-meme 
U;  wi  repreiientcra  le  moment  ordinaii'e  <le  cette  etendue,  et 

par  suite  —  I'abscisse  dc  son  centre  de  gravite;  mj  sera  son 

'"o 
moment  d'inertie- 

Envisageons  le  front  dans  deux  situations  infiniment  rappro- 
chees.  Elks  lenffiment  entre  elles  une  tranche  elemenlaire,  re- 
piesentant  la  difierentielle  (/V  du  volume  fini  V  conipris  entre 
deux  fronts  extremes.  L'elemenl  v  de  cette  tranche  sera  un 
tronc  dc  cvlindre,  eleve  normalement  sur  I'aire  infiniiesimale  u. 
Nous  designerons  par  n*  Ic  moment  d'ordre  t  du  volume  de  la 
tranche  d\ 

Comme   tout  a  I'heure,   Hq   sera  le   volume   lui-m^me  dV  de 

cette  tranche,  -—  I'abscisse   de  son  centre  de  gravite,  n<i  son 

moment  d'inertie. 

II  est  de  la  plus  grand  iiiipoitance  de  ne  jamais  confondre 
les  n  avec  les  m.  Les  premieres  Torment  preiisement  I'objct  de 
nos  rechercbes  dans  cette  seconde  partie.  Quant  aux  iiitegrales 
delinies  m,  elles  doivent  etre  ici  considerees  comme  direciement 
connues  par  I'application  du  calcul  integral  ii  la  generatrice  f, 
lorsque  cette  function  est  exprimee  dans  chaque  cas. 


.  L'element  infinitesimal  du 


rig.  9 


troisieme  ordre  v  a  la  forme 
d'un  cylindre  eleve 
sur  la  base  u  nor- 
malement au  front  F, 
etcoupeobliquemcnt 
par  le  suivant  P'. 
L'angle  de  ces  deux 
plans  etant  lui  m^me 
infiniment  petit,  nous 
pouTons  sup  primer, 
au  moyen  d'une  tron- 
cature  operee  par  un 
plan  parallele  a  F, 
un  «^lement  du  qua- 
triemc  ordre.  Le  vo- 
lume <le  V  sera  alors 
le  produit  dc  n  par 
la  hauteur  nn'  (fig.  9). 
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Celle-ci  peut  s*evaluer  en  fonction  de  Tare  de  la  directrice 
€/<f  =  MM',  au  moyen  des  trianglies  semblables  CMM',  CnrJ  for- 
mes par  deux  rayons  de  courbure  consecutiFs  de  cette  ligne.  Je 
designe  leur  longueur  par  p.  Les  triangles  donnent  alors  la 
proportion 


^^        5  +  P  /      /i    I    5 

ds  f  \         p 

II  vient  done 


.'=(1+1)^. 


De  la  cette  formule  fondamentale 

(30)  nt^-imt-^-^^^ds, 

qui  relie  les  n  aux  m,  pour  passer  des  aires  de  la  generatrice 
aux  volumes  de  la  surface  a  front  generateur. 

54.  Nous  apporterons  ici  une  simplification  essentielle  en 
nous  fondant  sur  la  condition  qui  domine  toutes  nos  theories, 
a  savoir  la  similitude  incessante  des  sections  generatrices. 

Marquons  sur  la  directrice  un  point  arbitral rement  choisi, 
mais  dorenavant  immuable.  Je  le  designerai  toujoars  par  la 
lettre  I,  et  ses  coordonnees  par  n,  0|.  A  moins  d'avertissement 
contraire,  nous  adopterons  ordinairement  pour  ce  point  Tinter- 
section  de  la  courbe  par  Taxe  polaire  (0|=O);  et  nous  pren- 
drons  comme  unite  de  longueur  (n  =  1)  le  segment  ainsi  inter- 
cepte  sur  cet  axe. 

Les  dimensions  lineaires  de  la  section  variable  U  de  la  gene- 
ratrice, sont  a  celles  de  son  passage  Ui  par  la  trace  I  de  la 
directrice  sur  I'axe  polaire,  dans  le  rapport  de  q)(9)  a  9(61),  ou 

en  abrege  -^.  Les  elements  superficiels  seront  dans  le  rapport 

des  Carres.  On  aura  done 

v,/Ct  =  J: y-,,  c,/fc 
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c'est-a-dire 

(31)  mk=^-^^^{mt)i. 

Designons  par  (ij^  le  facteur  constant 

qui  depend  de  k,  mais  nullement  de  0.  Nous  pourrons  alors 
ecrire  simplement 

et  la  formule  fondamentaie  (30)  deviendra 

(32)  ^*=(|i*  +  -^|XHi)?*-''/^. 

55.  Ceci  pose  dans  des  termes  completenient  generaux, 
introduisons  des  hypotheses  progressivement  restrictives. 

Dans  la  premiere  partic  de  ce  memoire,  nous  avons  envisage 
des  surfaces  vectorielles  du  premier  orJre,  en  supposant  que  cp(6) 
ne  soil  autre  que  le  rayon  vecteur  lui  inenie  F(0)  ^®  '^  dire- 
ctrice.  Nous  appcllerons  plus  generalenient  surfaces  vectorielles 
(Vordre  p  celles  pour  lesquelles  les  dimensions  de  la  generatrice 
varient  comme  la  puissance  p  de  ce  rayon  vecteur.  Nous  pren- 
drons  a  cet  eflet,  sans  nous  embarrasser  de  coefficients  cons- 
tants 

(33)  (p(fl)  =  7'P  =  FP(fl) . 

Cet  ordre  p  sera  ordinairemcnt  entier  et  positif;  mais  il  pent 
tout  aussi  bien  devenir  fractionnairc,  incommensurable,  ou  m^me 
negatif. 

Pour  />=!,  nous  retrouverons  les  surfaces  ;i  proprement 
parler  vectorielles.  En  faisant  p  —  {),  on  aura  en  particulier  les 
surfaces- tubes,  pour  lesquelles  la  section  normale  a  la  dircctrice 
reste  constanle. 

Avec  unc  vectorielle  d'ordre  quelconque  p,  la  formule  fon- 
damentaie (32)  deviendra; 

(34)  n*  =  (,it  +  Ii|n+,^  ?iHi)Pds . 
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56.  Abandonnous  le  caraclere  vectoriel,  en  rendant  a  (f 
toute  son  independance ;  mais  particularisons  la  directrice,  en 
adoptant  la  spirale  logarithniiquc 

(35)  F  =  /fAO^         F'=:A^A.O^ 


sma 

L'equation  fondamentale  (32)  devient  alors 

/« ^v  /      ,    ©  sin  a  \    t ,  a    £^0 

(36)  ni=(it*  +  i-— |i»+i)T*+»4— </e 

\  e^^  J  sin  a 

\  sin  a  '         / 

57.  Reunissons  maintenant  les  deux  caracleres  qui  viennent 
de  nous  occuper:  directrice  spirale  et  similitude  vectorielie 
d'ordre  p,  U  viendra,  en  rendant  a  9,  dans  la  forniule  (36),  sa 
valeur  (33) 

n.=  (,.+  ^sin«.,.^.j.(W._-^e 

\  sin  fl  / 

On  pent  aussi  mettre  ce  resultat  sous  une  autre  forme,  en 
introduisant  la  diflerentielle  dr  au  lieu  de  dO 


,  cos  ff        .A     ,- 

dr  =  —, e^^  de  . 

sin  a 


II  vient  ainsi 


nk  =  in  +  t'^~^  si"  « .  I^it+i) dr . 

Pour  une   vectorielie   ordinaire   (y^—  1),   ces   deux   formules 


li 


deviennent 


\  sin  a  / 


r*+2 

(37)  Tiik  =  (jijk  +  |iik^i  sin  a) dr. 

^  "^  cos  a 


SIX 

Volume 

58>  La  recherche  du  volume  V  se  fera  en  supposant  i  =  0 
dans  les  forniules  generates  du  §  VIII. 

Prenons,  ainsi  qu'il  a  ete  dit  (N®  54),  le  point  fixe  I  sur  Taxe 
polaire  en  supposant  Oi  =  0,  avec  des  coefficients  d'homogeneite 

tels  que  qp(6|)=  1.  Dans  ces  conditions,  |jLq,  ou       ^^    ,  se  reduit 

a  I'aire  Ui  que  presente  la  section  generatrice  lors  de  son  pas- 
sage en  I. 

Quant  a  (if,  c'est  alors  le  moment  U|  ^'i  de  cette  aire  par 
rapport  a  la  verticale  de  I,  en  appelant,  pour  cette  situation 
speciale,  ^'i  Tabscisse  (prise  par  rapport  a  I  dans  le  front  nor- 
mal F|)  du  centre  de  gravite  de  Taire  Ui. 

De  son  cote  n^  est  le  volume  ^V  de  la  tranche,  et  la  for- 
mule  generate  (32)  devient  dans  ces  conditions 

(38)  d\=^(i  +  ^^'i\vi(f*ds, 

c'est-a-dire  finalement 

Le  probl&me  se  trouve  ainsi  ramene  aux  quadratures. 
Envisageons  quelques  applications. 

59.  Surfaces  de  revolution.  —  Nous  obtiendrons  une  verifica- 
tion en  prenant  comme  directrice  un  cercle  concentrique  a 
Torigine 

F=l,         F'  =  F"  =  0, 
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avcc  une  generatrice  constanle 

9=1. 

La  formule  (38)  devient: 

rfv  =  (i+^'i)Uirf9,      v  =  (i  +  5'ou,e. 

Or  ^'i  designe  la  distance  du  centre  de  gravite  de  I'aire  gene- 
ratrice Ui  a  la  trace  I,  et  par  suite  1  +  ^'i  sa  distance  a  I'axe 
de  rotation.  Le  produit  (l  +  $'i)6  est  done  Tare  de  cercle  de- 
crit  par  ce  centre  de  gravite  pendant  que  Taire  U|  engendre 
un  onglet  de  ce  corps  de  revolution.  Nous  retrouvons  ainsi  le 
theoreme  de  Guldi.n. 

60.  Surfaces-tubes,  —  Conservons  la  generatrice  constante 
9=1,  mais  avec  une  directrice  quelconque.  La  formule  (38) 
s'ecrira 


rfV  =  ((/5  +  SW6)U|, 

si  nous  appelons  s  Tangle  de  contingence  de  cette  courbe.  On 
aura  d'apres  cela 

Le  volume  de  la  surface-tube  s'exprime  done  par  la  somme  de 
deux  autres,  a  savoir:  I®  le  produit  de  I'aire  constante  par 
Tare  que  decrit  sur  la  directrice  cclui  de  ses  points  qui  guide 
le  mouvement  normalement  a  cette  courbe;  2®  le  produit  de 
cette  m^me  aire  par  I'arc  de  cercle  que  decrirait  son  centre  de 
gravite  en  tournant  de  Tangle  total  de  contingence  autour  de 
Taxe  mene  par  le  point  decrivant  perpendiculairement  au  plan 
de  la  directrice  (*). 

61.  Surfaces  de  gyration,  —  Je  designe  ainsi  les  surfaces  en- 
gendrees  par  la  rotation  d'un  profil  meridien  dont  un  point 
decrit  un  cercle,  mais  qui,  au  lieu  de  resler  invariable,  comnie 
pour  les  corps  de  revolution,  se  modifie  liomothetiquement  par 
rapport  a  ce  point  d'apres  la  loi  ^(G). 

Prenons  pour  unite  le  rayon  p  du  cercle  qui  sert  de  dire- 
ctrice. Son  arc  V-5  sera  mesure  par  ^/6,  et  la  formule  (38)  de- 


(')  Voy.  le  in»''iTioire  de  M.  Kcenigs  sur  les  eurfaces-tuyaux. 
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viendra 

rfV  =  (l+5'i9)Ui(pVfl, 

d'od  en  integrant 

V  =  Ui  /  (p2(flye + u,  $'i  /  9»(eyfl . 

Je  nc  m'arreterai  pas  a  des  applications  particuliercs. 

62.  Smirales  sirmso'ides,  —  Envisageons  commc  directrice  la 
spirale  sinuso'ide 

/•«  ==  C*  cos  7l6  , 
d'ordre  quelconque  n 

F  .=  C  cos  *  nfl  »         F'  =  —  C  cos  ^     nO  sin  nO  , 

li 

V/F2  +  F'«  =  Ccos«      nfl. 

Nous  laissons  la  generatrice  quelconque.  TouteFoi.s,  pour  sim- 
plifier  les  resultats,  nous  la  supposerons  centree,  c'est-a-dire  de- 
crivant  la  directrice,  soit  par  son  centre  de  gravite  lui  menie,  soit 
par  la  projection  equatoriale  de  ce  point.  En  un  mot:  ^'i  =0. 

Nous  admettrons  en  outre  la  similitude  vectorielle  d'ordre 
quelconque /?.  La  relation  (38)  donne  alors: 

—  =  ^  /FM-  F^*  -  UiC  COS  — ^-nO  , 
V«UiC   I    cos~"ir"wS.^fl, 


X' 


en  integrant  depuis  Taxe  polaire  (6  =  0,  r=C)  jusqu'a  un  azi- 
mut  quelconque. 

On  peul  en  particulier,  lorsque  n  est  positif,  integrer  jusqu'a 

0  =  -^;  ce  qui  correspond  a  r  =  0,  en  embrassant  une  demi- 

boucle  de  la  directrice. 

63.  Quel  que  soh  Tordre  n,  nous  pouvons  reussir  Tintegra- 
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tion  en  employant  une  loi  vecforielle  toujours  la  meme,  a  savoir 
la  variation  des  dimensions  de  la  generatrice  en  raison  inverse 
de  la  moyenne  geonietrique  entre  le  rayon  vecteur  et  la  lon- 
gueur qui  sert  d'unite. 

Get  enonce  donne  en  effet: 


1  2/>--n+l 

n 


p — J.  -j^ — 1. 


-ccf. 


de  UiC  ,  /  nfl 


cos  nO 


=  -— Log  tang  ^_  +  -j 


On  peut  notamment  appliquer  ce  resultat  aux  directrices  tres 
simples : 

n== — 2  ,  Hyperbole  equilalere,  rapportee  a  son  centre, 

—  1  ,  Ligne  droite  quelconque, 

—  ~,  Parabole,  rapportee  a  son  foyer, 

+  ty  ,  Cardioide,  rapportee  a  son  rebroussenient, 

+  I  ,  Cercle,  rapporte  a  un  de  ses  points, 

-f-  2  ,  Lemniscate  de  Bkr.xoulli,  rapportee  a  son  centre. 

64.  Posons  maintenant 
(40)  2/?-~n+l  ^^  (N+l)n-2/?=l, 

cosN  ;i(?^/e  = -ii^  I    cosN«^/a. 
0  n    Jo 

Attribiions  par  la  pensee  a  N  diverses  valeurs  determinees  arbi- 
trairement;  puis,  pour  cliacune  d'elles,  faisons  varier  correla- 
tivement  n  ei  p  de  maniere  a  satisfaire  par  leurs  couples  de 
valeurs  simuitanees  a  la  condition  (40).  Si  nous  conservons  a 
Tazimut  0  une  meme  valeur  pour  former  la  limite  de  Tintegra- 
tion,  Ton  voit  que  la  diflercntielle,  et  par  suite  Tintegrale  definie, 
resteront  identiques  pour  ces  diverses  hypotheses.  De  la  une 
infinite  de  families  (de  [)aramelre  N)  composees  chacune  d'une 
infinite   de   surfaces   (de  parametres  conjoints  n,  p)  Icsquelles, 
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bien  que  profon dement  difierentes  les  unes  des  autres  par  la 
forme,  presentent  cette  propriele  remarquable  d'avoir  toutes, 
pour  le  meme  azimut  liinite  6,  un  meme  volume,  dont  la  valeur 
ne  varie  que  d*une  famille  a  Tautre  avec  N. 

On  pourrait  m^me,  toutes  les  fois  que  N  recevra  une  valeur 
commensurable,  employer  Tanalyse  indeterminee  du  premier 
degre  a  chercher  pour  n  et  p  des  systfemes  de  valeurs  entieres 
qui  satisfassent  a  I'equation  (40),  de  maniere  a  obtenir  des 
spirales  sinusoides  et  des  lois  vectoriclles  simples. 

Les  syst^mes  de  valeurs  de  n  et  ^  qui  satisfont  a  la  condi- 
tion (40)  pour  une  famille  determinee  N,  se  groupent  deux  par 
deux  pour  des  valeurs  de  n  egales  et  de  signes  contraires.  Elles 
correspondent  a  des  spirales  sinusoides  transformees  I'une  de 
Tautre  par  rayons  vecteurs  reciproques,  et  respectivement  as- 
sociees  aux  lois  vectoriclles 

(N+l)n-l  ,  (N+l)n  +  l 

qui  satisfont  a  la  relation 

II  s'attachera  de  m^me  un  inter^t  special  aux  families  d'or- 
dre  N  entier  et  de  signe  quelconque;  car  Tintegration  peut  alors 
toujours  s'efTectuer  entierement  par  les  methodes  classiques. 
J'indiquerai  a  cet  egard  les  cas  les  plus  simples. 

65*  Supposons  en  premier  lieu 

et  considerons  comme  exemple  dans  cette  famille  le  cercle 
passant  par  le  p61e  (n  =  \).  II  s'ensuit:  p=0,  c*est-a-dire  la  loi 
vectorielle  des  surfaces-tubes.  On  obtient  ainsi  un  anneau  en- 
gendre  par  la  revolution  d'une  aire  quelconque,  dont  le  centre 
de  gravite  parcourt  un  cercle.  La  formule  (40)  donne  alors 

V  =  UiCe. 

Dans  cette  expression  C  designc  le  diametre  du  cercle,  et  0 
Tangle  inscrit.  CO  est  done  le  produit  du  rayon  par  Tangle  au 
centre,  c*est  a-dire  Tare  du  cercle  directeur.  D*ailleurs  Uj  re- 
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presente  I'aire  generatrice.   On  retrouve  done  le  theordme  de 

GULDIN. 

66.  Soil  en  second  lieu 

V  =  U|C  I    cos  Tifl^fl  =  ^^  sin ne . 


■i: 


n 


Comme  premier  exemple  dans  cette  seconde  fainille,  consi- 
derons  la  parabole  rapportee  a  son  foyer 

7i  =  -l,        />  =  -l;         V  =  2UiCsin|-. 

La  similitude  de  la  section  generatrice  doit  alors  se  regler  en 
raison  inverse  du  rayon  focal.  Si  Ton  etend  Tintegration  jusqu'a 
6  =  ^,  il  vient  pour  le  volume  du  denii-solide  indefini 

V'  =  2iUC, 
et  pour  le  corps  entier 

V'  =  4UiC. 

Prenons  comme  second   exemple  de  cette   meme  famillc  la 
cardioide 

1 

surface-tube  dont  la  directrice  est  conjuguee  de  la  precedente 
par  rayons  vecteurs  reciproques,  et  donne  les  memes  formules. 

67.  Envisageons  encore  la  famille  de  surfaces 

N  =  2;        p-^ — 2 — '         "=       2 — ' 

V=UiC  1    cos«nerfe  =  -*-  I    (l+cos2ne)rf6 
Jo  i  Jo 

=  ^'(2ne-sin2ne). 
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Comme  premier  exemple,  prenons  le  cercle  passant  par  le 
p6le 

n=l,         />=!;         V=^(2e-sin2fl). 

La  surface  est  purement  vectorielle,  et  nous  retrouvons  Tanneau 
variable  a  section  normale  (N**  48).  Le  volume  du  corps  en  tier 
(pour  6  =  7:)  est  le  suivant 

c'est-a-dire  le  produit  de  Taire  generatrice  par  la  moitie  de  la 
circonference  directrice. 

La  surface  conjuguee  sera,  en  changeant  le  signe  dc  n 

71  =  —  I,         p  =  —  2. 

Sa  directrice  est  une  ligne  droite.  Les  dimensions  de  la  genera- 
trice  varient  en  raison  inverse  du  carre  du  ravon  vecteur,  et 
par  consequent  son  aire  en  raison  inverse  de  la  quatrifeme  puis- 
sance. Le  solide,  quolquc  infini  en  longueur,  comme  celui  que 
nous  avons  derive  de  la  parabole,  restc,  ainsi  que  ce  dernier, 
de  volume  fini,  represente  par  la  formule  precedente. 

68*  Je  prendrai  une  dernicre  application  parmi  les  valeurs 
negatives  de  N.  L'hypollifese  N  =  —  I  serait  precisement  celle 
qui  a  permis  de  reussir  Tintegration  (N°  63) »  pour  une  valeur  tout- 

a-fait  quelconque  de  71,  avec  la  loi  speciale  p==  —  — .  II  nW  a 
pas  a  y  revenir. 

Passons  done  a  la  valeur 

N 2;        ,_— 1±i,         n- (2,.  +  r); 

^0    COS*  710  n 

Comme  premier  exemple  dans  cette  dernicre  famille,  envisa- 
geons  le  cercle 

71=1,         /?  =  — 1;         V  =  UiCtange. 

Les  dimensions  de  la  generatrice  varient  en  raison  inverse  du 
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rayon  vecteur;  et  Ton  obticnt  une  sorte  de  conque  evasee  en 
forme  de  cor.   Son  volunie  total  serait  infini;  mais  on  pent  le 
deduire  dc  la  forinule  precedente  pour  un  azimut  pousse  aussi 
pres  que  I'on  voudra  de  %. 
La  figure  conjuguee 

correspond  a  une  directrice  rectiligne,  avec  section  constante. 
C'est  done  un  cylindre  quelconque  a  bases  paralleles;  et  son 
volume  connu  nous  fournit  une  verification  de  la  formule  pre- 
cedente. 

69.  Surfaces  nautiloides.  —  Arrivons  enfin  a  Tobjet  principal 
de  ces  etudes:  les  surfaces  nautiloides,  a  front  normal,  dire- 
ctrice spirale  et  similitude  vectorielle  ordinaire  (/?=  1).  La  gene- 
ratrice  reste  quelconque;  et  c'est  a  titre  particulier  que  Ton 
pourra  invoquer,  pour  le  nautile  Ii  front  circulaire  normal 
(N®  49),  le  resultat  general  que  nous  allons  formuler. 

La  relation  (37)  donne  alors,  pour  k  =  0 

r^dr 
d\  =  71^  =  (ji,)  +  |i|  sin  a) 


COSfl 


d*oCi  (*),  en  integrant  a  partir  du  pole  (r  =  0). 

V  =  — ^^^' — (l+^'isina)r3. 
3cosfl  ^        ^  ^ 

11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  formule  totalise  le 
volume  de  toutes  les  spires  consecutives,  qui  parfois  se  pene- 
trent  mutucllement  dans  une  meme  portion  de  Tespace.  Mais  il 
est  facile  de  s'affranchir  de  cette  complication.  II  suffit  a  cet 
egard  de  se  limiter  a  revaluation  d*un  troncon  d'amplitude 
inferieure  a  2?:.  II  sera  la  difference  de  deux  expressions  sem- 


(0  Dans  cette  formule,  et  toutes  les  suivantes  relatives  aux  surfaces 
nautiloides,  a  disparu  rhomog^n^it^,  que  nous  avions  au  contraire  mise  en 
Evidence  pour  Ics  spirales  sinusoides;  attendu  que  I'equation  (35)  de  la 
spirale  logarithmique  suppose  que  Ton  a  pris  pour  unite  la  longueur  01 
interceptdc  sur  I'axe  polaire. 
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blables  a  la  precedente;  et  dans  cette   soustraction    la  partie 
compliquee  aura  identiquement  disparu. 

Supposons  en  particulier  une  generatrice  centree  sur  la  ver- 
ticale  du  point  decrivant  (^'i  =  0).  II  vient  alors  plus  simple- 
ment,  pour  le  volume  compte  a  partir  du  p6le 

V  = r* 

3  cos  a 


» 


et  pour  un  troncon  limite  M'M'' 

3  cos  a  ^       cos  a  '  3 

Or represente  Tare  s  de  la  spirale  logarithmique  compte 

a  partir  du  p6le,   et  Uir'  mesure  la  section  U  au  point  quel- 
conque  M  de  rayon  r.  On  pent  done  ecrire 


V"-V'  =  (^'-,')^^^^^±^^'. 

D'apr^s  cela,  le  volume  d^un  tronc  limite  de  natUilo'ide  a  fiont 
normal  quelconque,  mats  centre,  est  le  produit  de  tare  de  spirale 
que  decrit  le  centre  de  gravite  de  Vaire,  par  la  moyenne  arilhme- 
iique  de  la  grande  base,  de  la  petite  base,  et  d^une  moyenne  geo- 
metrique  entre  ces  deux  bases. 


Centres  de  gravity 

70.  La  recherche  du  centre  de  gravite  (c'est-a-dire  celle  du 
moment  du  premier  ordre)  se  fera  en  supposant  dans  les  ibr- 
mules  generales  du  §  VIII,  k=  \,  Les  coordonnees  de  ce  centre 
sont  en  effet  le  quotient  par  V  (dont  nous  possedons  maintc 
nant  Texpression)  des  moments  Srjr,  Svy,  Hvz.  Nous  rcpre- 
nons  d'ailleurs  une  entiere  generalite  pour  les  trois  fonctions 
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Nous  poserons  d'abord  des  formules  fondamenlales  (fig.  9) 
a:  =  Op  =  OM  cos  MO  A  +  M;*  cos  (MO  A  —  KMO) 


6 


-(!-«)]• 


=  r  cos  6  +  ^  cos 
c*est-a-dire 

(41)  jr  =  rcose  +  5sin(e  +  fl), 

et  de  m^me 

(42)  y  =  r  sin  6  —  5  cos  (6  +  rt) . 

Prenons  d'apres  rela   le  moment  relatif  au  plan  YOZ,  qui 
nous  fournira  I'abscisse  du  centre  de  gravite(*), 

(Hjvx  =  r  cos  6 St;  +  sin  (0  +  «)  SI'S  =  ^o^  ^^*  6  +  wi  sin  (6  +a) 
=  (7/IqH ]rcos6rf5-|-  (7/11  +  -  -)(sin6.rfscosa  +  cos6.rf5sin^) 

=  mjlq  +  --  jJLi  ]  cp^r  cos  Ms  +  uii  +  —  jiaj  cp'  (rfr  sin  6  +  r  cos  9 flfO)  . 
Nous  aurons  done,  en  divisant  par  d 

(4  3)  -^  Y.VX  =  jio  ?*/•  cos  9  — 

+  ,Mcp^(^cose-^  +  rcose  +  Jsine) 


+  \^t^^  [r  cos  6  +  -^  sin  6 j . 


(I)  Je  crois  devoir  signaler  k  Tattention  que,  dans  cette  formule,  et 
pour  un  grand  nombre  des  suivantes,  le  signe  de  sommation  2  s'^tend 
dans  le  premier  membre  k  tout  Tensemblc  du  corps  consid^r^  et,  dans  ]e 
second,  seulement  k  la  tranche  infinit^siuiale.  C'est  au  fond  le  dY>  du  pre- 
mier membre  qui  equivaut  aux  X  du  second ;  les  deux  membrcs  des  Equa- 
tions se  rapportant,  bien  entendu,  au  m5me  systems  materiel. 


+  l^i?^  (—  ^''^  ^  "^  +  ^'  ^'"  ^  ~  "^^^^  ^^) 


84 


On  trouverait  par  une  marche  semblable  (42) 

(44)  -^Svy  =  [iocpVsine^ 

ds    ,        .    ^       dr 
sin  0  - 

P 
+  [^«?*  (^  sin  0  —  -T^  cos  6 j . 

71.  Envisageons  en  troisieme  lieu  Taltitude  z.  II  vienl  a  eel 
egard  (N°  54) 

d^vz  =  Sttz  1 1  H \ds  =  ds^uz  +  —  SwzP  • 

\         91  P 

Nous  avons  represente  ci-dessus  par  7/ii,  Wi,  . . .,  les  inlegrales 
Ztt^,  Stt^*,  . .  . ,  fonclions  de  la  seule  abscisse  ^  de  relenient  u. 
Designons  de  menie  par  /i,  /i,  ..,,  les  integrales  ^uz^  Stt«*, ..., 
fonclions  de  I'altilude  z  uniquement;  el  encore  par  f^  I'inte- 
grale  Ymz^  qui  depend  a  la  fois  des  deux  coordonnees.  Ces 
symboles  representent,  au  nicnie  tilre  que  les  precedents  ;«, 
des  quantites  qui  doivent  etre  considerees  comrae  connues 
d*apres  Tequation  de  la  generalrice  (§  XIV). 

De  plus  nous  poserons,  comme  au  N^  55,  en  nous  rapporlant 
au  meme  point  arbitraire  I 


II  viendra  dans  ces  conditions 

(45)  ^2,,  =  (xj  +  lv,)cp 


3^ 
db' 


En   substituant  dans  les  forinules  generales  (43),  (44),  (45), 

ds 
les  expressions  classiques  de  -^  et  p,  nous  possederons  done 

en  fonction  de  6,  cp,  F,  F',  F"  les  derivees  par  rapport  a  6  des 
moments  relatifs  aux  trois  plans  coordonnes,  et  le  probleme  se 
trouve  ainsi  raniene  aux  quadratures. 

72.  Attachons  nous  specialement  au  cas  des  surfaces  nauti- 


8'. 
loides,  pour  lesquelles  nous  avons 


?= 

F, 

ds 

r 

'(/d~ 

sin  a 

p= 


do  dO       sin  a  ^      sin  a 

II  vicnt  alors  (43),  avec  une  valeur  constante  pour  a 

■ 

dl,vx  -  cos  9  .  /  u  I    cos  a  \ 

,a     =  [Ao'*-: h [A|/'* (2  cos 0  +  — ; Sin d] 

dd  "     sm  a  \  sm  a  / 

+  uLir*sina  I  cos  OH — ; sinO), 

^  \  sma  / 

et  par  suite: 

^♦aO  sin  6  dd 

■oo 

\sina        *^  /J-oo 

Rien  ne  serait  plus  facile  que  de  transcrire  le  resultat  de  ces 
integrations,  qui  sont  classiques;  mais  nous  pouvons  en  sim- 
plifier  Texpression  de  la  nianiere  suivante. 

Le  centre  de  gravite  du  volume,  etendu  depuis  le  p6le 
jusqu'au  front  normal  mene  par  le  point  decrivant  M,  d'azi- 
mut  0,  fait,  d'apr&s  la  similitude  fondamentale,  partie  de  I'edifice 
geometrique  dont  ce  point  est  le  directeur.  U  suffit  done  de 
determiner  la  position  de  ce  centre  dans  Tedifice  pour  un  seul 
instant;  par  excmple  pour  le  point  de  repfere  I,  qui  a  ete  choisi 
sur  Taxe  polaire.  Le  centre  G  occupera  ensuite,  par  rapport  au 
terminus  quelconque  OM,  une  position  homothetique  de  celle 
que  presente  ce  dernier  Gi  relativement  a  OL 

En  un  mot,  il  nous  suffit  d'integrer,  non  plus  de  —  oo  k  0, 
mais  de  —  oo  a  zero.  Ces  quadratures,  qui  ont  naturellement 
des  expressions  plus  simples  que  les  precedentes  sont 


J  —oo 


>e3mer/e=-      ""'" 


1  +  15  cos*  a 


1  +  15  cos' a 

Vol.  Ill  —  N.»  2 
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et  nous  donnent 

(1  +  15  cos^  a)  (Svjr)i  =  —  sin*  a  cos  a  I-} [-  lij ) 

+  4  sin  fl  cos  a  [-~^-  +  2|i|  +  [ij  sin  a) , 

\sin  a  I 

c*est-a-clire  finalement 

(1  +  15  cos*  a)  (Lvx)i  =  4|i(, 
+  [li  sin  a  (8  —  cos  a)  +  [ij  sin  a  (4  sin  a  —  1)  • 

On  tt^uvera  de  m^nie  (44) 

(I  +  15  cos*tf)  (£»y)i  =  —  [Iq  sin  a 
—  2|xi(l  +cos'tf)  — jxi  sina(l  +  3  cos* a)  • 

En  ce  qui  concerne  le  troisieme  moment,  il  nous  vient  (15) 

d  r* 

Srz  -B  (Xi  +  X'f  sin  a) 


dO  cos  a 


-,         X|  +  X'fsina  l     .^k  ,^         sin  a     /^     ,  ^,     .      v   <»« 
cos  a       ^-00  4  cos' a 

et  en  particulier  pour  le  point  I 

§xi 

Lieux  giomitriques  de  centres  de  graviti 

73.  Proposons  nous  la  recherche  du  lieu  geometrique  du 
centre  de  gravite,  lorsque  vient  a  sc  mouvoir  le  point  decri- 
vant,  terminus  d*un  troncon  variable.  Nous  distingucmns  a  cet 
egard  trois  problemes  diflerents. 

Nous  pouvons  en  eflct  envisager:  1®  le  lieu  du  centre  de  gra- 


Hi 


vite  7  de  I'aire  generatrice  sans  epaisseui  U  comprise  dans  le 
plan  de  front ;  2°  celui  du  centre  de  gravite  g  du  tronc  de  cy- 
lindre  infiniment  mince  d\  compris  entre  ce  front  et  le  suivant; 
3^  oil  enfin  celui  du  centre  de  gravite  G  du  tron^on  fini  V  ren- 
ferme  entre  une  section  fixe  et  un  front  variable.  Abordons  suc- 
cessivement  ces  trois  questions. 

74*  J'appellerai  r',  0\  z'  les  coordonnees  du  centre  de  gra- 
vite 7  de  I'aire  sans  epaisseur  de  la  section  generatrice.  II  se 
trouve  determine,  dans  le  plan  de  front  lui  m^me,  par  cette 
altitude  z'  et  son  abscisse  ^  relative  au  point  directeur  M 


(46) 


Marquons  par  Yq  sur  la  figure  10  la  projection  equatoriale  du 
centre  de  gravite  f  de  I'espace. 


Fig.  10 
Le  triangle  OM^  nous  donne  en  premier  lieu 


Oyo  =  OM'  +  Mt5  —  20M  •  Myo  •  cos  OMfo- 


On  a  d'ailleurs 


cos  OM  Yo  =  —  sin  a  «  — 


zf/d 
(is 


V^F«+F'* 


•  • 
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II  vieiit  done 


V' 


(47)  r'==\/r«+5'M-2r5 


/F* + r« 


En  remplacant  r  par  F,  et  ^'  par  rexpression  (46),  nous  aurons 
celle  de  r'  en  function  de  0. 

Le  menie  triangle  donne  en  second  lieu 

sin  MO^Q         sin  OM^q 
Wo  OT^       ' 

c'est-a-dire 

&  P     dr        S'  F' 

(48)       sin(«-y)  =  4-cosa  =  4-  4^  =  4"  -7^^^=  • 

En  substituant  pour  ?'  et  ;'  les  valeurs  (46)  et  (47),  nous  obti- 
endrons  celle  de  V  en  fonction  de  0. 

L'elimination  du  parametre  0  entre  les  expressions  (47)  et 
(48)  fournira,  avec  les  coordonnees  polaires,  r\  0',  Pequation 
du  lieu  geometrique  de  la  projection  equatoriale  Yq  du  centre  f. 
Quant  a  I'altitude  z'  de  ce  dernier,  elle  participe  a  la  simili- 
tude generale  dont  le  rapport  regulateur  est  cp.  On  a  done,  en 
se  reperant  au  point  I 

^'  _^(P)  . 
zi  •       ?(o) 

En  adjoignant  cette  relation  aux  deux  precedentes  (47)  et  (48) 
pour  Teliinination  de  0,  Pon  obtiendra  entre  r',  0\  z'  les  deux 
equations  du  lieu  geometrique  du  centre  de  gravite  7  dans 
I'espace. 

75.  Passons  au  second  probleme,  en  envisageant,  a  la  place 
de  Y,  le  centre  de  gravite  g  du  volume  de  la  tranche  infinitesi- 
male. 

Designons  par  r'\  0'\  z"  ses  coordonnees,  et  par  ?"  son  abscisse 
dans  la  section  frontale  par  rapport  au  point  directeur  M.  Si 
I'on  remplace,  sur  la  figure  10,  fo  par  ^q,  projection  de  ^,  il  n'y 
aura  rien  a  changer  pour  la  marche  des  calculs,  si  ce  n'est  que, 
duns  la  relation  (46),  les  integralcs  m^  relatives  a  Paire  sans  epais- 
seur,  doivcnt  etrc  rcmplacees  par  les  n,  qui  se  rapportent  au 
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Tolumc  dc  la  tranche.  II  viciit  ainsi : 


(49)     5"  =  ^  = £ rh-"?""^    ''*'^ 


mi 

+ 

7WJ 

5" 

^^.^ 

ni 

^^ 

P 

"o 

niQ 

+ 

^y.+J^.  M  +  Hf 


£n  substituant  (49)  a  (46),  on  n'aura  qu'a  conduire  des  elimi- 
nations semblables  pour  obtenir  entre  (/•'^  0"),  ou  entre  (y-'',  6", «") 
les  equations  respectives  du  lieu  geumetrique  de  gQ  sur  I'equa- 
teur,  ou  de  g  dans  Tcspace. 

76.  La  modification  sera  plus  profonde  pour  la  troisieme 
question.  En  effet  G  ne  se  trouve  plus  dans  le  plan  de  front, 
comme  g  et  comme  7.  Nous  appellerons  (r"\  6'",  z' ')  ou  (x^",  y'", 
z"'),  ses  coordonnees. 

Une  premiere  methode  consistera  simplement  a  eliminer  0 
entre  les  expressions  qui  nous  sont  connues  (43),  (44),  (45)  et 
(39) 

V  ^  V  V 

En  les  envisageant  toutes  les  trois  a  la  fois,  on  obtiendra  les 
deux  equations  du  lieu  de  G  dans  Pespace.  Si  I'on  se  borne 
aux  deux  premieres,  elles  foumiront  celle  du  lieu  de  sa  proje- 
ction Gq  dans  le  plan  de  I'equateur. 

Mais  nous  pouvons  d'autre  part  rattacher  cette  recherche  a 
des  apercus  tout  differents. 

77.  Si  Pon  decompose  un  systeme  materiel  quclconque  en 
diverses  parties,  pour  condenser  en  leurs  centres  de  gravite 
respectifs  leurs  masses  individuelles,  on  constitue  par  la  un  sys- 
teme fort  different,  dont  le  centre  de  gravite  est  neanmoins  reste 
le  meme. 

Appliquons  ici  ce  principe,  et  condensons  au  centre  de  gra- 
vite g  de  Tune  des  tranches  elementaires  sa  masse  rfV,  en  la  re- 
partissant  sur  I'arc  infinitesimal  ds"  qui  en  traverse  Tepaisseur 
le  long  du  second  des  lieux  geometriques  que  nous  avons  ap- 
pris  a  determiner  (N®  75).  Si  Ton  fait  cette  operation  pour 
toutes  les  tranches,  cette  ligne  5"  se  trouvera  transformee  en  un 
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rfV 
systeme  materiel  de  densite  variable  -j^ ;  lequel  aura  le  mdme 

centre  dc  gravite  G  que  le  volume  du  troncon  V  correspondant 
aux  m^mes  limites. 

Or  la  formule  (38)  nous  donne 


rfV=(|io  +  [n|)?V., 


P/ 

en  fonction  de  0  et  M^  et  par  suite  aussi  en  0''  et  dW  d'apr&s 
les  elements  de  Telimination  relative  a  la  seconde  question.  L'arc 
dtl^  nous  est  connu  de  mdme  en  V'  et  dV\  La  densite  le  sera 
done  de  son  c6te  en  0'',  ou  si  Ton  veut  en  5". 

Le  troisi^me  probleme  se  trouve  ainsi  ramene  a  cette  autre 
recherche  d'ordre  general:  trouver  le  centre  de  gravite  d'une 
courbe  dont  la  densite  variable  est  exprimee  en  fonction  de  son 
arc.  Les  coordonnees  de  G  seront  ainsi  obtenues  en  fonction 
de  ^'y  ou  de  0'',  et  Telimination  du  param^tre  auxiliaire,  con- 
duite  comme  au  N°  76,  en  fera  connaitre  le  lieu  geometrique. 

78.  Cette  methode  pent  dtre  employee  pour  les  surfaces 
nautiloides. 

A  la  verite  la  remarque  invoquee  ci-dessus  (N**  72)  que  les 
centres  de  gravite  y«  g^  G  sont  lies  a  I'edifice  geometrique, 
su£Bt  alors  a  nous  montre  a  priori  que  leurs  lieux  geometrigues 
sont  des  c6nh61ices;  mais  nous  ne  saurions  nous  en  tenir  a  ce 
simple  apercu,  et  nous  poursuivrons  leur  determination  com- 
plete. Jc  me  bornerai  toutefois  a  la  recherche  du  lieu  G,  qui 
exige  la  connaissance  prealable  de  celui  de  g\  mais  nous  ne 
nous  arr^terons  pas  au  lieu  geometrique  de  y*  qui  s'obtiendrait 
d'une  maniere  toute  semblable. 

Nous  avons  d'apris  les  formules  (35),  (49),  (47) 

g»^^  sing      ^^     ,^[n+|nsing  ^/^      •    jr 

H      ...  h)  +  |Msina'  ji^  +  fusinfl' 

sma 

si  nous  employons  I'abreviation  j  pour  designer  le  radical 

J—  /(lAo+I^i  sin  a*)-f  (jii+jij  sin  a)*4  2(|i(j +|ii  sin  a)  (|ii+[ij  sin  a)  sin  a. 
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U  nous  vient  d'autre  part  (48) 

•     //J        A'f\         ^"  cos  fl  . 

sin  (v  —  »  )  =  —7^  cos  a  «  — : —  (jxi  +  |ij  sin  a)  , 

0"  ■»  0  —  arc  sin  I  — : —  (|i|  +  jii  sin  a)    , 
et  par  consequent,  en  eliminani  0  enire  ces  deux  valcurs 

si  I'on  fait  pour  abreger 

cos  a 


8  = 


arc  sin 


(,M  +  ,M  sin  «)]  +  tang  a  Log  [,^^,^^^i„j 


Le  lieu  de  la  projection  gQ  du  centre  de  gravite  g  des  tran- 
ches infinitesimaies  est  done  une  spirale  logarithmique  egale  a 
la  directrice,  mais  deviee  de  I'angle  i. 

Quant  a  I'altitude  z^'  de  g^  elle  est  donnee  par  la  formule 
suivante,  semblable  a  (49) 

z'  =  ^ — '  , 

d'oCi,  en  renipla^ant  cp  par  ;-,  et  p  par  — ? 


z^'==r 


sin  a 
Xj  +  Xj  sin  a 


H  +  Vi  sin  «  ' 
c*est-a-dire 

„  _  Xi  +  Xj  sin  a    aJO"+  arc  sin  [^  (li|  +  Hi  sin  a)]  I 

[jlq  +  [11  sin  a 

2/'  est  done  proportionnel  a  r'\  et  par  consequent,  dans  Tes- 
pace,  le  lieu  de  g  est  la  c6nhelice  qui  a  pour  equation 

z"  =  (Xi  +  Xf  sin  a)  ;•"  . 

78.    Cette  ligne   conservant   une   inclinaison   constante   sur 
rhorizon,  si,  apres  y  avoir  reparti  la  masse  des  tranches  qu'elle 
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traverse,  on  rabat  verticalement  toutes  ces  masses  sur  la  proje- 
ction equatoriale,  on  constituera  une  spirale  logarithmique  ma- 
terielle  possedant,  en  fonction  de  son  propre  arc,  une  loi  de 
densite  identique  a  celle  de  la  c6nhelice.  Le  centre  de  gra- 
vite  G  de  cette  derniere  se  trouvera  done  sur  la  verticale  de 
celui  de  cette  spirale  logarithmique. 

Si  d*un  autre  cote,  en  reprenant  sur  la  c6nhelice  les  masses 
qu'on  y  avait  repartics,  on  les  transporte  horizon talcment  sur 
cette  verticale,  cette  operation  ne  changera  pas  le  centre  de 
gravite  cherche.  II  n'est  done  autre  finalement  que  celui  de  cette 
droite  heteixtgene.  Mais  les  arcs  dc  c6nhelice  sont,  d'apres  la 
Constance  de  son  inclinaison,  proportionnels  a  ces  elements 
de  verticale.  La  densite  de  cette  derniere  suivra  done  encore, 
en  fonction  de  Paltitude,  la  meme  loi  qne  celle  de  la  spirale  en 
fonction  de  son  arc. 

Or  Telement  infinitesimal  du  troisieme  ordrc  v  est  propor- 
tionnel  a  tuis,  par  suite  a  r^dr,  a  /''V/*'',  ou  encore  a  s'^^ds''^ 
sur  la  spirale,  ct  a  z^'^dz'^  pour  la  verticale.  La  densite  varie 
done  sur  ces  deux  lignes  en  raison  de  s"^  et  de  2"^, 

En  ce  qui  concerne  la  verticale,  Paltitude  z"'  du  centre  de 
gravite  G  s'obtiendra  d'apres  cela  immediatement 


X 


h^dh.h 


I  hl^dh 


Quant  a  la  spirale  logarithmique,  j'ai  traite  dans  une  autre 
occasion  (Comptes  rendus  de  rAcademie  des  Sciences,  tome  cxui, 
page  1174)  de  la  recherche  du  lieu  geometrique  des  centres  de 
gravite  de  cette  courbe  lorsque  sa  densite  varie  en  raison  d'une 
puissance  quelconque  de  son  arc,  enti^re,  fractionnaire  ou  in- 
commensurable, positive  on  negative.  J'ai  montre  alors  (^)  que 
ce  lieu  est  une  spirale  logarithmique  dont  j'ai  determine  les 
elements.  Je  me  bornerai  ici  a  les  transcrire  pour  le  seul  cas 
qui  nous  occupe,  dans  lequel  I'exposant  est  egal  a  2. 

Si  Ton  emploie  la  notation  auxiliaire 

cot  P  =  4  cot  a  , 


(I)  Sous  certaines  reserves  relativea  k  rezposant  o^gatif,  qu*il  est  inu- 
tile de  rappeler,  puisque  ce  cas  ne  se  pr^sente  pas  ici. 
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on  a  pour  les  coordonnees  liorizontalcs  de  Gq 

a?'"  =  3;-"  sin  p  cos  («"  -  P) , 
/'-.3;'"sinpsin(«"-p), 

et  pour  le  lieu  de  ce  point 

e'est-h-dire  une  spirale  logarithmique  egale  au  lieu  geometrique 
de  gQ  et  device  de 

4                  /I          N  I              w       /           3  cos  a  \ 

A  =  arc  cot  (4  col  a)  +  tang  a  Log  (  — — ) , 

\  v/sin*  a  +  1 6  cos*  a/ 

ce  qui  revient  finale ment  a  faire  tourner  la  direc trice  de  I'angle 
8  +  A. 

Si  Ton  resolvait  numeriquement  par  rapport  a  Pangle  a 
Tequation  transcendante 

on  determinerait  ainsi  des  surfaces  nautilo'ides  speciales,  dont  la 
directrice  (quelle  que  soit  la  generatrice)  contient  en  ell^-m^me 
tous  les  centres  de  gravite  du  volume  croissant  a  partir  du 
p6le. 

§XII 

Moments  d*inertie 

80.  La  recherche  des  moments  d'inertie  se  fera  en  suppo- 
sant,  dans  les  formules  genei*alcs  du  §  VllI:  k  =  2. 

Si  Ton  dcmande  le  moment  d'inertie  d'un  corps  par  rapport 
a  un  axe  quelconque,  la  theorie  generalc  permet  de  passer  de 
cette  droite  a  une  autre  menee  parallelement  par  le  centre  de 
gravite  (lequcl  nous  est  connu,  §  X),  puis,  au  moyen  d'une  ope- 
ration inverse,  de  celie-ci  a  une  troisit^me  tiree  parallelement 
par  Porigine  des  coord(mnees.  Nous  pouvons  done  nous  borner 
a  cnvisager  les  axes  issus  de  ce  point. 


En  second  lieu,  la  theoric  generate  raltaclie  le  momeDL  d'iner- 
tie  relatif  a  une  semblabic  droite,  au  nioyen  de  I'ellipso'ide  de 
PoL\soT,  a  revaluation  dea  six  integrates 

(50)  Sp(y>  +  »*).       2i.(x«  +  j»).       2r(*«  +  s«); 

La  recherche  des  deux  premieres  pent  etre  remplacee  par 
celle  de  leur  somme  et  de  leur  dilTerence 

SSut*  H-  St  (*«  +  y») ,         So  (x*  -  y*) . 

Nous  substiluerons  done  aux  trois  premieres  evaluatiuns  les  trois 
suivantes,  qui  seront  plus  avantageuses 

De  III  six  questions  a  resoudre  successivement. 

La  premiere  est  des  plus  simples.  11  vient  immediatement 


(/Sm*  =  S«     1+ ' 


P 


Si   done  nous  emptoyons  ccs  notations  analogues  aux  pr^e- 
dentes  (N'  71) 


nous  obtiendrons  la  valeur 


Lb5x«, 


(51) 


5-S«*  =  /,  +  ^=    X,  +  XV,U«- 


dans  laquelle  il  suffira  de  substituer  les  expressions  difleren- 
tielles  de  p  et  -^  en  fonction  de  F,  F',  F"  pour  que  le  probleme 
se  trouve  ramene  aux  quadratures. 
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81.  Nous  avons  en  second  lieu  (52),  (53) 


=  S|[rcos«  +  ?sm(e  +  a)]2  +  [rsin«  — 5cos(fl  +  ^)]  j, 
=  r*2r  +  2r  sin  a  Sv$  -(-  Sv?  =  n^r*  +  2nir  sin  a  +  nj  , 


e'est-a-dire 


-^Sv(aj*4-y*)  =  fmQ  +— j/*-r2fmi  +  — jrsina  +  l^^ 

Nous  pouvons  d'ailleurs  (aussi  bien  dans  celte  circonslance  que 
pour  les  evaluations  qui  suivront)  invoquer  les  formules 

(52)  sina  —  r-7-,         cos  a  =  --7-, 


sin  2a  =  2r  -^^  f  -v-  I    ,      '   cos  2a  = 


©+'■ 


II  vient  done,  en  multipliant  par  -^ 


s^'("+»')-(».+=i')4+K"'+7>+h+?)^' 


ou  en  fonction  de  cp 


(53)  ^  S»  («^  +  yi)  =  (,t„  4- 1 ,.,)  ?«r»  ^ 


formule  dans  laqueile  il  suffit  encore  (aussi  bien  que  pour  les 

ds 

F,  F\  F".  ^* 


suivantes)  de  rendre  «  p  el  -^  leurs  valeurs  differentieUes  en 


9(5 


82.  II  vient  en  troisieine  lieu 


dlv («' — y*)  =  Wq/-  cos  26  +  2nir  sin  (2d -{-aj-^nt  cos  (26  +  2a)  , 
et  par  suite 

-^  St;  (x^  -  y»)  =  Lq  +  — )  ;•«  cos  26 
mi  -| j  (r  sin  a  cos  26  +  <^os  «  sin  26) 

"f"  ( »W8  -| j  (sin  2a  sin  26  —  cos  2a  cos  26)  , 


^5 

JO 
et  ramenant  les  integrates  m  aux  constantes  (x 


c'est-a-dire,  en  multipliant  par  -j^  ,  substiluant  les  valeurs  (52), 


(54)  -^  S«  (»«  -  y«)  ={h  +  ^  r)  <P V  ^  cos  26 

4  2  (m  +  -2-  |ij)  <pV  (^  sin  26  +  r  cos  2^) 


1^  '   +UJ 


+  ( W  +  i  in )  tp*  I  2r  ^  sin  20  + y^  -^  cos  20 


83.    Nous  obtiendrons  en   quatrieme   lieu   par  une  analyse 
absoluinent  semblable 

idlatf  =  n„r*  sin  26  +  inir  cos  (20  +  a)  +  nj  sin  (20  +  2a) , 

2  ^- Siay  =  f  »io  + -^y«  sin  20 

—  2  I  »ii  H ]  r  (sin  a  sin  20  —  cos  a  cos  20) 

+  (m  +  —\  (sin  2a  cos  20  +  cos  2a  sin  20) , 


y 


et  enfin  (*) 


(55)  2  -^  yivxy  =  (,Xo  +  ^  1^)  ?»-«  ^^  sin  26 

—  2  ^[11  +  -?-  1x2)  'f  V  (V  sin  26  —  -^  cos  26") 

[^      ( dr^  dr 

[~VM)ds    . 


sin  26  —  2r  -j-  cos  26 


84.  II  vient  en  cinquieme  lieu 

dSiVXz  =  r  cos  6  S»z  +  sin  (6  +  a)  S»?z , 


=  rcos 


eS«(l+— \z  +  sin(e  +  a)SK(l+-)5z, 


r  cos  eS«z  +  f-  cos  6  +  sin  (6  +  a)l  Sw^z  +  sin(0  +  a)^^^,^ 
=  ( /l  H J  r  cos  6  4"  I  ^*  4 )  (sin  a  cos  d  -\-  cos  a  sin  6) , 


= /x  1  + -^  X'j  \  (p3  r  cos  0  +  (v, -f -^-Xa)  ;p*  (r  J  cos  e + ^  sin  eV 


et  enfin,  en  multipliant  par  -^ 


(56)  -^  S»jrz  =  (x,  +  -?-  X'»)  9V  -^  cos  9 


+  (Vi  +  ^  XJ)  <p»  (r  cos  +  ~  sin  o)  . 


(M  n  faut  remarqucr  qae  la  valour  (55)  concerns  2^oxy,  tandis  que  le 
acteur  2  n*acaompagnera  pas  celles  de  ^Ivxz,  I>vyz  (56),  (57). 


08 

—  -     - 

85-  On  trouvera  en  sixieme  lieu  par  une  marche  identique 

• 

d^vyz  =  r  sin  6  Srz  +  cos  (6  -|-  a)  "Lv^z  , 

—  Svyzaa  lli  H jV  sin6+  ( /'jH j  (cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6, 

et  en  multipliant  par  —j^ 

(57)  ^S.yz»(x,  +  lx',)cpV^sine 

-(x'i  +  -?-X3)cp^(rsine--^coseV  . 

86*  Les  six  formules  (51  a  57),  apres  que  Ton  y  a  substi- 

ds 
tue  p  et  -^  en  F,  F',  F",  puis  F  et  <p  en  6,  ram^nent  aux  qua- 
dratures la  determination  des  six  sommes  auxquelles  se  reduit 
la  recherche  d'un  moment  d*inertie  quelconque. 
Elles  renferment  les  integrates  definies 

(58)  |xi ,       |JL3 ,       Xi ,       V  J ,       X'a ; 

et 

|Xq  ,       jxj  ,       Xj  ; 

qui  devront  ^ti'e  deduites  de  I'equation  de  la  generatrice,  lorsque 
celle-ci  sera  specifiee  dans  chaque  cas.  Mais  ces  huit  integrates 
forment  deux  groupes  bien  distincts.  Les  cinq  premieres  ren- 
ferment au  premier  degre  I'unc  nu  moin^  des  coordonnees  z,  ^. 
Elles  s'annulent  done  identiquement  en  cas  de  symetrie  du 
profit  generateur  par  rapport  a  I'axe  perpendiculaire  a  cette 
coordonnee.  Toutes  les  cinq  disparaissent  a  la  fois  d'apres  cela, 
en  cas  de  symetrie  dans  les  quatre  angles  droits  (^).  Au  con- 


(^)  Par  exemple,  pour  le  cercle,  qui  est  sym^trique  dana  les  quatre  an- 
gles, on  a,  en  prenant  son  rayon  comme  unit6 


H-l  =  {^J  =  ^1  =  ^2  =  ^'3  =  ^  »         KO  =  '  >         {^2  =  ^^2  = 


4  • 


Ce  cas  prendra  beaucoup  d'importance  (en  dehors  des  §§  III  et  VII)  dans 
les  troisi^*me  et  quatri^me  parties  de  ce  m^moire,  oi!i  il  constituera  le  sys- 
t^me  permanent  des  valeurs  des  huit  integrales. 
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traire,  les  troi^  derniferes  integrales  ne  sauraient  jamais  s*annu- 
ler,  car  elles  expriinent  Taire  et  deux  moments  d'inertie  (*). 


(^)  Poor  presenter  an  exetnplo  coinportant  les  huit  integrales,  sapposons 
que  la  g^n^ratrice  soit  la  parabola 


*/o  Jo 


5? 


u  =s  d^dz ,  et  rint^grule  Tezprcssion 

Y^tiz 

bii-\-i)q-\-j-hi     

Le  tableau  suivant  resume  les  applications  de  cette  fbrmule  a  quatre  exem< 


hi+i  bi-\-i 


lit^nki 

bpoianU 

FadMr 

d'iMBO- 

Redugle 

Wiiigfe 

Pinhole 
di 

2«d«gr« 

0 J- 

MCODM 

pinbole 
€l^M 

• 

t 

• 

j  =  0 

g-1 

1 
9^j 

3 

H« 

lu 

0 

0 

bh 

1 

1 
2 

2 
3 

2 
5 

1*1 

m 

0 

1 

b^h 

1 
2 

1 
3 

2 
5 

2 

7 

h 

luz 

1 

0 

bh^ 

1 

1 
2 

2 
3 

2 

5 

w 

2u5* 

0 

2 

63^ 

1 
8 

1 
4 

2 

7 

2 
9 

Vt 

lu^z 

1 

1 

h^f^ 

1 
4 

1 
8 

1 
6 

1 
10 

h 

luz^ 

2 

0 

bh^ 

I 
2 

1 

6 

1 
4 

1 
8 

1*1 

2m5J 

0 

3 

'bh^ 

1 
4 

1 
5 

2 
9 

2 
U 

V, 

JluVz 

1 

2 

6»A» 

1 

6 

I 

10 

1 

1 

8 

1 
1? 
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Pour  conduire  jusqu'au  bout  la  presente  analyse  sans  nous 
assujettir  a  la  complication  de  nos  six  formules  generates,  nous 
conviendrons  de  nous  reduire  au  cas  de  la  disparition  des  cinq 
integrates  impaires.  Dans  ces  conditions,  les  deux  demieres  deri- 
vees  (56)  (57)  s'annulent  d'elles  memes 


(59) 


d6 


Evxx  =  0 , 


dd 


Evyx  =  0 ; 


et  les  quatre  autres  se  siinplifient  de  la  inaniere  suivante 


Sr.«  =  h^'  ^ , 


dd 


dO 


Sv  (x^  +  y^)  =  |io?«r«  -^  +  |X2Y*  (2  y  +  -^j  » 


pleB  simpleB,  k  savoir:  une  horizon  tale,  une  droite  inclin^e  passant  par  1c 
point  I,  la  parabole  du  second  degrd,  la  parabolo  scmi-cubique  (fig.  11). 


Fig.  11 

Les  deux  premieres  colonnes  proscntent  la  designation  dcs  huit  int^grales 
qui  figurent  dans  nos  formules  g^n^rales,  et  les  deux  suivantcs  les  expo- 
sants  correspondauts.  La  cinqui^.me  renferme  le  factcur  d*homog^neit^,  et 
les  quatre  dernieres  les  valcurs  num^riques  des  coefficients  pour  les  quatre 
exempt  es  en  question. 


101 


7  J 

S»  (x*  —  y*)  =  jio?*/'  -jj  cos  26 


(/0 


fl'e 


r 

I  4  'ft      '''■/'      I       '    \     ■      Oft   I 

+  |ij;p*  <  2r  -j^l  —  +  -J-  ,  sill  26+ 


[2r«    ""*   yo)  ^* 


^r^  I  COS  26). 


</6 


r/j(    . 


2  -M  ^"•'y = w*^*  "S"  *'"  ^^ 


,       2r«   ,  '■'     U 


dr\^ 


"'ni^/j 


l4-4-\cos2e 


Sxiii 

Application  aux  nautiloldes 

87*  Appliquons  ces  formules  aux  nautiloulcs  a  front  normal, 
et  generatrice  quelconque. 

II  vient  en  remplacant  cp  par  r,  ou  t^ 


an  sin  a 


d'oCk,  en  integrant  entre  le  pole  et  un  point  quelconque 


j:r««- 


\i 


b  cos  a 


^5a6^ 


5  cos  a 


Si  nous  considerons  en  particulier  le  tron^on  qui  s*etend  du 
p6le  au  point  I,  nous  aurons 


(Srz«)i  = 


Xi 


5  cos  a 


Vol.  in  —  N.^  2 


3 
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On  ti'ouve  en  second  lieu 


4  Sf  (x«  +  y«)  =  [|io  +  in  ( I  -+-  2  sin*  a)]  '?''    . 

,6a0 

Sir  (j;«  +  y*)  =  [|io  +  lU  ( I  +  2  sin*  «)]  -^ , 


(60)  [V.  (x*  +  y')],  =.  !^»  +  '^'/  'i:  2A"*_«.) 

"■  o  COS  a 


En  troisieme  lieu: 


4l  ^«'  (-r2  -  v')  =  !  2!^i  sill  2fl  sill  26 

+  ffjio  f  (1  sin*  a  —  n  (ul  cos  26  '    . —  » 
^  ^  •  ^  sin  a 


9t  par  suite 


ill'  (x*  —  y^)  =  4  |ii  cos  a   I    ^^"  sin  26^/6 

J-<x 

^,M,  +  (4sin»«--l),..  r%0^„^2We. 
Sin  a  J_oo 

Rien  de  plus  facile,  encore  une  fois,  que  d'effecluer  cos  integra- 
tions (N*^  72),  niais  jc  prelerc  rciiiarquer  qu'en  raison  de  la  si- 
niilitudc,  rellipsoide  de  Poi.vsoi  reJatif  au  pole  pour  le  troncon 
variable,  fait  partie  de  redificc  geonietrique  entraine  par  le 
point  diix'cleur  de  son  aximut  terminal.  II  sufiit  done  d*en 
obtenir  la  determination  pour  un  seul  troncon,  par  exemple 
celui  qui  aboutit  en  I  (6  =  0).  line  fois  celui-ci  connii,  il  suffi- 
rait,  pour  tout  autre  limite  h  un  point  quelconque  M,  d'y  faire 
passer  I'axe  polaire,  auquel  on  rapporterait  cette  nouvelle 
figure.  Elle  se  retrouverait  alors  dans  les  conditions  identiques 
aux  precedentes,  sauf  les  dimensions  absolues;  et  le  nouveau 
moment  d'inertie  serait  a  Tancien  dans  le  rapport  des  cin- 
qui&ines  puissances  des  rayons-limitcs. 
((ous  n'avons  done  qu'ii  eflectuer  les  integrations  entre  *  9o 


m 


et  zero.  Or  ces  deux  quadratures  ont  pour  expressions 

e^-^^  SHI  2ft/9  =  - 


4  sin^a4-25  cos^a 


1)  CL       • 

^A"  COS  2dJd  = 


4  sin^  rt  +  25  cos*  a 


II  vient  d*apres  cela 

(4  sin«  fl  +  25  cos«  a)  [2r  (jr«  —  y«)]|  = 

o    .  «       1  ,   -    .  |to  +  (4  sin'a— t)|ti 

—  2  sin'  a  .  4  fij  cos  a  +  o  sm  a  cos  a  -^ ^ ; -^—  , 

sin  a 

ou  en  reduisant 

L^i;^x  -y;Ji-  4sin*a  +  25cos««  ' 

line  analyse  toute  scniblable  donnera  d'autre  part 

[—  2|io  +  6  (3  sin*  a  -  2)  |n]  sin  a 


{211vx!/)i  = 


•i  sin*// +  25  cos*fl 


88*  Si  nous  voulons  determiner  les  axes  principaux  d'inertie 
du  p6le  pour  un  bloc  nautiloi'de,  de  generatrice  quelconque,  il 
suffira,  d'api*es  la  remarque  precedente,  de  le  faire  pour  le 
tron9on  01;  leur  disposition  angulaire  par  rapport  au  front 
normal  du  point  terminus  restant  immuable  et  liee  a  Tedifiee 
geometrique  de  ce  point. 

Remarquons  tout  d'abord  que  I'un  d'eux  est  I'axe  zenithal 
lui-meme.  Nous  avons  trouve  en  effet  (N®  86)  pour  les  deux 
integrates  qui  s'y  rapportent  des  derivees  nulles  (59),  entrai- 
nant  des  integrates  generales  constantes,  et  des  integrates  de- 
fmies  nulles 

^vsz  =  0  ,        — I'yz  =  0  , 

ce  qui  est  le  caracterc  d'un  axe  principal  OZ. 

Les  deux  autrcs  scront  des  tors  les  axes  de  symetrie  de  Tel- 
lipse  suivant  laquelte  Tequateur  coupe  I'ellipsoide  de  Poinsot. 
Or  le  calcul  classique  dc  la  reduction  d'unc  ellipse  a  ses  axes 


•  0 
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donne  pour  Tangle  a  que  fait  Tun  d'eux  avec  OI  la  valeur 

Si  par  exemple  on  envisage  en  particulier  la  plus  simple  des 
spirales  logarithmiques,  celle  de  45  degres,  il  vient  avec  une 
generatrice  quelconque 

lang2a  =  --J=^^^-i-, 

et  si  celle-ci  est  un  cercle  (N®  80,  note  1)  comnic  dans  Ic  nau- 
tile 


11 
lang2a  =  -~    , 


a=l3M9'22",':5. 


§  XIV 
Front  oblique 


89.  Dans  ces  theories  relatives  au  volume,  au  centre  de  gra- 
vite  et  au  moment  d'inertie,  nous  avons  essentiellement  suppose 

le  front  normal, 
avec  une  entiere 
generalite  d'ail- 
leurs  en  ce  qui 
conceme  la  dii*e- 
ctrice,  la  genera- 
trice,  et  la  loi  de 
similitude.  Nous 
pouvons  mainte- 
nant  nous  aflran- 
chir  de  cette  res- 
triction, et  rendre 
a  la  loi  d'inclinai- 
son  frontale  toute 
son  independance. 
Considerons  en 
eflet  (fig.  12)  le 
front  MF  mene 
Fig.  12  »ous     un     angle 
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quelconque 

'  =  <['(«). 

par  rapport  au  rayon  vecteur  OM;  et  soil  M'F'  un  front  in6ni- 
ment  rapproche.  L'epaisseur  elementaire  de  la  tranche,  niesuree 
en  M,  sera  MH  perpendiculaire  a  ces  droites,  et  I'on  aura  dans 
le  triangle  rectangle  HMM' 

MH  =  MM'  cos  HMM'  =  ds  cos  (mM'F  -  y)  =  »«»  (« +  «)  » 

ou  d'apr^s  la  valeur  de  a 

MH  =  ds  sin  [c|>  (6)  +  arc  tang  -|i^  j . 

Dans  les  theories  precedentes,  T^paisseur  de  la  tranche  en  O 
etait  exprimee  par  ds.  II  nous  suffit  done,  pour  passer  d'un  cas 
a  I'autre,  d'introduire  dans  toutes  les  expressions  differentielles 
auxquelles  nous  nous  'sommes  trouves  conduits,  le  tnuliiplica- 
ieur 

(6 1)  sin  U  +  arc  Ung  ^j  . 

Je  ne  saurais.  bien  entendu,  reprendre  avec  cette  modifica- 
tion la  serie  des  calculs  et  des  discussions  qui  precedent.  Je 
me  bornerai  a  en  montrer  I'application  sur  les  deux  exemples 
suivants. 

90.  Adoptons  comme  directrice  un  cercle  passant  par  Tori- 
gine 

r  =  F(e)  =  Ccose, 

et  supposons  un  front  valsani,  c'est-ii-dire  executant  autour  de 
la  verticale  du  point  decrivant  M  une  gyration  proportionnelle 
a  la  rotation  du  rayon  vecteur 

Supposons  cnfin  que  la  surface  soit  vectorielle  du  premier  or- 
dre.  Tout  se  trouve  ainsi  determine,  a  Texception  de  la  gene- 
ratrice  qui  reste  quelconque.  Nous  la  supposerons  cependant 
centree,  pour  obtenir  plus  de  simplicite  dans  les  resultats. 
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II  vient  dans  ces  conditions 

F  F  T 

pv  =  —  **ol  0,         arc  lang  ^„  =  6  +  ^  . 


Le  multiplicateur  (61)  devient  done 


sin    '"^  +  (  2  "^ 


=  cos  (w  +  1)6. 


Je  signalerai  tout  d'abord  iine  diialite  qui  associc  deux  par 
deux  des  allures  valsantcs  distinctes  aboutissant  aux  memes  re- 
sultats.  Supposons  une  nouvelle  vitesse  angulaire  m'  qui  satis- 
fasse  a  la  condition 

w*+ I  =-  —  (//*+ I).  *     • 

Le  multiplicateur  ne  sera  en  rien  niodifie,  non  plus  par  conse- 

auent  que  les  conclusions  de  I'analyse.  Or  cette  i^elation  nous 
onne 


m'  ---- 


(m  +  2). 


Le  nouveau  problenic  se  rapport  done  ii  une  rotation  de  sens 
contrairc,  dont  la  valeur  absolue  est  niodifiee  dans  le  rapport 
de  m-\-2  a  m. 

91*  Eflectuons  Tintegration.  Ijk  forniule  (38)  qui  exprinie  le 
volume  devient,  par  Tadjonction  du  multiplicateur  (61),  et  en 
tenant  compte  de  ce  que  la  section  generatrice  est  centree 
(^'i  =  0) 

ff\  ^  Vi  f' COS  {m-i\)0.(/s. 

Or  nous  avons  pris 

r  ^  C  cos  0 ,         cp  =  -  r  cos  0  ,         f/s  =»  Cf/6  ; 

(. 

-  .  -  =  l>|(^  cos*  0  COS  (w  +  1)  S  , 
(iU 

,w^  "^1  =(^  I  COS  26)  COS  {w+ 1)6, 
. ,V  '^~  =■  2  cos  (/;/  ^-  I )  6  -1-  cob  (m  4-3)6  -}  cos  (w  -  | )  6  , 
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et  en  integrant  cntre  les  points  I  et  M,  c'est-a-dire  de  0  a  0 

4  2 

VTn  ^  =  —JTi  sin  (m  +  1 )  e 

+  _L  sin(w  +  3)e  +  — --sin(m-f)e. 
Tn  +  6  m —  1 

II  faut  toutefois  fairc  exception  pour  les  trois  hypotheses  qui 
annulent  quelqu'un  de's  denominateurs 

m=  \  ,         m  =  —  1,  m  =  —  3. 

La  premiere  m  =  1  donne  directenient 

4     r/V 


U|C  dd 


I  +2  cos  26+ cos  46, 


JLv  =  e  +  sin2e+-|sin4e. 

La  derniere  m  =  —  3  constitue  precisement  avee  celle-ci  Ic  cas 
de  dualite,  et  fournit  le  nieine  resultat. 

La  seconde  hypothese  w  =  —  1  donne  de  son  c6te 

,-r\T  V  =  20  +  sin  20 . 

Elle  se  confond  d'ailleurs  avec  son  propre  cas  de  dualite.  On 
remarquera  que  le  Front  fait  alors,  a  Textremite  M  du  rayon 
vecteur,  un  angle  alterne-interne  egal  li  celui  que  forme,  en 
I'autrc  extremite  O,  Paxc  polaire.  11  rcstc  done  pai*allele  a  lui- 
meme,  et  I'on  se  trouve  dans  le  cas  deja  signale  (N^  5,  note  1). 

92.  Generalisons  Tanalyse  precedente  en  substituant  k  la  di- 
rectrice  circulaire  la  spiralc  sinusoi'de  dont  elle  n'est  qu'un  cas 
particulier 

r"  =  C"  cos  nO . 
Nous  etendrons  de  meme  la  loi  de  similitude  en  supposant  une 


108 


surface  vedorielle  d'ordrc  qaclconque  p 


^=  I  — j    =cos  "  nO 


U  vient  dans  ces  conditions 

I 


rf*  =  C  cos  "      n6d6  ,         a^-^  —  n9 , 

sin  f  c|»  +  arc  tang  -^r )  =  cos  (nb  —  c[>) . 

L'expression  (38)  du  volume  (de  section  centree)  devient,  en  la 
completant  par  ce  multiplicateur 

r/V  SB  Uicp'rfj  cos  (nfl  —  c|>) , 

=  cos      "      nb  cos  («6  —  ^) , 


UiC  db 
quelle  que  soil  la  loi  c|>  de  I'lnclinaison  frontale. 

93.  Signalons  de  nouveau  une  dualite  analogue  a  celle  que 
nous  avons  deja  rencontree. 

Relions  a  cet  eflet  a  la  loi  quelconque  c|>,  une  nouvelle  allure 
valsante  par  la  condition 

(n6  —  c|>|)  =  —  (w6  —  c|») . 

T^  multiplicateur  ne  sera  pas  modifie,  non  plus  que  les  resul- 
tats.  Or  on  deduit  de  la 

(62)  c|>i  =  2ne-c|>  =  i:-(c|>  +  2fl). 

Tracons  d'apres  cela  en  MF|  Ic  symetrique  de  MF  par  rapport  a 
la  tangente  MA,  et  prolongeons-la  en  sens  contraire  suivant  MPj. 
Nous  obticndrons  en  FiMAl  Tangle  ^-\-as  et  en  Fj MO  :  c|»  +  2ii ; 
par  consequent  en  OMFj  :  t:  —  (c|>  +  2a).  Le  front  conjugue  est 
done  le  symetrique  du  propose  par  rapport  h  la  tangente  de  la 
direc  trice. 

94.  Faisons  niaintcnant  cerlaines  hypotheses  sur  la  loi  d'in- 
clinaison  frontale  c|>. 
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Jc  suppose  en  premier  lieu  que  le  plan  de  la  generatrice  soit 
assujetti  a  i^ester  symetrique  de  la  tangenle  a  la  directrice  par 
rapport  au  rayon  vecteur.  II  vient  alors 

cos  (nO  —  c|>)  =  sin  inO  =■  2  sin  nO  cos  nO , 


I       rfV 


fp+i 


2UiC   dO 


d'oCk  en  integrant  de  zero  a  6 


— ,^-  =  cos    *    nO  sin  nO  , 


2nUiC  \C)  ' 

solution  d'une  complete  generalite,  quel  que  soit  I'ordre  de  la 
spirale  sinusoide. 

La  combinaison  conjuguee  (62)  sera 

c|>4  =  3ne  — ^7:  =  — 3a. 

Ce  nouveau  front  est  symetrique  du  precedent  par  rapport 
a  la  tangente,  et  il  possede  une  vitesse  de  rotation  triple  de 
celle  du  premier,  mais  en  sens  contraire. 

95.  Comme  second  exemple,  envisageons  le  front  meridicn 
^«0.  II  vient  alors 


1       d\ 


2j»+l 


—zk-  =  COS    *    nO  . 


2U|C   dO 
La  solution  conjuguee  est  dans  ce  cas        * 

Le  nouveau  front  restc  done  symetrique  du  rayon  vecteur  par 
rapport  a  la  tangente. 

I/integration  nc  pcut  plus,  comme  dans  le  cas  precedent, 
s'effectuer  d'une  maniere  genei*ale.  On  la  reussira  du  moins 
lorsque  Texposant  sera  un  nombre  entier  N,  positif  ou  negatif. 


no 


Cette  condition 

2«+I       ,,  N»— 1  2«+l 

-^-^'    p-—r~'     «=-^N-' 

peut  toujours  etre  remplie  pour  une  spirale  quelconque  en  lui 
adjoignant  un  ordre  vectoriel  convenable,  ou  reciproquement. 
Contcntons-nous  a  cet  egard  de  Tunique  hypothese 

II  vicnt  alors,  pour  une  spirale  d'ordrc  quelconque  n  associee 
a  une  loi  vectorielle  d'exposanl  — - — 

==  cos  nu  ,         -  ,-  _  V  =  sin  nu  ; 


2|UC    dd  '  2U|C 

ou  inversemeni,  pour  une  loi  vectorielle  p,  appliquee  a  la  spi- 
rale sinusoide  d 'ordre  2/?+  1 

^       ''^=cos(2/>+t)e,         ^/iiliv  =  sin(2/;+l^ 


2U|(:    dd  V  r  '     /    '  2UiC 

Cette  hypothese  donne  par  exemple  pour  le  cercle  (n=  1), 
la  loi  de  similitude  /i«>0,  c'est-a-dire  un  annean-tube;  et  de 
menie,  pour  la  ligne  droite  (n« — 1)  la  similitude  ^  =  — I, 
s'exei'cant  en  raison  inverse  du  rayon  vecteur. 


§  XV 
Coordonnies  intrinsdques 

96*  On  connait  Telegance  et  Tutilite  de  Vequalion  nalurelle 
des  lignes  planes 

qui  les  represcnte  a  Taide  d'unc  relation  entre  leurs  coordonnees 
intrinsiques,  a  savoir  le  rayon  de  courbure  p  et  Tangle  de  con* 
tingcnce  z  evalue  h  partir  d'une  tangente  fixe.  Leur  emploi 
perinet  de  traiter  avec  facilite  des  courbes  qui  scraient  souvent 
inabordables  par  d'autres  voies. 


Ill 


II  semble  en  particulier  que  Ton  doive  en  attendre  ici  un 
utile  secours,  puisque  nos  foi*mules  generales  rcnferment  en 
evidence  le  rayon  de  courbure  p  et  Tare  d$  de  la  directrice, 
relie  a  e  par  les  iormules 


(63)  (Is  =  p^/s  , 


=     j     F  (£)£/£. 


II  conviendra  naturellement  de  se  donner  alors  en  fonotion 
de  la  menie  variable  e  la  loi  de  similitude  cp(s),  et  celle  c|^(e)  de' 
Tinclinaison  frontale.  La  generatricc  seule  restera  comme  ci- 
dessus  representee  dans  le  plan  de  front  par  son  equation  or- 
dinaire entre  2  et  ^;  mais  nous  savons  que  celle-ci  n'intervient 
que  pour  revaluation  des  di verses  integrates  definies  X,  \i. 

La  formulc  generate  du  volume  (38)  devient  des  lors 

(64)  ^  =  Ui(F  +  5»?^ 

Le  genre  de  similitude  le  plus  naturel,  dans  ces  nouvelles 
conditions,  consiste  a  supposer  que  les  dimensions  de  la  gene- 
ratrice  varient  comme  une  puissance  arbitraire  p  du  rayon  de 
courbure  de  la  directrice 


II  vient  alors 


cp  =  F/'. 


//V 


On  aura  en  particulier  pour  le  premier  ordre  du  genre  de  si- 
militude 

//V 

^=ui(i  |5')F^ 

ou,  en  representant  en  abrege  par  C  la  constant^ 

rfV 


i/z 


=  CF3 , 


=  C  j    F3(£)£/s. 


Je  me  bonicrai,  pour  les  applications  qui  suivent,  a  cette 
formule  simple;  mais  toutes  les  integrations  reussiraient  encore, 
bien  qu'avec  plus  de  complication,  pour  une  puissance  quel- 
conque  p  du  rayon  de  courbure. 
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97.    Consi^erons  la   developpante  de  cerele  d*ordre  quel- 
conque   q^   rapportee,   ainsi   que   toutes  celles  des  ordres  qui 

[irec^dent,  a  un  m^me  point  de  la  circonference,  qui  constitue 
eur  point  de  rebroussement  conimum 

p  ==  £?  ,  5  a 


=  C   j  \^dt 


9+^  ' 


3y-r-l  3y+l     ^ 


11  vient  pour  Tepicycloide  ou  riiypocyclo'ide  d'ordre  quel- 
conque  q  entier,  fractionnaire,  ou  incommensurable  (^),  rap- 
portee  a  son  sommet 

1    . 

p  ■=  cos  ye  ,         8  —  —  sm  ye  , 

cos3y£€//=—  I    (cos  3ye  + 3  cosye)c/e 

C  C 

=  -3-  sin  ye  (3  —  sin«  ye)  =  y  (p'  +  2)  5  . 

Considerons  encore  la  chainette  rapporlee  a  son  sommet 


cos*  £ 


^~  ,         s  =  tang  £ 


La  tractrice,  qui  en  est  la  developpante,  a  pour  equation  rap- 
portee  a  son  point  de  rebroussement 

p  =  tang  £  ,         s  —  —  Log  cos  s  , 

/^«  C  C 

V  =  C   I    tang^  e  r/e  =  —  (tang*  e  +  2  Log  cos  £)  =  -— -  (p'  —  s)  . 


(>)  La  valeur  9  •«  1  correspond  k  la  cycloide. 
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Soil  enfin   la  chainclte  d'egale  resistance  rapportee  a   son 
sominet 

P=^II'         *  =  Loglang(i.  +  |). 

XT      ^   C^    ^^  C  r  sine    ,  _  /£    ,    7:\  1 

=-f(pv/p^^+*)- 


98.  Si,  au  lieu  d'un  front  normal,  nous  supposons  une  incli- 
naison  quelconque  i^{z)  sur  la  noifnale(^),  le  inultiplicateur  a 
introduire  (N®  89)  sei*a  simplemcnt  cos4>,  et  Texpression  gene- 
rale  du  volume  devicndra 


P- 


V  =  C    I    F3  (s)  cos  [c|)  (£)]  c/s  . 

Bornons  nous  a  Texeniple  de  Tepicycloide,  avec  niouvement 
valsant  de  m^me  module  qu'elle 

c|)(s)  =  cos  qz  , 
i!  vicndra  (()5) 


V  = 


=  C  I    cos*  qeJe  =■  ^- —  (sin  iqt  -\-  8  sin  2jrs  +  3jrs) 

C 

=  -^^  (8  sin  qz  cos'  ^  -{-  1  ^  sin  ^  cos  qt  +  Bye) 

=  -^(85p'+t2^p  +  3£). 

99.  Passons  maintcnant  a  la  recherche  du  centre  de  gravile. 

La  question  se  complique  alors,  car  Temploi  des  coordonnees 
intrins^ques  exclut  (et  c*est  ordinairement  son  avantage  special) 
le  recours  a  des  reperes  exterieurs  pris  dans  le  plan  de  la 
courbe.  Or  ils  nous  sont  indispensables  pour  y  rapporter  le 
centre  de  gravite  du  volume  engendre.  Nous  tournerons  la  dif- 


(1)  £t  non  pluB  Biir  le  rayon  vectear  des  eoordon^es  polaires,  qui  ont  dit- 
iwru  de  la  qaestion. 
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ficulte  en  ratlachant  cc  centre  a  la  tangente  et  a  la  normale  du 
point  pris  pour  origine  des  angles  de  eontingence. 

Le  volume  d'un   troncon   V   du   corps   nous   est   connu   en 
fonction  de  c  par  la  formule  generale  (G5).  La  tranche  c/V  en 

sera  la  diflerentielle.  Lc  centre  de 
gravite  g  de  cet  element  et  sa 
projection  equatoriale  go  nous 
sont  egalement  connus  par  leur 
abscisse  ^'  (49)  dans  le  plan  de 
front  (fig.  1 3) 


Fig.  13 


^  ? JL » 


et  comme  ^  a   ete   remplace   par  p  (N°   96) 

jio  +  jxi 
L'absrisse  de  g^  sera  done  x  +  ^'  sin  s,  c*est-ji-dire 

X  +  - — i-^~-  F  sin  e  , 
H  +  IM 

et  sa  diflerentielle 

^j:  +  J^l+J[^(rsin£  +  Fcoss)r/£, 
IS)  +  |M  ' 


ou«  en  remplacant  dx  par  ds  cos  s  =  p  cos  s  r/s 

['  1^1  +  I^J)  1""  si"  s  +  (n^j  +  2|JLi  +  Hi)  F  cos  s] 


</s 


l^  +  IM  * 


Si  nous  condensons  la  masse  r/V  en  son  centre  de  gravite  g^ 
son  moment  elementaire  par  rapport  a  la  normale  initiale  sera 

in\y  -  fx  +  '^'  "*"-^^  F  sin  s^  ilS  , 


ce  qui  donne,  en  integrant  par  parties  a  Taide  dc  la  difleren- 
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tielle  dont  nous  avuns  forine  ci-dessus  I'exprcssion 

\        H  + 1^»  / 

I    V  [(hi  +  |ij)  F'  sin  e  +  (\Iq  +  2|ii  +  |tj)  F  cos  s]  de . 


1^0  +  IM 


attendu  que  le  terme  explicite  s'annule  avec  V  pour  la  limite 
inferieure  de  Pintegration.  Coinmc  d*ailleurs 


-/, 


F  cos  £</e , 

0 

la  recherche  de  My  (c'est-a-dire  du  produit  par  V  de  Tabscisse 
du  centre  de  gravite  G  de  ce  volume)  revient  finalement  .a  la 
determination  des  deux  quadratures 

I  VFsine(/s,  j  VFcoser/e, 

Jo  Jo 

dans  lesquelles  on  aura  prealablement  substitue  pour  V  sa  v«- 
leur  deduite  de  Tequation  (64). 

La  recherche  de  Tordonnee  de  G  par  rapport  a  la  langente 
iniliale  depend ra  elle-m^me  de  ces  deux  autres  integrales  de- 
finies 

/VF'  cos  er/s  ,  I  VF  sin  srfe  . 

0  Jo 

100*  Considerons  comnic  application  I'epicyclo'idc. 

Nous  avons  trouve  (65),  pour  Ic  volume  con^espondant,  la 
sommc  de  deux  tcnnes  en  sin  ^rs  et  sin'^c.  Les  quatre  quadra- 
tures precedcntes  nous  prescntcront  done,  diverscment  associes, 
les  factcurs  sine,  coss.  sin ^,  cos^s,  sin^^.  Or  pourrait  m^me 
Icur  adjoindrc  un  mulliplicateur  de  la  forme  cosr^s,  si  Ton 
voulait  atliibucr  nu  front  un  mouvement  valsant  d'une  allure 
quelconque.  Or  de  tels  produits  peuvent  toujours,  par  les 
moyens  elementaires,  elre  decomposes  en  simples  sinus  ou 
cosinus  de  multiples  de  s,  dont  ^integration  sera  immediate. 

On  en  pourrait  dire  autant  pour  la  developpante  de  cercle 
d*ordre  quelconque,  h  Paide  de  formulcs  connucs  d'integration. 
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TROISIEME  PARTIE 

Surfaces  spherales 
Sxvi 

Surfaces  enveloppes 

101.  Nous  avons  deja  rencontre  deux  types  de  surfaces  se 
rapprocliant,  bien  qu*a  des  degres  diflerents,  de  I'aspect  exte- 
rieur  du  genre  Nautilus  que  nous  pi'esente  la  nature  vivante  (§  III, 
§  VII).  Nous  pouvons  faire  un  pas  de  plus  vers  cetle  assimilation. 

II  ne  saurait  suffire,  pour  que  des  surfaces  meritent  le  noni  de 
corps  rondsy  qu'elles  presentent  (comine  Ics  quadriques  par 
exemple)  des  systenics  de  stries  circulaires.  Cette  denomination 
doit  etre  reservee  en  pix)pre  aux  surfaces  de  revolution,  qui 
peuvent  ^tre  travail  lees  sur  le  tour.  Mais  on  pourrait  appeler 
corps  arrondis  ceux  qui,  le  long  de  chacune  de  tellcs  sections 
circulaires,  admettent  une  sphere  de  raccoi*dement.  lis  se  pre- 
sentent d'apres  ccia  comme  des  enveloppes  de  spheres.  Nous  nous 
proposerons  d'en  constituer  une  pour  le  but  qui  nous  occupe, 
sous  le  nom  de  sphero-nauiile,  Mais  il  convient  auparavant 
d'elargir  cette  question  des  enveloppes. 

102*  Supposons  qu'une  surface  quelconque 
(66)  f(x,  y.  z)  =  0, 


se  meuve  dans  I'espace  sous  la  double  condition  de  varier  homo- 
thetiquement  par  rapport  au  point  qui  sert  actuellement  d'ori- 
gine  pour  Tequation  (66),  en  m^me  temps  que  ce  centre  de  si- 
militude decrira,  pour  son  propre  compte,  une  directrice  quel- 
conque representee,  par  rapport  aux  axes  fixes,  par  les  deux 
relations 

(67)  F|(a,  p,  t)  =  0,         Fi(a,  p,  t)  =  0. 

La  loi  de  similitude  restc  ellc  meme  arbitraire,  definie  a  chaque 
instant  par  la  fonction 

(68)  <p  (a.  p,  Y). 
Cherchons  Tenveloppe  ainsi  engendree. 


in 


Je  commence  par  construire  une  surface  homothetique  a  la 
proposee,  par  rapport  a  Porigine  et  dans  le  rapport  voulu 


\  ?    ?    ?  / 


cp        cp 

Puis  je    la    transporte    parallelement  a  elle-m^me   jusqu'a    la 
position  correspondante  du  point  directeur  (a,  p,  f) 

Nous  obtenons  ainsi  Pune  des  enveloppies. 

Nous  en  aurions  une  autre  en  recrivant  la  n^^me  formule  apris 
avoir  attribue  aux  parametres  des  valeurs  a-f-</a,  ^-\-d^^  T  +  ^* 
L*intersection  de  ces  deux  enveloppees  fournirait  alors  une 
courbe,  que  nous  appellerons  caracleristiqtu^  et  dont  la  surface 
chcrchee  sera  le  lieu  geometrique. 

Or  dans  les  calculs  a  effectuer  sur  ces  deux  relations,  nous 
pouvons  substituer  a  la  scconde  la  differcntielle  dc  la  premiere 
prise  par  rapport  a  a,  p,  7,  en  traitant  x,  y^  z  comme  des  cons- 
tantes.  Appelons(70)  I'egalile  ainsi  obtenue.  D'ailleurs  les  difle- 
rentielles  da,  d^,  (Z^,  n'y  sont  pas  independantes,  mais  liees  par 
I'obligation,  pour  le  centre  de  similitude,  de  suivre  la  directricc. 
Nous  devons  done  egnlement  diflferentier  les  deux  conditions 
(67),  en  vue  d'eliminer  entre  ces  trois  formules  differentielles 
les  deux  rapports  de  c/a,  (/p,  d(,  qui  figurent  au  premier  degr^. 
Designons  de  mdme  par  (71)  TegaJite  obtenue  en  annulant  le 
determinant  de  ce  systeme.  La  caracteristique  sera  des  lors  re- 
presentee par  les  formules  (69)  et  (71). 

Pour  en  obtenir  le  lieu  geometrique,  il  suffira  d'eliminer 
a,  p,  Y  entre  cette  relation  et  les  deux  condilions  (67).  L'equation 
resultante  en  x,  y,  2,  representera  Tenveloppe  cherchee. 

103*  Supposons  specialement  que  la  surface  generatrice  (66) 
soit  une  quadrique.  L'equation  (69)  etant  du  second  degre  par 
rapport  aux  bin6mes  x  —  a,  .y  — P,  «  — T»  ^^  ®"  1*  tnultiplie  par 
<p',  la  partie  de  degre  superieur  nc  renfermera  plus  ce  i*apport 
de  similitude;  celle  du  premier  degre  sc  trouvera  muhipliee  par 
cp,  et  le  tcrmc  indepciulant  par  cp-.  La  diderentielle  (70)  relative 
a  a,  p,  Y  sera  par  consequent  une  relOtion  du  premier  degre  en 
*  — «•  y  —  P»  ^~T  H  ^^  sera  de  meme  de  celle  (71)  que  Ton 
en  deduit  en  chassant  les  rapports  diffei^entiels.  Je  la  represen- 
Vol.  m  —  N.»  2  i 
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terai  en  abrege  par 

(72)  P  =  0. 

La  caracleristique  est  done  alors  une  courbe  plane,  c'est-a-dire 
une  coniqiie;  et  par  consequent  I'enveloppe  admet  un  systeme 
de  sections  planes  du  second  degre. 

104*  Formons  actuellenient,  avec  un  parametre  arbitraire  X, 
I'equation  generate 

(73)  /•+XP«  =  0, 

en  representant  en  abrege  par  f  Texpression  (69).  Nous  const!- 
tuons  de  cettc  nianierc  une  surface  tres  generate  du  second 
degre,  dont  la  rencontre  avec  Tenveloppee  (69j  se  fait  precise- 
ment  suivant  la  caracleristique,  attendu  que  la  combinaison  des 
deux  equations  (73)  et  (69)  donne  P^  =  0.  On  reconnait  en  outre 
qu*il  y  a  raccordenicnt  des  deux  surfaces  suivant  cette  courbe, 
puisque  leur  intersection  se  (ait  dans  un  plan  double. 

Nous  voyons  ainsi  que  Tenveloppe  cliercliee  des  surfaces  (69) 
est  en  m^nie  temps  I'enveloppe  de  chacune  des  families  en 
nombre  infini  (73),  qui  sont  definies  individuellement  par  la 
serie  des  valeurs  numeriques  altribuecs  arbitrairement  a  X. 

105*  Mais  parmi  cette  infinite  de  families,  une  seule  nous 
interessera  ici.  C'est  celle  des  cones  circonscrits  suivant  la  cara- 
cteristique  a  la  quadrique  mobile,  pour  chacun  des  instants 
de  sa  deformation.  Cherchons  done  la  valeur  bien  determinee 
de  X  qui  fournit  cette  famille  speciale. 

Nous  devons  pour  cela  exprimer  que  la  quadrique  (73)  passe 
par  son  propre  centre.  Ce  point  s'obtient  en  egalant  a  zero  les 
trois  denvees  partielles  de  la  fonction  (73)  relatives  a  a?,  y,  z. 
Appelons  (74)  ce  systeme  d'equations  du  premier  degre. 

Si  nous  reportons  dans  la  relation  (73)  les  valeurs  qu'il  nous 
fournit  pour  les  coordonnees  du  centre,  nous  deduirons  de  Tega- 
lite  ainsi  formee  la  valeur  speciale  X^  qui  Amrnit  des  cc^nes.  £n 
attribuant  alors  cettc  valeur  au  parametre  de  la  relation  gene- 
rale  (73),  nous  obtiendrons  iinalement  I'equation 

(75)  /•+\,P»=0, 

qui  i^epresente  la  famille  des  c6nes  circonscrits. 
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106.  II  nous  est  facile  de  trouver  le  lieu  geometrique  de  leurs 
sommets. 

Lcs  coordonnees  x,  y,  z  de  chacun  d'eux  sont  en  cflet  reliecs 
par  les  trois  equations  (74)  reunies  aux  deux  conditions  (67) 
regissant  les  pararaetres  a,  p,  y«  "^'^  entre  ces  cinq  relations,  on 
elimine  ces  trois  derniers,  il  restera  entre  x,  y,  2  les  deux 
equations  du  lieu  cliei*che. 

On  sait  d'ailleurs  qu'il  n'est  pas  autre  que  celui  des  p6Ies  du 
plan  de  la  caracteristique  par  rapport  a  Tenveloppee  qui  le 
contient. 

107.  Supposons  actuelleinent  que  la  quadrique  (66)  soit  h 
centre;  et  adoptons  ce  point  C  comme  centre  d'nomothetie. 

Je  considere  la  surface  variable  dans  deux  positions  quel- 
conques.  de  centres  C,  G ;  et  je  trace  la  droite  CC  Elle  aura 
pour  projections  sur  les  trois  axes  a'  —  a,  P'  —  p,  y'  ""T-  L'equa- 
tion  (66)  ne  possedant  pas  de  termes  du  premier  degre  en  a?, 
y,  z,  si  l*on  multiplie  la  formule  (69)  par  op^,  cette  fonction  f 
n'afFectera  que  le  terine  independant.  La  partie  du  second  degre 
sera  des  lors  la  meine  pour  cette  egalite  et  celle  dans  laquelle 
a,  p,  Y  auront  ete  remplaces  par  a',  ^'  y'.  Elle  disparaitra  done 
si  nous  retranchons  ces  deux  formu  es  Tune  de  Kautre.  II  ne 
restera,  en  ce  qui  concerne  a:,  y,  «,  que  les  termes  du  premier 
degre  de  (69),  dans  les  coefficients  desquels  a,  p,  y  seraient 
remplaces  par  a'  — a,  p'  — p,  y' — T«  L'intersection  des  deux  qua- 
driques  est  done  plane. 

Si  Ton  effectue  a  I'aide  de  la  formule  de  Taylor  le  passage 
de  (66)  a  (69),  les  coefficients  de  x,  y,  z  au  premier  degre  se- 
ront  respectivement 

fx  («,  p.  T).     /■', .     r, ' 

Ceux  de  Tequation  de  Tintersection  deviendront  done 

f,(«'-a.  r-p.  T'-Tf).         /"»,         f'z' 

Or  on  sait  que  ces  quantites  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
directeurs  du  plan  diametral  conjugue  de  la  direction  qui  a  pour 
composantes  a'  —  a,  p'  —  p,  y'"~T»  c'est-adire  de  la  ligne  CC, 
on  de  la  droite  des  centres.  Telle  est  done  la  direction  du  plan 
de  I'intersection  des  deux  quadriques. 

108.  Placons  niaintenant  C  et  C  en  deux  points  infiniment 
isins  sur   la  directrice  (67).  La  droite  CC  en  deviendr^  la 


■voisms 


•  • 
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Ikngente.  Par  consequent,  durant  1e  mouvement  qui  engendre 
I'enveloppe.  Ic  plan  dc  la  cararteristique  reste  a  chaque  instant 
eonjugue,  dans  la  quadrique  cnveloppee,  de  celui  dc  ses  dia- 
metres  qui  est  tangent  a  Ja  dii*ectrice. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  ce  dianietre  conlient  le  sommet 
du  c6ne  circonscrit  suivant  cette  caracteristique.  Le  lieu  du  som- 
met de  ce  c6ne,  que  nous  avons  appris  a  determiner  (n.®  106) 
est  done  une  ligne  iracee  sur  la  suiface  developpable  qui  a  la 
directrice  pour  arete  de  rebroussement,  et  se  trouve  forniee  par 
Tensemble  des  tangentes  de  cette  courbe. 


§  XVII 
Surfaces  sphirales 

109.  Supposons  enfin  que  la  quadrique  mobile  devienne  une 
sphere,  dont  le  centi-e  parcourt  la  directrice  proposee. 

Les  surfaces  envcloppes  dc  spheres,  que  nous  appcllerons  plus 
brievement  spherates,  ont  fait  I'objet  de  beaux  travaux.  Nous  nous 
restreindrons  ici  au  point  de  vue  special  de  nos  recherches,  et 
notammcnt  nous  n'envisngerons,  de  ces  surfaces,  que  la  nappe 
reelle. 

Reniarquons  avant  tout  que  les  caracteristiqucs  etant  planes, 
seix)nt  toujours  des  ccrcles. 

Si  nous  prenons  I'equation  originelle  (66)  de  la  surface  sous 
la  forme 

06)  a?«  +  y«  +  2*=l, 

Tenveloppee  (69)  deviendra 

(37)  («- a)«  +  {y-  p)»  +  (z -  7;'  =  <p» (a.  p.  i), 

et  sa  diflerenticlle  relative  aux  trois  pnrametres 

.(78)  {x-a)da-^(t,-^)d^  +  {z--Od-^ 

Elle  represcnte  la  caracteristique,  une  fois  que  Ton  en  a  chasse 
les  rapports  differenticls  de  da,  r/p,  r/^,  deduits  de  la  diffei-en- 
'tiation   des  relations  (67).  Or  les  coefficients  des  cooi*donnees 


121 


courantes  a?,  y,  z  sont  preciscraent  ces  trois  elements.  On  voit 
done  que  le  plan  de  la  caracleristique  est  perpendiculaire  a  la 
tangente  a  la  directrice  au  point  oceupe  sur  celte  courbe  par 
le  centre  de  la  sphere  variable.  C^eiuit  d'ailleurs  facile  a  prevoir, 
puisqu'il  est  (n,^  108)  parallele  au  plan  diametral  conjugue  de 
cette  tangente. 

110.  Toutefois  ce  plan  ne  passe  pas  par  le  point  directeur. 
II  s'en  trouve  a  une  distance  h  mesuree  suivant  la  tangente, 
qui  a  pour  valeur 


/i= 


(4!*+ 


^'f    ^  -L    ^? 


.,) 


? 


V/</a«  +  r/p«  +  «/7* 


_  t 

Cette  expression  reprcsente  des  lors  la  hauteur  du  c6ne  qui 
a  pour  sommet  le  centre  de  la  sphere,  et  pour  generatrices  les 
normales  de  celte  derniere  le  long  de  la  caracteristique. 


Fig.  14 
L'angle  c  qu'elles  font  avec  son  plan  (fig.  14)  a  pour  Taleur 

sin  o  =  —  =  — 


? 


v/d^a*  +  rfp*  +  </t» 


ou  encore 

(79) 


tangc  =  -^. 


en  designant  par  k  le  rayon  de  la  caracteristique. 

Ce  dernier  forme  avec  h  un  triangle  rectangle  dont  Thypor 
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tenuse  est  le  rayon  spherique  (p,  cc  qui  donnc 

(80)  k  =  V^^^Ta*. 

On  pent  enfin  exprimer  la  hauteur  H  du  c6nc  de  revolution 
circonscrit  a  la  sphere  (et  par  suite  a  la  spherale)  le  long  de 
cette  caracleristique.  Elie  constitue  une  troisieme  pix)portion- 
nelle  a  X*  et  A, 

(81)  H  =  ^. 

L'angle  generateur  de  ce  c6ne  n'est  autre  que  r. 

111.  Attachons-nous  specialement,  comme  dans  les  deux 
parties  precedentes  de  ce  niemoire,  au  cas  d*une  dircctrice  plane 
comprise  dans  I'equateur 

(82)  y  =  F(a:). 

Le  rapport  de  similitude  ne  dependra  plus  que  d'une  seule 
variable,  sous  la  forme  f  (a);  puisque  Y  =  0,  et  que  P  peut  etre 
reniplace  par  F(a). 

L'equation  dc  la  sphere  mobile  devient  dans  ces  conditions 

(83)  («  _  a)«  +  [y  -  F  (a)]»  +  z*  -  <p»  (a)  =  0. 
et  sa  derivee  relative  a  a 

(84)  (x-a)  +  [y-F(a)]F'(a)-cp(a)(p'(a)  =  0. 

La  retherche  de  {'equation  de  la  spherale  se  reduit  a  Telimina- 
tion  du  parametrc  a  entre  ces  deux  relations. 

La  distance  du  centre  de  la  sphere  au  plan  de  la  caracleris- 
tique devient  alors 

(85)  A=      '^'^' 


VM+F'« 


et  les  quantites  r,  k^  H  s'en  deduisent  par  les  formules  (79)« 
(80),  (81). 

112*  Les  spherales  de  celtc  categorie  presentant  une  serie 
*tle  sections  circulaires  perpendiculaires  au  plan  de  Tequateur, 
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peuvenl  dire  considerees  com  me  des  surfaces  a  front  genera- 
leur. 

Nous  soulignerons  avcc  insistnnce  cette  rcmarque,  puisqu'elle 
suffit  a  clle  scule  pour  ctendre  a  ce  nouvel  objet  de  nos  etudes 
tous  les  resultats  de  la  seconde  parlie,  relatifs  k  la  recherche  du 
vohime,  du  centre  de  graviie,  du  moment  d'inertie.  Pour  toutes 
ces  surfaces,  la  genera  trice  restant  un  cercle,  les  consiantes  de 
divei*s  ordres  \i  ou  X  garderont  toujours  les  valeurs  qui  ont  ete 
indiquees  pour  ce  cas  (N.®  86,  note  1). 

Toutefois  pour  pouvoir  appliquer  effectivemcnt  cette  assimila- 
tion, il  est  necessaire  que  nous  possedions  Tequation  de  la 
nouvelle  .directrice,  ainsi  que  les  deux  lois  de  Tinclinaison  fron- 
tale  et  de  Ja  similitude. 

Or  Tequation  (82)  de  la  directrice  devient  en  coordonneos 
polaires 

r  sin  e  =  F  (r  cos  0). 

Admettons  que  Too  puisse  la  resoudre  sous  la  forme  que  nous 
employons  d'ordinaire 

r  =  Fi  (6). 

La  distance  A  du  point  decrivant  M  au  phin  de  la  caracteristique 

devient  alors  (85),  en  rendant  a  a  sa  valcur  rcosO 

« 

^  y[Fi(e)cose].y^[Fi(e)cose]  ^ 

~      v/i  +  F'*[~F7(e)coseJ 


Representons     la    en     abrege 
par 

A  =  Fi  (6). 

Le  triangle  OMMi  (fig.  15) 
donne  en  premier  lieu 

n*  =3  r'  -f  A'  —  2rA  cos  a, 

Tangle  a  etant  fourni  par  les 
formules 


tang  a  =-—  > 


hi 


sin  a  = 


V^F,*  -h  F',*" 


Fig.  15 


F'< 


«'OS  «  =  *- 


/Ft*  +  F',« 
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II  vient  done 

(86)  n«  =  Fi«  +  F*«-2F|Fi 


Sin  a 

ri 

Fi 

Nous  aurons  d'autre  part 

sin(e-fli) 

A 
c'est-a-dire 

(87)  sin(e_fl,)-il 

En  eliminant  0  entrc  ces  deux  relations,  on  obtiendra  en  r|,  6t 
I'equation  de  la  nouvelle  directrice. 

Quant  a  rinclinaison  frontale,  elle  a  pour  valeur 

» 

(88)  t-.OM|F  =  -|— OM|A  =  y  — (OMA-f-MOMi) 

En  y  remeltant  la  valeur  de  6  en  fonction  dc  6g  procuree  par 
relimination  precedente,  on  obtiendra  sous  la  forme 

.•=<!.  (60. 

la  loi  de  cette  inclinaison. 

Enfin  celle  de  la  similitude  deviendra 

cp(a)  =  cp[Fi(e)cose], 

dans  laquelle  on  aura  substitue  cette  meme  valeur  de  0. 

113.  Toutes  les  spherales  jouissent  dc  cette  importante  pro- 
priete  que  leur  directrice  (plane  ou  gauche)  est  rencontree  par 
chacune  de  leurs  normales.  En  efTet  celles-ci  sont  egalement 
des  normales  pour  chacune  dcs  spheres  enveloppees,  qui  ont 
leurs  centres  alignes  sur  la  directrice.  Cette  derniere  se  irouve 
.  en  quelque  sorte  herissee  de  Tensemhle  de  ces  normales,  qui 
rayonnent  de  chacun  de  ses  points  en  forme   de  c6ne  de  revo- 


■Jw 


lution,  d'angle  generateur  variable  -^ — c 
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114.  Nous  pouvons  tirer  parti  de  cetle  propriete  pour  re- 
soudre  la  question  suivante. 

Erant  donnee  une  directrice  F  (82)  dans  le  plan  de  I'equateur. 
determiner  pour  chacun  de  ses  points  une  loi  f  du  rayon  spbe- 
rique  telle  que  la  spherale  qui  en  resultera  soit  circonscrite  a 
une  surface 

(89)  ^{x.  y,  «)  =  0, 

assignee  h  priori. 

La  normale  h  cette  derniere  en  un  de  ses  points  (x,  y,  z), 
que  nous  prenous  par  la  pens^r  sur  la  ligne  de  contact  incon- 
nue,  a  pour  equations 

X  — j:       Y~"y        Z  — « 


.', 


Vy  ¥z 


D'apres  la  remarque  precedenie  (N®  113),  elle  rencontrera  la  di- 
rectrice, puisqu*elle  est  egalement  une  normale  de  la  spherale; 
et  ce  ne  pourra  etre  que  par  sa  trace  sur  le  plan  de  Tequateur 
(ZsO),  dans  lequel  est  situee  cette  courbe.  On  aura  done, 
entre  les  coordonnees  de  cette  trace 


(90) 

a- 

=  j;  — 

la  relation 

(91) 

p-F(a). 

c'est-a-dire 

(92) 


,-.i=r(.-.^). 


La   ligne  de  contact  sera  des   lors  representee   par  les  deux 
equations  (89),  (92). 

Quant  a  la  sphere  qui  admet  pour  son  propre  compte  cette 
normale  au  point  (a?,  y,  z),  elle  doit  avoir  son  centre  en  (a,  P), 
et  un  rayon  ^  encore  inconnu.  Son  equation  est  done 

(a:-a)*  +  (y-p)2  +  2«  =  cpV 

Mais  puisque  le  point  (x,  y,  z)  se  tmuve  sur  la  ligne  de  contact, 
les  trois  relations  (89j,  (90)  permettent  de  determiner  ses  coor- 
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donnees  en  fonction  de  «c.  Si  done  on  reporte  ces  trois  valeurs 
dans  cette  expression  de  ^ *,  un  possedera  ainsi  la  loi  cherchec 
cp(a).  A  partir  de  ce  moment,  on  rentrera  dans  les  conditions 
ordinaires  pour  la  rechei*che  de  I'equation  de  la  spherale. 


§  XVIII 
SpUrtles  riciproques 

115*  Appelons  spherales  vectorielles  celles  pour  lesquelles  Ic 
rayon  cp  de  la  sphere  variable  reste  en  chaque  point  de  la  di- 
rec trice  D  (plane  ou  gauche)  proportionnel  au  rayon  vecteur  OM 
de  cette  courbe,  que  nous  continnerons  ii  representer  par  r,  mais 
en  lui  attribuant  la  valeur  la  plus  g^nerale,  celle  Je  I'espace 


I  =t/«*  +  y'  +  «*.    , 

Le  rayon  spherique  sera  done  Br,  ou  r  sin  b^  si  nous  eonservons 
nOs  anciennes  notations.  La  lettre  p  restera  affectee  a  repre- 
senter les  rayons  vecteurs  ON  des  divers  points  de  la  spherale 
elle-m^me. 

Transformons  tout  Tensemble  de  la  figure  par  rayons  ve- 
cteurs reciproques 

pp' »  *« . 

La  direetriee  D  se  change  en  une  courbe  D'  situee  sur  le  meme 
c6ne  de  sommet  O,  et  rencontraut  la  precedcnte  en  un  ou  plu- 
sieurs  points  K,  de  rayon  vecteur  OK  =  ^*. 

Chacune  des  spheres  se  transforine  en  une  autre  sphere.  A 
rintei*seetion  de  deux  d'entre  elles  infiniment  voisines  corres- 
pondra  celle  des  deux  nouvelles.  En  un  mot  chaque  cai-acte- 
ristique  se  change  en  une  nouvelle  caracleristique  circulair^*,  et 
Tancienne  enveloppe  devient  une  autre  spherale.  Determincms 
en  la  direetriee  et  la  loi  de  similitude. 

Les  points  le  plus  rapproche  et  le  plus  eloigne  du  piMe  sur 
chaque  sphere  (fig.  16)  ont  pour  rayons  vecteurs 

0P  =  /— B;  =(1— B);  , 
OQ  =  ;+Br  =  (l+B)r» 


Us  dcvienncRl  inversemeiu  sur  la  nouvelle  sphere  le  plus  eloigne 


et  le  plus  rappnjche  du  pfkle 
OP- ' . 


OQ'. 


(1+B)r 


Mais  le  centre  de  celle-ci  ne  se  tixjuve  nullement  au  point  M' 
reciproque  de  M.  II  occupe  le  milieu  Ct  de  la  distance  P'Q' 


n-OCi 
ou  si  i'on  veut 


OP'  +  OQ' 


i^/ l_ 


I 


l+B/       (I-B>)r' 


en  fonctiun  du  rayon  i-'  du  point  r^i-iproque  M'.  La  nouvelle 
dircctrice  Di,  lieu  geoinetrique  des  points  C|,  est  done  une 
courbe  hoinotliiitique  de  la  iransformec  D'  de  la  directrice  pro- 
posOe  D,  d'api'fes  le  rapport  de  similitude  (') 

~ -5-  =  sec**. 


(■)  II  importe  de  rem&rquer  que  cette  circoQstanee  ntlat  de  U  tb^rie 


12& 


Quant  au  nouvcau  rayon  splierique,  il  a  pour  valeur 

(l+B)r  \1-B         /        (1-B«)r  ""      *' 

La  nouvelle  spherale  est  done  elle-mieine  veetorielle,  et  du  meine 
indice  B  que  la  proposee.  Nous  pouvons  d^s  lors  enoncer  cc 
iheor^me  fond  a  mental. 

La  transformee  par  rayons  vecieurs  reciproques  d^une  spherale 
vectorielle  quelconque  d'tndice  sin  b  est  une  autre  spherale  redo- 
rielle  de  mime  indice,  ayant  pour  directrice  une  courbe  homoihcli- 
que,  dans  le  rapport  sec*  A,  de  la  trans foi'mee  de  la  directrice  pro- 
posee, 

116.  Considerons  coinnie  exemple  la  surface  qui  concentrera 
plus  loin  notre  attention  (§  XXIII)  sous  le  nom  de  sphero-nau- 
tile,  et  qui  a  pour  directrice  D  la  spirale  logarithmique 

r  =  e^K 
La  transformee  D'  de  cette  courbe  sera 

r 
et  la  nouvelle  directrice  Di 


COS*  b       \  cos  b 


) 


ce  qui  peut  3  ecnre 

La  surface  reciproque  du  sphero-nautile  est  done  un  sphero-nau 


actuelle  les  sphcrales  sp^ciales  que  nous  appellerons  ^.quiradiahs,  pour 
lesquelles  le  rayon  sph^rique  reste  constamment  ^gal  au  rayon  vecteur 

B  =  l. 
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iile  identique,  mats  renvene  autour  du  rayon   vecteur  de  va- 
leur J- ,  de  maniere  a  toiirnovcr  dans  le  sens  dextrorsum 

COS6» 

si  le  propose  etait.  sinistrorsuni,  ou  reciproquenient. 

Sur  les  divers  c6nes  de  latitude,  chaque  conhelice  a  pour 
Iransforniee  une  conhelice  du  nouveau  sphero-nautile. 

117.  Considerons  de  menic  la  spherale  vectorielle  qui  a  pour 
directrice  la  spirale  sinusoide  d'ordre  quclconque  n  (N*^  137) 

j_ 

r  =  cos  *  ni . 

La  nouYelle  directrice  sera 

r  cos'  0       \  cos  o  /  ^        ^ 

c'est-a-dire  une  spirale  sinusoide  d'ordre  egal  et  de  signe  con- 
traire. 

Jm  transfoimee  par  rayons  vecleurs  reciproqtus  de  la  proposie 
sera  done  une  spherale  appartenant  a  la  nieme  calegorie  et  de  mvme 
indice  vectoriel.  mats  d'ordre  egal  et  de  signe  conlraire,  et  amplifiee 
homolhetiquement  dans  le  rapport  sec*  A. 

118*  On  obtient  un  enonce  identique  avec  les  spirales  alge- 
briquet  (N®  138),  qui  ont  pour  equation 

r  =  6** . 


§  XIX 
Directrice  en  coordonn^es  sph^riques 

119.  Le  theoreine  fondaniental  qui  precede  (N^  1 1 5)  permet 
d'associer  deux  par  deux  les  spherales  vectorielles  pour  la  recher- 
che des  leurs  equations,  en  choisissant  a  cet  effet  la  plus  simple. 
Cctte  remarque  dcvicnt  parliculiercnient  utile  en  ce  qui  con- 
cerne  les  directrices  planes  pour  lesquelles  on  adopterait  un  p6le 
vectoriel  silue  en  dehors  de  leur  plan,  a  une  distance  A. 

Ce  plan  aura  en  eflet  pour  transformee  par  rayons  vecteurs 
reciproques  de  module  k  une  sphere  passant  par  le  pole,  sur 
laquelle  les  rayons  vecteurs  de  la  directrice  plane  D  dessinent 
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sa  transformee  spherique  D^  La  trajectoire  Di  du  centre  de^ 
nouvelles  spheres  variables,  qui  doit  lui  etre  semblable,   sera 

elle-meme  ti-acee  sur  une  se- 
conde  sphere  fixe  (d'apr^s  le 
module  d'homothetic  sec'd) 
laquelle  est  representee  par 
la  fig.  17. 

Indiquons  en  consequence 
la  niarche  a  suivre  pour  for- 
mer Tequation  de  la  sphe- 
rale  vectorielle  d'une  courbe 
spherique  Di,  dont  on  pos- 
sede,  entre  la  longitude 
6  =  AON  de  son  point  de- 
crivant  M,  et  sa  colatilude 
|i  =  QOM,  ^equation 

6  =  F(|i). 

Les  coordonnecs  x,  y,  z  du  centre  M  de  la  sphei^e  variable 
(si  Ton  prcnd  pour  unite  le  rayon  dc  la  sphere  de  reference), 
ont  pour  valeurs 

X  =  OK  =  OH  cos  0  =  sin  |i  cos  9 , 

y  =  HK  =  OH  sin  0  =  sin  [i  sin  0  , 

z  =  MH  =  cos  |i . 

Le  rayon  vecteur  PM  sera,  dans  le  triangle  rectangle  PMQ 


r  1=  PM  »  PQ  cos  QPM  =  2  cos 


2  • 


v 


Le  rayon  de  la  sphere  variable  est  done  2B  cos-^  ,  et  son  equa- 
don,  entre  les  coordonnees  courantes  X,  Y,  Z, 

(X  —  sin  |x  cos  «)*  +  (Y  —  sin  \i  sin  6)^  +  (Z  —  cos  jx)*  -  4  B«  cos*  ^  , 

on  en  devclnppant 

X«+Y»  +  Z*  — 2sinti(Xcose  +  Ysine)-2Zcosn 

+  I-4E»cos»-^  =  0, 
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c*est-a-dire  en  coordonnees  mixtes'R,  o),  X 

R* 

-    -^ 2R  [sin  |i  cos  (6  —  cd)  +  cos  [i  tang  X] 

—  2B«  cos  |t  +  (1  —  2B*)  =  0  , 
et  enfin',  d'apres  I'equation  de  la  dircclrice 

^^^^     V^^Tk)   " ^  (^^^)  ^^^^ ^ ^^^ |A  +  cos X sin [1  cos (F - o))] 

-2B«cosjA  +  (l-2B«)  =  0. 

Telle  est  I'equation  dc  la  sphere  variable  en  fonction  du  para- 
metre  |i. 

Prenous  en  la  derivee  \n\v  rapport  a  ce  dernier 

B'siniicosX    ....  .  /r-        x 
^ 1-  sin  A.  sin  |i  —  cos  A.  cos  |x  cos  (F  —  m) 

+  cos  X  sin  |x  sin  (F  —  to)  F'  =  0  , 

on  en  divisant  par  sin  \l  cos  X 

B* 

— -  +  tang  X  —  cot  |i  cos  (F  —  to)  +  F'  sin  (F  —  (o)  =  0  , 
R 

ct  enKn 

(94)  F'sin(F  — (o)  =  cotjAcos(F  — (o)  — M, 

si  Ton  pose  pour  abreger 


B2 

M  =  tang  X  + 


R 

2R 


Or  la  relation  (93)  donne,  en  la  divisant  par 

cos  X  sin  |i  cos  (F  —  (o)  +  sin  X  cos  |x 


cos  X 


R  cosX  ,^^.  .  ^^a 
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c'est-li-dire 

II*  B'  1  —  2B* 

sin  |i  cos  (F  -  0))  =  -  lang  X  cos  (i.  +  yj;^j^  -  -^  cos  [i  -[ ^^^ 

Si  enfin  nous  introduisons  la  noiivclle  abreviation 

N       t/     R  1-2B«\ 

2\cosn."^       R      y' 

on  pourra  ecrire 

(95)  sin  |i  cos  (F  —  (o)  =«  N  —  M  cos  |i . 

Subslituons  cette  valeur  de  cos(F  —  o))  dans  Tegalite  (94),  il 
viendra 

(9G)  ¥'  sin2  n  sin  (F  -  w)  =  N  cos  |i  ~  M  . 

Actuellenicnt  inulliplions  les  deux  meinbres  de  la  relation  (95) 
par  F'  sin  |i,  elevons  les  au  carre,  ainsi  que  ceux  de  (96),  et 
ajoutons.  Nous  faisons  ainsi  disparaitre  (o,  et  il  reste 

(97)     r«  sin*  |i  =  F'2  sin«  |i  (N  -  M  cos  |i)«  +  (N  cos  |i  -  M)*  . 

Cette  resolvante  renferaie  \l  sous  les  signes  trigonometriques 
et  dans  la  fonction  F\  sans  que  F  y  paraisse  par  lui-m^me. 
Quant  aux  symboles  M,  N,  ils  sont  uniqueinent  fonctions  de 
R  et  X.  II  ne  restera  plus  qu'a  tirer  dans  cliaque  cas  de  cette 
egalite  Texpression  de  (x,  pour  la  substituer  dans  la  pi^cedente 
(96),  ce  qui  fournira  en  R,  o),  X  I'equation  de  la  splierale. 

120>  Appliquons  cette  methode  a  la  recherche  de  la  sphe- 
rale  vectorielle  qui  a  pour  diroctrice  une  loxodromie, 

Le  triangle  infinitesimal  forme  par  les  trois  arcs  elemcnlaires 
de  cette  ligne,  du  nieridicri  et  du  parallcle  donnc  pour  Tangle 
constant  a  qac  fait  la  courbc  avec  le  meridicn 

cot  a  = 


sin  |i  dO  ' 


yd 


cl'od  I'on  tire 


'">_P(^)_t«"6« 


La  relation  (97)  devient  dhs  lors 

tang*  a  [sin  *  (i  —  (N  —  M  cos  ja)*]  =  (N  cos  |Jt  —  M)* , 
ou  en  developpant 

[(M>  +  1)  sin*  a  +•  N*  cos*  a]  cos*  ja  +  2MN  cos  |i 
-  [(N*  -  I)  sin*  a  +  M*  cos*  a]  -  0  . 

equation  du  second  degre  en  cos|a,  qui  perinettra  d'achever  la 
solution. 

121.  La  transfonnee  D'  de  la  loxodromie  D  est  une  spirale 
logarithmique  du  m^me  angle  a,  et  la  courbe  D|  semblable  a 
cellc-ci  une  spirale  identique,  mais  device.  Toutefois  il  ne  s'en- 
suit  pas  pour  cela  que  la  spherale  correspondante  soit  un  sphero- 
nautile.  En  eifet  le  rayon  des  spheres  variables  devrait  pour 

cela  prendre  comme  valeur  Be^^,  tandis  qu'elle  est  B/A*  +  «^fi. 
II  s'agit  done  ici  d'une  surface  plus  generate,  d*aprfes  I'arbi- 
traire  A,  admettant  comme  limite  le  sphero-nautile,  lorsque  ce 
parametre  tend  vers  zero. 

§XX 
Directrice  en  coordonnies  rectangolaires 

122.  Revenons  maintenant  a  la  directrice  (82),  rapportee, 
dans  son  propre  plan,  a  des  coordonnees  rectangulaires.  Nous 
avons  vu  qu'il  suffit,  pour  obtenir  {'equation  de  sa  spherale 
dans  les  conditions  les  plus  generates,  d'eliminer  a  entre  les 
deux  relations  (83),  (84). 

Pour  en  montrer  un  exemple,  prenons  comme  directrice  un 
cercle  de  rayon  egal  a  I'unite,  avec  un  rayon  spherique  By  pro- 
portionnel  a  I'ordonnee  de  cette  circonference.  Si  0  designe 
I'aziniut  du  centre  de  la  sphere  variable,  elle  aura  pour  equa- 
tion 

(jr  —  cos  »)*  +  (y  —  sin  »)* -h  z*  -  B*  sin*  9  , 

(x*  +  y*  +  z*)  — 2(arcose  +  ysinfi)  +  co8*tf  +  (l— B*)8in*9  =  0, 
Vol.  hi  —  N.«  8  1 


iU 


ou,  en  coorcloniiees  iiiixtes, 

—  ;r.  —  2Rcos(e-a))+l-B>siii«e  =  0 
cos*  A.  ^ 

Cettc  relation  donne  comnic  derivee  relative  a  0 

R  sin  (6—  (1))=  B*  sin  6  cos  0 . 


On  tire  de  la 


B* 

sin  (6  —  (o)  =  ~—  sin  0  cos  0 , 

R  ■ 


//J        ^  R        .    1-B»sin>e 

cos  (©  —  (I))  = —■-  H -— , 

^         ^      2cos«X^  2R 

et  en  ajoutant  les  carres 

B»sin»g(1-sin«e)   ,    /      R ,    1-B»sin»e\» 

R«  ■*"V2c^n+  2R         )   ' 

equation  bicarree  en  sin0.  11  n*y  aura  plus  qu'a  substituer  la 
valeur  qu'elle  foornit  dans  Tequation  derivee,  pour  obtenir 
celle  de  la  spherale. 

123*  l^a  methode  generale  se  simplifie  pour  les  spheralcs 
equilaieres,  dans  lesquelles  le  rayon  de  la  sphere  mobile  reste 
constamnient  egal  ii  rordonnee  de  la  direetrice. 

Si  en  eifet  on  remplace  cp  par  F  dans  Tequation  (83),  elle  se 
reduit  a 

d*o(i  la  derivee 

(99)  F'(a)  =  ^, 

avec  elimination  de  a  entre  ces  deux  formules. 

124.  Si  nous  y  Faisons  a  la  Fois  ^  =  0,  z  =  0,  I'une  quel- 
conque  des  deux  donne  x=a,  et  Tautre  se  trouve  identique- 
ment  satisFaite  par  rctie  subsiiiutinn.  II  en  faut  conclure  que 
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la  droite  representee  par  ees  deux  equations,  c'est-a-dire  Taxe 
des  abscisses,  fait  toujours  partie  de  la  surface.  Ce  resultat, 
d'ailleurs  evident  a  Tavance,  nous  permet  de  signaler  une  con- 
sequence utile. 

Le  pied  P  de  toute  ordonnee  (fig.  t8)  fait  d'apres  cela  partie 
de  la  caract^ristique.  Or  nous  sa- 
vons  d'une  maniere  generate  (N® 
1 09)  que  la  trace  du  plan  de  cette 
courbc  est  une  perpendiculaire  sur 
la  tangente  en  M  a  la  directrice. 
Abaissons  done  cette  perpendi- 
culaire PF.  Mais  cette  tangente 
contient  aussi  le  sommet  Ms  du 
c6ne  de  revolution  circonscrit  sui- 
vant  la  caracteristique.  Or  PO  ^ 
tangente  au  grand  cercle  de  la 
sphere  mobile  est  une  des  gene- 
ratrices de  ce  c6ne.  Le  sommet  Ms  se  trouve  ainsi  determine 
par  rintcrsection  de  ces  deux  droites.  D&s  lors  la  spherale  se 
presente  sous  un  nouvel  aspect  distinct  du  precedent,  comrae 
I'enveloppe  des  c6nes  de  revolution  engendres  par  la  rotation 
de  Taxe  des  abscisses  autour  de  toutcs  les  tangentes  de  la  di- 
rectrice snccessivcmcnt. 


125.   Prenons  comme  exemple  la  logarithmique 


y^e 


mx 


Les  formules  (98),  (99)  devienncnt 


(a  —  flB)*  +  y*  +  «* 

gma  ^  ^ i £ 

2y 


ema 


a  —  X 
my 


d'oii  il  suit: 


(a-aj)« (a  — a;)  +  y«  +  z«-0, 

a^X'^ f-\/— •— y'  — «*f 

w  —  V   wi*      ^  • 


*  • 


136 


et  poar  I'equation  de  la  spherale 


L'equation 

repre^nte  au  Fond  la  ineme  courbe;  inais,  resolue  sous  cette 
forme,  eHe  donne  naissance  a  une  spherale  loute  diflereiUe.  Les 
rayons  spheriques,  egaux  aux  nouvelles  orclonnees,  le  sont  des 
lors  aux  anciennes  abscisses  et  non  plus,  comme  tout  a  Theure, 
aux  anciennes  ordonnees. 

Les  formules  generales  (98),  (99)  donnent  alors 

^i^c«      (g— x)'+y^  +  z* 

nLoga ^ , 

n    .    a  —  x 


a  V 


cette  demiere  peut  s'ecrire: 

(a  —  x)^  +  x{a  —  a;)~-nyz^O. 

Elle  nous  fournit  a— a;  qu*il  su£Bt  de  reporter  dans  la  prec6- 
dente;  d'od  I'equation  de  la  nouvelle  spherale 


1      A      f       /\^x^  +  ny  +  j;\               ( V  x^  +  ny  —  x\^ 
z«  =  2«yLog(^ f )-y'-[ ^ )  . 

126.  Considerons  encore  comme  directrice  la  chainette 

gtnx  -|_  g—mx 

y= — 2 — • 

Nous  aurons  (98,  99) 

(100)  ^. + ^—  =  («-^)'+y^+.^^ , 

y 

fmn  —  ^-wo  = (a  —  x)  , 

my 
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d'oCl,  en  ajoutant  et  relram-liunt  ullernalivcinent 

2 

2  vf "»«  =  v'  +  «'-+  vtt  -  a;)'  +  —  (a  —  J?) , 

2 
2«/^-»»a  =  v*  +  2*  +  (a— a?)* (a  —  x) , 

et  en  multipliant.  membre  a  meinbre 

De  la  une  equation  bicarree  on  a  —  x,  dunt  on  substituera  les 
racines  dans  la  (brmule  (100). 
La  sinusoide 

y  =  cos  nx  ^ 

conduit  egalemcnt  h  une  equation  bicarree;  et  cela  devait  etre 
en  efiet,  puisque  les  deux  equations  rentrent  Tune  dans  Tautrc 
si  Ton  prend 


m 


-nY^. 


127.  Envisageons  enfin  coniine  dircctricc  la  pai*abole  d'ordre 
positir  quelconque  n,  entier,  fractionnaire  ou  incommensurable 

ce  qui  donne  pour  les  equations  generates  (98),  (99) 

(102)  nya^'-^^a  —  x, 

Multiplions  la  premiere  par  n,  la  seconde  par  2a,  et  retranchons. 
Le  terme  a"  disparait,  et  il  reste 

n(a  — jr)«  — 2(a  — a?)  +  n(y>  +  a:«)=-0, 
ou,  sous  une  autre  Forme 

(103)  (ii-2)(a~ar)«-2a:(«-a;)  +  n(y«  +  z*)  =  0t 


i:m 


equation  dii  scroncl  dcgitl*  en  ol—j:  qui  donne 


(104)  (n-2)(«-x)  =  jr±v/aj>-n(n-2)(y«  +  z«), 

En  substituant  dans  I'egalite  (102),  on  obtient  Tequation  de  la 
spherale. 

128.  II  se  presentc  cependant  unc  exception  pour  le  cas, 
precisement  le  plus  simple  de  tons,  cclui  de  la  parabole  du  se- 
cond degre  (n  =  2).  La  forniule  (104)  ne  pent  plus  alors  four- 
nir  a\  mais  si  I'on  se  reporte  a  (103),  il  vient  dircctenient 

X 

Tirant  de  la  a  et  a  —  a;  poifr  les  subslituer  dans  (101),  on  obtient 
d'oCi,  en  multipliant  par  — ^  ,  --^ 

F  +  2' 

(105)  (y*  +  2«)(l-2y)  =  2«V» 

spherale  du  troisicnie  degre. 

Sa  trace  sur  le  plan  z  ==  0  de  la  directrice  a  pour  equation 

y(l-2y-2aj«)  =  0, 

qui  represente  d'une  part  Faxe  dcs  abscisses  y  =  0,  com  me  nous 
le  savons  d'une  maniere  generale  (N®  128),  et  en  second  lieu  le 
cercle 

a?*+y*~|-=o, 

qui  passe  au  sommet  dc  la  parabole,  et  a  pour  centre  son 
foyer  (*). 


(>)  C'eat  pr^eiB^ment  pour  cette  surface  qu'a  kXk  trac^e  la  figure  18. 
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§XXI 

Directrice  en  coordonnies  polaires 

129*  Supposons  maintenant  que  la  directrice  soil  representee 
par  I'equation 

r  =  V{d). 

La  sphere  qui  a  pour  rayon  cp(0)  ct  son  centre  au  point  (r,  0) 
ad  met  com  me  equation 

(106)  (j:  —  r  cos  »)«  +  (y  —  r  sin  6)  +  r«  =  (p* , 

(107)  .r«  +  y«  +  «'  -  2  F  (jT  cos  9  +  y  sin  9)  +  F«  -  9«  =  0  , 

( 1 08  ^  — ^-  -  2FR  cos  (9  -  0))  +  V*  -©«  =  (). 

La  derivee  relative  a  0  dcvicnt 

(109)  Fll  sin  (e  -  (o)  --  FR  cos  (6  -  cd)  +  FF'  -  cp^' «  0 , 

et  I'equation  de  la  spherale  s'oblient  par  Telimination  de  0  entrc 

(108)  et  (109). 

130*  Si  Ton  envisage  en  particulicr  une  spherale  vectorielle 

cp  =  B/ =  r  sin  /j  , 

ces  equations  fondamen tales  deviennent 

R* 

(1 10)  F«  cos«  A  -  2FR  cos  (0  -  o))  + ^^  =  0  , 

^       ^  cos' A. 

(fll)      FF'  cos*  A  -  R  [F'  cos  (6  -  cd)  -  F  sin  1 9  -  w)]  =  0  . 

131.  Mais  revenons  aux  forniules  enlieremcnt  generates  (108, 

109),  pour  calculcr  les  diflercnts  elements  dc  la  caracteristique. 

Nous  savons  que  Tequution  derivee  (109)  rcprescnte  la  trace 


no 


du  plan  vrrtical  Ho  ccilc  coiirbc.  ricniloiis  lui,  en  coorclonnees 
reclangulaircs,  la  fornie 

(F  sin  e  — F' cos  9)  j?-  (Fros  6  +  F'  sin  9)y  +  V¥'  -  cp:p'  =  0  , 

La  distance  A  de  cc  plan  au  point  decrivant  M  {r  cos  0,  r  sin  0) 
a  pour  valeur 

.     (Fsin9-Fcose)Fcos9--(Fcose+F^8inO)FsinO  +  FF-cpy^ 

/  (F  sin  d  -  ¥'  cos  ej^T  (F  cos  d  +  f^dj* 

ou  en  reduisant 

(112)  A=    ,    '^'        . 

V/F>  +  F'> 

Nous  en  deduisons  (80)  le  rayon  de  la  caracteristique 

(113)  X«  =  ^«-A«-<p«(.  -y4W)' 
Tangle  generatcur  (TU)  du  c6ne  circonscril 
(IH)  .sinc  =  -«    .—1 


?     v/f«+f'« 

la  hauteur  (81)  de  ce  c6nc 

enfin  la  distance  MMi  =  H  +  ^  du  point  decrivant  M  au  sommet 
du  c6ne  circonscrit: 


^'*     LA_   ?*_    9   .fl^ 


C5      r 


A  A        f  cp    sma 

132-  Appliquons  specialement  ces  forniules  au  cas  des  sphe- 
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rales  vccloriellcs 


(f  =  F  sin  A , 

(in)  A=    . 

^       '  /F»  +  F'* 


F'  sin  A 
(119)  sinc« 


»/F«  +  F'*  ' 


»       F  /F»+F'»cos2A 

(121)  H  +  A  =  -?^/FiTF^==     '^ 


cos  a  * 


Celte  derniere  valeur  est  independanle  du  coefficienl  vecto- 
riel  If.  Elle  montre  que  le  sominet  Mi  du  cone  circonscrit  se 
trouve  a  Tintersection  de  la  tangente  MM2  do  la  directrice  avee 
la  perpendiculaire  OM3  elevee  au  p6le  sur  le  rayon  vecteur  OM. 

Lorsqu'il  s'agit  specialement  du  sphero-naulile,  donl  la  di- 
rectrice est  line  spiralc  logarithmique,  on  sait  que  telle  est  la 
construction  qui  fait  connaitre,  en  MM3,  la  longueur  de  Tare  de 
cette  courbe  a  partir  de  son  p6le  asymptotique. 

133.  Supposons  conime  exempic  une  directrice  rectiligne 
perpendiculaire  a  I'axe  polaire 

r  cos  6=1,         F 


cos  6  * 
La  relation  (107)  devient 

Jf*  +  y*  +  «*  —  2a?  —  2y  tang  0  +  cos*  A  ( 1  +  Ung*  6)  =  0  . 

On  y  pent  considerer  tang  6  commc  le  parametre  par  rapport 
auquel  doit  etre  prise  la  derivee,  ce  qui  donne 

tang  e  =  — ^jj- , 
cos"  o 
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d'ou,  en  substituant 

x^  +  y'^  +  z^  -  2x^     -^^-r  +  cos^A^O, 

cos'  o 

ce  qu'on  peut  ecrire 

(x-\)^+z^ y*_=i 

sin*  b  cos*  b 

On  y  reconnait  I'equation  de  la  surface  gauche  de  revolution 
autour  de  la  directrice.  Son  hyperbole  meridiennc 

sin*  b  cos*  b 

a  pour  demi-axes  sin  6,  cos  6,  et  pour  foyer  I'origine. 

Si  I'on  veut  envisager  coinnic  second  exeinple  un  ceixrie  rap- 
porte  a  Pun  de  ses  points,  il  ne  sera  plus  neceasuire  de  re- 
prendre  a  cet  eflet  aucun  calcul.  (x*tte  courbe  est  en  eflct  la 
transformee  par  rayons  vccteurs  i*eciproques  de  sa  tangente  au 
point  dianietralenient  oppose  au  ptMe.  Dcs  lors  la  nouvelle  sphe- 
rale  sei*a,  d'upres  le  theoreme  fondamental  du  N*  IIG,  la 
transformee  par  rayons  vecteurs  reciproques  du  precedent  hy- 
perbolo][de  de  revolution  h  une  nappe  relativement  K  un  des 
points  de  sou  cercle  focal,  li  savoir 


R  =  cos  X  (cos  X  cos  (0  +  /cos*  X  —  cos*  b) . 

134*  La  methode  generate  se  simplifie  lorsqu'il  s'agit  dcs 
spherales  equiraduUes,  pour  lesquclles  le  rayon  splierique  restc 
constamment  egal  au  rayon  vecteur:  ^  =  r.  II  vient  alors,  en 
supposant  cosbwmQ  dans  les  relations  (110),  (111) 

(.22)     F  =  ^^ r^-T-T^.         F'=        ^''"'^^-'^'^ 


2  cos  (6  — 0))  COS*  X  '  2cos*(6  — (o)cos*X* 

ce  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

n  K'R 

(123)     cos  (6  —  «>)  = ^  ,         sin  (6  —  (o)  =  nvr^-r"^  %  • 

'  ^  2rcos'X  zr^cos-/^ 

Nous  aurons  egalement  en  divisant  membre  a  niembrc,  et  en 
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foriuant  la  sutnine  des  carres 

2  cosn  ^  t/pgrri 

F' 

(125)  Ung  (6  —  0))  =  -=r  ==  cot  a  . 

r 

d'oii  Ton  deduit  encore  ces  formules  qui  nous  seront  utiles 
plus  loin 

(126)  (i>  =  6  +  arctang  —, —  -^  =  0  —  arctang  — 


r.^    » 


^«  =  \*+-F¥+Fvr-j^*  =  — P  +  pi — ^•• 

135.  Les  equations  (122)  peuvent  s*ecrii*e: 

^  oi.   /i^  //i  ^       2F' (6)  COS*  (6-0)) 

y^  =  2F(e)cos(e-a>)  = \    ^^    \ ^. 

*  A.  ^  '        ^  sin  (6  —  (o) 


cos 

Si  Ton  imagine  que  Ton  ait  substitue  dans  Tune  ou  I'autre  la 

valeur  de  0  deduite  de  (125),  on  obtiendra  x-r-  en  fonction 

^       ^  cos*  A. 

de  (I).   La   section    operee    par  un    plan  nieridien   quelconque 

(0  =  const,    sera   done    toujours    une    courbe    representee   par 

I'equation 

K 
i^  =  const.  , 

ou,  enti*e  les  coordonnees  polaires  (p,  X) 


cosX 


const. , 


c'est-a-dire  un  cercle  passant  par  le  p6le. 

Et  en  effet  ce  point  appartenant  a  toutes  les  spheres,  fait  ne- 
cessairement  partie  de  la  spherale  et  de  toutes  les  caracteristi- 
ques.  On  obtient  done  Icurs  divers  plans  en  inenant  par  le 
p6le  des  plans  normaux  aux  tangcntes  de  la  directrice  (plane 
ou  gauche).  Lorsque  celleci  se  trouve  comprise  dans  un  plan, 
ce  sont  precisement  les  sections  circulaires  meridiennes  que  le 
calcul  vient  de  mettre  en  evidence. 
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On  reroiiiiail  des  lors  (ju'iinc  splierale  eqiiiradiale  est  en^^en- 
dree  par  un  cercle  variable  qui  passe  iiicessamnieiil  par  le 
p6le,  tandis  que  son  centre  panourt  la  podaire  de  la  direclrice 
(plane  ou  gauche)  relative  h  ce  point. 

Revenant  au  cas  oii  celle-ci  est  comprise  dans  le  plan  de 
I'equateur,  nous  voyons  que  la  trace  equatoriale  de  la  spherale 

equiradiale  est  une  courbe  homo- 
tlietique  de  cetle  podaire,  oble- 
nue  en  doublant  tous  ses  ravons 
vecteurs.  En  eflet  OMi  (fig.  19) 
etant  la  trace  du  plan  de  la  carn- 
cteristique,  le  point  M'l  situe  sur 
le  grand  cercle  de  la  sphere  va- 
riable, appartient  a  la  spherale, 
ainsi  qu'a  sa  trace  equatoriale. 

C'est  d'ailleurs  ce  qu'expriine, 

dans    le    cas    actuel,    la    forniule 

(125),  d'apres  le  triangle  OMM|. 

Onistatons  done  que  les  sphe 


Fig.  19 


rales  equiradiales  pour  une  directrice  (M)  sont  I'equivalent  de 
nos  anciennes  equiradiales  a  front  uieridien  generateur  (\*  lOj, 
mais  pour  une  directrice  (Mi)  toute  diflercnte,  qui  est  la  po- 
daire de  la  premiere. 

136.  Prenous  comme  cxemple  de  directiicc  la  spirale  sinu- 
so'ide  d'ordre  tout  a  fait  quelconque  n 


r*  =  cos  nO  , 


i-n 


F  =3  cos  "  /i6  ,  F'  =  —  cos  *    nO  sin  nO  . 


La  relation  (125)  donne  alors 


(0 


^  /     cosn6\       .     ,   ,x/i 

=  a  — arc  cot  ( : — ^)  =(/i-+- 1)0  , 

\     sm  ndj 

/l+  1  71+1 


et  en  reportant  cette  valeur  dans  (124) 

2cos^ 
equation  de  la  spherale  equiradiale. 


(127) 


R  -«7  "     \ 

5T-  =  COS    "     I  p-  0)  I , 

lOs' A.  \«+  1      / 


lib 


Elle  a  pour  trace  equatoriale 
(128)  (|:);TI  =  cos(^.). 

c'est-a-dire  une  autre  spirale  sinusoide  d'ordre  — r— r;  resullat 

■^  71+  1 

conforine  au  theorenie  precedent  (N®  136),  d'apres  ce  que  I'on 
sait  de  la  podaire  de  ccs  courbes  ('). 

137-  Nous  pouvons  e^alenient  eifectuer  cette  recliei*che  pour 
les  coniques  rapportecs  a  leur  foyer 

r  = 


a{\  +e cos 0)  * 
On  obtient  alors  comme  equation  de  la  spherale  entre  R,  a>,  X 


Q>  -a  arc  cos  m  —  arc  tang 


en   employant  Tabreviation  suivante 

ib^  cos*  X        \+e^ 


m  = 


ea 


<R«  2^ 


138.  Envisageons  encore  comme  exemple  la  spii*ale  algebri- 
que  d'ordre  quelconque  n  positif  ou  negatif,  entier,  fraction- 
naire  ou  incommensurable 


(^)  On  peut  signaler  les  directrices  suivantes,  qui  foamissent,  comme 
traces  ^quatoriales,  d'autres  spirales  sinusoi'des  6gaJement  simples : 

n  1 

Cercle         n  a=  1 ,        — — ^  =  *    cardio'ide. 

M  -|- 1       2 

Parabole       — 5,  —1    droite, 

Hyperbole     — 2,  +2    lemniscate. 
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La  forniule  (124)  devient 


2  cos*  X       /  e**  +  n*e*«-*      [/d^  +  n^ 


R  9*"  e^^* 


c'est-a-dire 


(129)  i^!!Ajin+8_e«_n«  =  0. 

La  relation  (125)  donne  dc  son  cote 

(0  =  0  +  arc  tang — . 

Elle  est  nettement  insoluble  par  rapport  a  0.  IViais  la  pi*ece- 
dente,  qui  est  algebrique,  pourra  dans  certains  cas  fournir, 
pour  ce  param^tre,  une  valcur  qu'il  suifira  de  substituer  ici,  de 
mani&rc  a  obtenir  definitivenicnt  Tequation  de  la  spheralc. 

Cette  circonstance,  si  Ton  se  borne  aui  fonctions  eiementai- 
rcs(*),  se  presenlera  pour  dix-sepl  directrices  divcrses,  qui  ra- 
m&nent  aux  quatre  premiers  degres  la  resolvaute  (129),  envi- 
sagee  par  rapport  a  I  inconnue  0  elle-mciue  ou  a  certaines  puis- 
sances auxiliaires  de  0.  On  se  trouve  conduit  au  quatrieme 
degre  par  les  valeurs  suivantes  de  Pexposant  n 

«         1         _1         _i         _j4  , 

3'  4'  4'  3'       "      ' 


(*)  Si  Ton  fait  nai,  la  r68olvante  (129)  prend  d'elle  m^inc  par  rap- 
port  k  rinconnue  aaxiliaire 


d>  cos  X 


v^^. 


la  forme  r^uite  de  Beimo  et  de  Jcbbabd,  qcd  a  ^t^  employ^  par  Hermitk 
poor  ramener  anz  fonctions  elliptiqaes  la  resolation  de  r^uation  du  cin- 
qui^me  degr6.  On  obtient  de  tclles  Equations  pour  Ics  douze  valeurs  sui- 
vantes de  n 

3    2   j.        1        2   _8   _4   _5   _5  _5   _ 
*'  2'  8'  4'  ~  5'  "^  5'      5'      5»      4'      3'      2' 
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au  troisieme  avec 

# 

nv  V\ 

1 

3  ' 

2 
3' 

3- 
2' 

3: 


au  second  pour 


»0.     -j^*^     -2; 


enfin  au  premier  degre  avec 

0(0),      -I. 

Je  me  contenterai,  parmi  ces  vingt-neuf  problemes,  d'envi- 
sager  le  plus  simple,  qui  est  celui  de  la  spiraie  hyperbolique 

1  1  F 

7i  =  — 1,      F  =  -2-,      F  =  — _,      _  =  _e. 


La  i*elation  (125)  devient  alors 
( 1 30)  (0  =^  6  +  arc  cot  0 

Quant  a  la  resolvante  (124)  elle  donne 

4  cos*  X 


R* 


-e«_i=o. 


031)  6  =  y/A9ii-l, 

ce  qui  fournit  pour  I'equation  de  la  spherale 


/^o«\               -  /4cos*X       ^   ,              ^  /4cos*X       . 
(132)         (o=y/— ^^ 1+arccoty/— ^-^ I. 


(I)  ConchoYdo  de  la  spiraie  de  Galilee  (Gomrs  Tbixrira,  Traiado  de  las 
curvoi  especicdes  notables,  p.  367). 

(<)  Spiraie  de  Fermat  (ibidem,  p.  871). 
(3)  Spiraie  d'AncniMtDE. 
(«)  LUuus  de  Cotes  (ibidem,  p.  380). 
('»)  Ccrcle. 


H8 


.  Sxxii 

Sph^ro-nautilo 

139.  Arrivons  enfin  a  rapplication  principale  que  noui  avons 
en  vue  dans  ce  travail,  c'est-a-dirc  h  Tequation  du  sphero-nau- 
iile,  pour  lequel  la  direclrice  est  la  spirale  logarithmique ;  le 
module  vectorici  b  redevenant  quclconque. 

La  formule  (121)  donne  alors 

X^^  co8«  A  +  K  [e^^  sin  ifi  —  w)  -  Xe^^  cos  (9  -  o))]  =  0  , 
(133)       f^"cosaco8*A«-R[cos(6— a)cosa  — 8in(6— «)8ina]. 

(134)  eA«»R£^!il-:i^+5). 

^  cos  a  cos*  o 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  la  relation  (110),  R  dispa 
rait,  et  il  reste 

co8*(6  — (o  +  a)      ^  cos(6  — a)4-a)cos(6  — (tt)  1       ^ 

cos*  fl  cos*  A  cos  £1  cos  A*  cos*  A. 

cos   •!  COS^ 

cos(6— a>+fl)[cos(6— (i)+fl)--2cos(6— (o)cosfl]H ^^ — =0, 

cos    K 

ft^         A.   \        ,k  \       COS*  fl  cos*  A 

cos  (a  —  (0  +  «)  cos  (0  —  (0  —  fl)  = 5^;^ , 

cos' A. 

COS  n  COS  h 

cos*  (9  —  (o)  cos*  a  —  sin*  (6  —  co)  sin*  a  — ^-r . 

^  ^  cos*X 

On  deduit  de  la  successivement 


..  cos  a 


(135)  8in(«-(D)  =  ^^V^^i^~cos** 


,^        .  _  v/sin*  a  cos*  X + cos*  a  cos*  A 

cos  (a  —  0))  = r 

^  cos  X 
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Remettant  ces  valeurs  dans  (133),  on  obtient 


,a6 


R 


(136)       ^Ati_ ^,-(v/sin«acosn  +  cos«acos«* 

^  cos*  O  COS  X  ^ 


—  sin  a  j/  cos'^  K  —  cos*  b) . 

on  sous  une  forme  equivalente 

[l>  ■ 
r ^-r  ( l/sin^  a  cos*  X  +  cos*  a  cos*  ^ 
cos  X  cos*  ^  ^ 

—  V^sin*  a  cos*  X  —  sin*  a  cos*  b)    . 

Comme  d'ailleurs  la  relation  (135)  nous  donne  en  menie 
temps 

(138)  6  =  a>  +  arcsin( i/cos*  X  —  cos*  b] , 

\cosX  / 

si  nous  egalons  I'une  h  I'autre  ces  deux  valeurs  de  Tazimul  6, 
nous  oblenons  enfin  I'equation  du  sphero-nautile  entre  R,  a>,  X, 
et  les  constantes  a,  b.  Mais  il  est  inutile  d'eflcctuer  cette  transcri- 
ption. 

140.  En  faisant  dans  I'equation  en  question  X  =  0,  nous 
obtiendrons  celle  de  la  trace  equatoriale 

(JO  +  arc  sin  (cos  a  sin  b) 
=  tang  a  Log    jj  ( v^sin*  a  +  cos*  a  cos*  ^  +  sin  a  sin  b)  I . 

Elle  est  formee  de  deux  spirales  logarithmiques  egales  a  la  di- 
rectrice,  mais  devices.  On  ne  doit  en  cflet,  parmi  les  quatre 
combinaisons  que  fournissent  les  doubles  signes  des  deux  ra- 
dicaux,  prendre  que  les  deux  valeurs  positives,  sous  peine  de 
rend  re  le  logarithme  imaginaire. 

Remarquons  d'ailleurs  que  la  valeur  (138)  ne  commence  a 
^tre  reelle  que  pour  des  latitudes  inferieures  a  X«=£.  Telle  est 
done  Tequation  de  la  c6nhelice  de  contact  entre  le  sphero-nau- 
tile et  le  c6ne  qui  lui  est  cii*conscrit  a  partir  du  p61e. 

141.  Les  expressions  (136),  (137),  (138),  equivalentes  entre 
Vol.  Ill  —  N.»  8  8 
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ellcs.  pre8entent  une  grande  importance.  Elles  deterininent  en 
cfTet,  pour  chaque  point  (I\,  o),  X)  de  la  surface,  Taziinut  0  du 
centre  de  la  sphere  qui  Vy  touclic,  ou  encore  (N^  113)  le  pied 
de  sa  norniale.  La  premiere  de  ces  forinules  fournit  cet  azimut 
en  fonction  de  K,  X;  la  seconde  en  co,  X. 

La  derniere  (138)  sera  la  plus  utile.  Si  on  la  laisse  sous  sa 
precedente  forme  (135),  elle  exprime  le  sinus  de  Tappoint  6  — o) 
qu'il  faut  ajouter  a  la  longitude  oo  de  ce  point  N  pour  obtenir 
Pazimut  correspondant  0  du  centre  M ;  et  rien  ne  s'oppose  k  ce 
qu'on  le  construise  a  Taide  de  la  regie  et  du  compas. 

142.  Les  formules  generates  (117  a  121)  donnent  pour  le 
sphero-nautile 

/iQQ^  A       A^^'^^sin^A  . 

(1o9)  n  =  — --r:T^"-  — rcos/?sm*/>  , 

(140)    ^  =  ^^^^sin/>i/- ^ —  =  rsinAv/l  —  cos^ «  sin* i  ^ 


(HI) 


H  =  ^aO  1  +  A^cos^  b  ^  ^  I  —  cos»  a  sin*  ^ 

A  v/ 1  -f  A*  cos  a 


(\ii)  H+//=      "^ 


cos  a 


L'angic  a  reslant  constant  sur   la   spii*ale  logarithmique,   ces 
quatre  elements  sont  proportionncis  au  rayon  vecteur. 

Remarquons  encore  la  valeur  de  I'angle  r,  que  fonncnt  les 
rayons  spheriques  normaux  avec  le  plan  de  la  caracteristique, 
ou  les  generatrices  du  cone  circonscrit  avec  la  tangente  a  la 
directrice 

(113)  sin  c  =  —  =    -  . — -  =  sin  b  cos  a  . 


^^-       r  sin  A 


Cet  angle  demeure  done  constant,  et  le  sphero-nautile  se  trouve 
ainsi  defini  au  moyen  de  trois  elements  angulaires  a«  &,  r,  dont 
deux  seulcment  restent  arbitraires,  le  troisieme  leur  etant  relie 
par  cette  condition  (143).  II  convicnt  pourtant  de  remarquer 
^ue  deux  d'entre  eux,  a  et  c,  figurent  deux  memes  sous  leur 
aspect  aogulaire  dans  la  conformation  de  la  surface,  tandi# 
que  If  n'a  ete  introduit  quindirectemerit  pour  la  plus  grande 
lacilite  des' calculs^  en  representant  sous  la  forme  trigonom^- 


151 


trique  sin  b  le  coefflcient  vectoriel  B.  Au  contraire  les  deux 
angles  a  ex.  c  caracteriscnt  dircctement  la  maniere  dont  le 
sphero-nautile  tourne  en  spirale  on  s'epanouit  en  forme  de  cor. 

143.  Le  lieu  geonietrique  des  centres  Mi  des  caracteristiques 
nous  est  Iburni  par  les  equations  generates  (86)  (87) 

n^  =  r^  ( I  +  cos*  a  sin*  i  —  2  cos*  a  sin*  b)  , 

ce  qui  pent  s'ecrire 


(144)  ri  =  r  V^sin*  fl  +  cos*  a  cos*  A  , 

et  d'autre  part 

.  sin  rt  cos  a  cos*  A 

(145;  sin(0  — ai)  = 


V^sin*  a  +  cos*  a  cos*  b 
On  en  deduit: 

sin  a  cos  a  cos*  ft 


A    0|  4  arc  sin  (  ] 

L  \v  8in*  a  -j-  co»*  a  cos^  6/ J 


71  =  v/sin*  a  +  cos*  a  cos*  b .  c 

Ce  lieu  est  d'apres  cela  une  spirale  logarithmique  identique  a 
la  directrice  et  device  de  Tangle 

sin  a  cos  a  cos*  b 
arc  sin  ' 


V^sin*  a  -\-  cos*  a  cos*  b^ 
-\-  -  tang  a  Log  (sin*  a  -\-  cos*  a  cos*  A). 

Telle  sera  done  la  nouvelle  directrice  du  nautile  a  front  gene- 
rateur  circulaire  oblique  identique  au  sphero-nautile.  L'inclinai- 
son  t  (88)  du  front  iTste  constante,  avec  la  valeur 

t:  .     /      sin  a  cos  a  cos*  b 

I  =  —  —  a  —  arc  sin 


2  y  v^sin*  a  +  cos*  a  cos*  b^ 

Quant  au  nouveau  rapport  vectoriel  du  nautiloide  envisage 
sous  cet  aspect,  c'est  celui  du  rayon  k  de  la  caracteristiquc  (140) 
au  rayon  vecteur  ;i  de  la  nouvelle  directrice  (144),  a  savoir 


.    ,     /     1  — cos*  a  sin*  A 

smb\/  -r-^i — I J 

V   sin*  a  -\-  cos*  a  cos* 


•  • 
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A  Taidc  dc  ces  elements,  on  pourra,  suivant  la  remarquc  ge- 
nerate du  N^  113,  appliqucr  au  sphero-nautile  I'ensenible  des 
rechcrclies  relatives  au  voluine,  an  centre  de  gravite,  et  au  mo- 
ment d'inerlie.  II  suffira  pour  cela  (N**  89)  d'employer  le  multi- 
plicateur 


.     .,  .     .  ftio^'^  a  cos*  b  —  sill-  a  -^os-  a  cos*  h  -f  sin*  a 

sin(/  +  rt)  =  \/ .  -.— ^ —      -    —. 

V  cos'acos*  A»-|-sni*rt 

144.  U  en  sera  de  meme  de  la  theorie  du  plan  tangent  (§  VI). 
Toutefois,  pour  cette  question,  le  nouveau  mode  de  generation 
a  titre  de  spherale,  nous  fournit  en  outre  des  ressources  spe- 
ciales  et  plus  avantageuses. 

Ck)mmencons  par  rappeler  succinctement  Ics  anciens  elements 
de  construction  (fig.  20).  Si  Pon  envisage  la  caracteristique  ra- 

battue  suivant  le  pointille  DND', 
nous  avons  en  /'  la  trace  equa- 
torialc  de  sa  tangente  N/'.  D'au- 
trc  part,  en  elcvant  Ot  perpen- 
diculaire  au  ravon  vecteur  ho- 
rizontal  O/i,  et  iaisant  avec  lui 
Pangle  Ont  =  a^  nous  ohtcnons 
en  /  la  trace  de  la  tangente  a 
la  conlielice  du  point  N.  Celle 
du  plan  tangent  est  done  tt', 

Mais  il  est  egalement  tangent 
au  cone  de  revolution  circons- 
crit  suivant  la  meme  caracte- 
ristique. II  contient  done  en 
totalite  la  generatrice  NMi  de 
ce  <lernier;  el  sa  trace  it'  doit 
passer  par  le  sommet  M^.  Nous 
savons  d'ailleurs  que  ce  der- 
nier se  trouve  situe  sur  la  tangente  MMj  de  la  directrice.  II  pent 
se  construire  en  coupant  cette  droite  par  un  segment  capable  de 
I'angle  2c  decrit  sur  1)1^^  \  ou  encore  en  menaiit  Tune  des  per- 
pendiculaires  DMj,  D'Ma  aux  rayons  sphcriques  MD,  MD';  ou 
enfm  en  tirant  les  droites  DMi,  D'M^^  sous  Tangle  a  par  rapport 
aux  ravons  vecteurs  OD,  OD',  des  spirales-traces  de  la  sur- 
face (*).' 


Fig.  20 


(M  Cette  remarque  perincttra  au  besoin  de  reconstitucr  le  p61e  0  du 
sph^ro-nautile  dont  on  donuerait  uno  caractoristique  DD',  avcc  son  cone 
circonscrlt  DM2  O'. 
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145.  On  voit  ainsi  que  la  trace  du  plan  tangent  pent  se 
con&truire  en  joignant  Mti,  ou  Mft\  ou  ic\  selon  la  mani&re 
dont  seront  donnes  ces  trois  points.  Mais  nous  en  obtenons 
egalement  d*autres  constructions  en  le  considerant  conime  tan- 
gent a  la  sphere  mobile,  c'est-a-dire  pcrpendiculaire  a  son 
rayon  NM,  qui  est  projete  sur  Tequateur  en  tiM.  La  trace  du 
plan  devant  des  lors  etre  pcrpendiculaire  a  cctte  projection,  il 
suffira  d'abaisser  de  Mi,  de  i,  ou  de  t^  cette  normale  sur  nM. 

Hemarquons  en  outre  que  la  figure  une  fois  etablie  pour  un 
point  N  fait  dorenavant  partie  de  rediHce  geometriquc.  et  pent 
servir  tout  le  long  de  la  conhelice  de  ce  point  en  restant  sem- 
blable  a  elle-meine,  ct  ne  changeant  de  forme  que  de  Tune  a 
I'autre  de  ces  courbes. 

Au  lieu  de  ce  mouvement  en  ctWielice,  faisons  parcourir  a  N 
sa  caracteristique  de  D  a  D'  en  passant  par  le  point  maximum 
No.  Le  plan  tangent  sera  d'abord  vertical,  suivant  la  trace  DMf. 
II  s'incline  ensuite  sur  I'equateur,  en  meme  temps  que  sa  trace 
tourne  autour  de  Mi,  depuis  MsD  jusquli  la  position  moyenne 
MjTq  parallele  a*DD'.  En  effet,  pour  le  point  Nq,  la  trace  c'q  de 
la  tangente  de  la  generatrice  s'eloigne  a  Tinfini  sur  D'D.  Le 
minimum  de  pente  du  plan  tangent  se  trouve  realise  a  ce  mo- 
ment; ct  il  est  egal  a  NqMjMi  dans  le  plan  vertical  M^Mj.  Cette 
inclinaison  a  done  pour  tangente  trigonometrique  le  rapport  de 
NoMi  a  M^Mi,  c*est  ii-dire  de  ^  a  H,  ou  de  A  a  iy  ou  enfin  tang  r. 
Le  minimum  est  done  egal  a  c.  Au  dela  du  point  Nq,  une  mar- 
che  inverse  se  produit;  le  plan  tangent  se  redresse  progressive- 
ment,  en  pivotant  autour  de  Mj,  jusqu'a  une  position  verticale 
suivant  MiD'. 

146.  Les  formules  du  sphero-nautile  se  simpliPient  beaucoup 
lorsqu'il  est  equiradial.  Mais  au  lieu  de  supposer  dans  cliacune 

d'elles  i  =  ^- ,  il  sera  plus  court  de  repartir  des  relations  (124), 

(125)  qui  deviennent  pour  la  spirale  logarithmique 


0> 


-0+a--. 


2  cos2 1  _         I 
R  e'"^^  sin  a 


d*o(i,  en  eliminant  0 

(146) 


2  sm  a  cos*  K 
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equation  tr&s  simple  du  sphero-nautile  equiradial. 
II  a  pour  trace 


(J47) 


n        c%    •  A(o)-|-~  — a) 


c'cst-li-dire  une  spirale  lo^arithinique  unique  [au  lieu  de  deux 
comme  a  Tordinaire  (N**  139)1,  identique  a  la  directrice,  et  de- 


vice de  I'angle 


^'  —  a  f  t»'^»f^ ''  l^-^n  (*  ^'"  ^) ' 


La  seconde  s'est  i»vanoiiie  vi  rednile  au  pole,  oil  se  trouve  en 
effet  constaninicnt  I'une  des  deux  retombfes  de  la  voule  en  plein 
cintre  forinee  par  la  deini-caracterislique,  tandis  que  la  seconde 
decrit  la  courbe  (1  i7). 

Comme  le  point  le  plus  haut  N^^  de  ce  plein  cintre  se  pmjette 
au  milieu  du  diainetre  de  cette  circonference,  ([ui  forme  le 
rayon  vecteur  de  la  tiiice  (li7),  le  lieu  des  projections  de  ces 
points  maxima  des  caracteristiques  sera  la  spirale 

(148)  R  =  siiifl..''("'+T-''), 

^gale  a  la  directrice  et  device  de  Tangle 


—  —  a-\-  tang  a .  Log  sin  a  . 

La  ligne  de  fatte  qui  lui  correspond  sur  la  surface,  en  pas- 
sant par  tons  les  points  maxima  eux-memcs,  est  done  une 
c6nlielice.  Son  angle  constant  de  latitude  est  fourni  par  la  com- 
binaison  des  equations  (148)  et  (146),  qui  donne 


t^ 


2  cos*  )^)  =  1  ,         ros  )wo  =  - ,—  ,         Xo  =  , 

V/2  ^ 


§  XXllI 
C6nes  circonscrits 

147.   Cherchons  le  lieu  geometri([ue  des  sommets  (N®   lOG) 
des  c6nes  circonscrits  a   une  splierale  quelconque,   ainsi  qu*a 
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chacune  des  spheres  variables,  le  long  des  diverses  caraeteris- 
tiques. 

La  trace  du  plan  de  cette 
derniere  est  1V1|D  (fig.  21), 
normal e  a  la  tangente  MMi 
de  la  directrice.  Si  nous  ele- 
vons  la  perpendiculaire  DMi 
sur  le  rayon  MD  de  la  sphere 
variable,  il  determinera  en  Ms 
le  sommet,  dont  nous  pou- 
vons  calculer  les  coordonnees 

On  a  d'abord  dans  le  trian- 
gle MO  Ma 


OMr  =  OM^+MM2 


-  20M  ,  MMi  cos  OM!llj ,  *'^^  ^^ 

rj2  =  r2+(H  +  A)2-2r(H  +  A)cosa, 


ou  d'apres  la  formule  (116; 


7-j2  =  ;.2 


fpJ/'2 


tr 


-i -L 9r -1-. 

(p^  Sin*  a  cp  SHI  u 


cos  a , 


I 


(1  \  9)  ra  ==  --^  v/  K^  (cp^  +  cp  ^)  -[-  cp^F'*-  2cp:p'F . 


II  vient  en  second  lieu 


sin  MOM2        sin  OMMi 


MM2 

(150)     sin(6— 6i)  — sina  = 

;*2 


OM3 


cpF 


v/F«(cp^+cp'«j+cp*P«-2cpcp'F 


II  n'y  a  plus  d^s  lors  qu'h  eliminer  0  entre  ces  deux  relations 
pour  avoir,  entre  r%,  O2,  Tequation  du  lieu  geometrique  des  som- 
mets  des  c6nes  circonscrits* 


148.  Lc  calcul  sc  simplifie  d'une  maniere  reniarquable  pour 
les  spherales  vectoriclles,  d'indice  quelconque.  Nous  avons  vu 
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deja  que  rexpression  (121)  de  ll-\-h  etait  alors  independante 
de  cet  indice;  il  en  sera  done  de  meme  du  lieu  en  question. 
II  vient  en  efiet 


n*  =  r*  +  I 1    —  2r  I J  cos  a  =  r^  tanff'  a » 

\cosfl/  \cosaJ 


et  d'autre  part 


sin  (0  —  Oi)  =  —  tang  «  =  1  , 


(151)  e^di  +  j. 

d'od,  par  Pelimination  de  0 

(152)  »t-      ^         ^ 


'(-+1) 


Pour  simplifier  encore  cette  equation  du  lieu  geonietrique 
des  sommets,  nous  la  rapporterons  a  un  axe  polairc  perpendi- 
culaire  au  pi*ecedent,  en  faisant 


d'od  cette  equation 


e'^^d^  +  j. 


149*  Mais  une  derniere  simplification  peut  encore  £tre  ap- 
portee  a  ce  resultat. 

Convenous  de  formuler  Pequation  de  la  directrice  au  moyen 

de  la  valeur  f  de  iinverse  —   du   rayon   vecteur,    et   non    pas, 

comme  jusqu'ici  (100),  par  celle  F  de  ce  rayon  lui-mcme,  en 
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ecrivant  (') 


^"AO)- 


11  suit  de  cette  modification 


On  voit  done  que  Tinverse  du  rayon  veeteur  dulieu  des  som- 
mets  est,  sauf  le  signe,  la  derivee  de  Pinverse  du  rayon  veeteur 
de  la  direc  trice  (en  ayant  bien  soin  de  faire  depend  re  la  fon- 
ction  ainsi  calculee,  du  nouvel  aziniut  rapporte  a  un  axe  per- 
pendiculaire). 

150.  Eclairons  cette  niethode  de  calcul  par  les  exemples 
qui  ont  ete  deja  envisages. 

Soit  d'abord  la  spirale  logarithmique 


La  derivee  est  —  Xe-^^,  Nous  ecrirons  par  consequent,  en  chan- 
geant  le  signe 

1^A.-a0'2,         r,  =  tanga..Ae'2  =  ,^(®«+T^'*"»"^«^*"»'). 
r% 

Le  lieu  des  sommets  est  done  une  spirale  egale  deviee  (par  rap< 
port  a  Tancien  axe  polaire)  de  Pangle 

mm 

J  +  tang  a  .  Log  (tang  a) . 


(1)  J'indiquerai  plus  loin  (S^  173)  comment  ce  m^me  changement  permet 
de  donner  une  forme  encore  plus  simple  aux  Equations  fondamentales  (122 
k  125)  des  sph^rales  ^quiradiales.  11  m'a  paru  toutefoU  plus  avantageux 
de  conserver  jusque  \k  nos  m^mes  notations. 
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Soil,  comme  second  exemple,  la  spirale  sinusoi'de 

r^  a.  cos"  9  ,  —  =^  cos     "  nO . 

;• 

La  derivee  est  sin;i9.cos      "   nO,  Nous  poserons  done 

I  .      ^,         -    „      /J-  ^^^       ^** 

-  =  — siii/iOiCos      "   waj,         /J  == . — ^ — . 

rj  sin- 71  Cr  2 

On  obtient  par  exemple  pour  la  parabolc  f  n  =  —  —  V 

droite;  pour  le  cercle  (n=«  1),  una  cissoi'de  de  Dioclbs;  pour  la 
ligne  droite  (n  =  —  1),  cetlc  droite  elle  in^me. 
Envisageons  encore  les  spirales  algebriques 

r 
La  derivee  est  — nO"'*^*.  Nous  t^crivons  done 

Le  lieu  des  sominets  est  d'apres  cela  une  autre  spirale  algebrique 
d'un  ordre  superieur  d'une  unite  a  celui  de  la  proposee. 

Par  exemple,  la  spirale  hyperbolique  (71  =  —  1)  donne,  coinine 
lieu  des  sommets,  un  cercle  (n  =>  0). 

Soit  enfin  I'equation  des  coniqucs  rapportees  a  leur  foyer 

—  =  -7;r(l  +^cos6). 
r       0^  / 

(16 

La  derivee  est j-  sin  9,  nous  ecrivons  done  en  chan^^eant  le 

signe 


1  ^^     .     //»  I    7C  \         c  ^ 


Le  lieu  clicrche  est  d'apres  cela 

7*3  cos  0  = 

c 

c'est-adire  la  direclricc  relative  au  foyer  considere. 
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§  XXIV 
Directrice  en  coordonnies  intrins^ques 

151.  Reprenons  ici  Tusage  des  coordonnees  intrinseques, 
a(in  dc  pouvoir  cuvisager  les  courbes  qui  deja  nons  ont  ete 
accessibles  par  celte  voie  (§  XVI),  et  en  determiner  les  surfaces 
spherales  equiradiales,  dans  lesquelles  le  rayon  spherique  reste, 
couiine  ci-dessus,  constainment  egal  au  rayon  vecleur  r  de  cette 
ligne  par  rapport  a  un  certain  pole,  encore  bien  qu'elle  soil 
representee  par  son  equation  naturelle,  entre  son  rayon  de 
courbure  p  et  son  angle  de  contingence 

p  =  F(6). 

En  faisant  passer  par  ce  pole  deux  axes  rectangulaires,  nous 
aurons 

dx  =  ds  cos  £  ,  dy  =ds  sin  £  ; 

J7  =    I    p  COS  £  r/£  ,  y  =    I    p  sin  £  rf£  . 

Jo  Jo 

La  sphere  qui  a  son  centre  au  point  (x,  y)  et  commc  rayoi>  r, 
sera  representee,  avec  les  coordonnees  courantes  X,  Y,  Z  par 
I'equation 

fx-   I    Fcos£fl^£J  +(Y-   I  Vsin£^£J  +Z« 

=  f  I  Vcos£(/£J  +(  I    Fsin£r/£j  , 
ou  en  developpant 

X2  +  YM-Z*-2(X    I    Fcos£r/£  +  Y   j    FsinfirfEJ -0 . 

Si  Von  passe  aux  coordonnees  mixtes,  on  obtient  cette  forinule 


2cos»X       Jo 


(••''3)  o^„ir=        F  (£)  cos  (s  -  o.)  </e  , 
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remarquable  par  sa  grande  simplicite  et  sa  complete  genera- 
lite. 

Pour  avoir  Tenveloppe  de  cette  sphere,  prenons  la  derivee 
par  rapport  au  paramkre  e.  Elle  sera  simplement 

F  (e)  o.os  (e  —  co)  =  0  . 

Mais  F  ne  saurait  dtre  annule  d'une  nianiere  pernianente.  II  nous 
faut  done  poser 

COS  (e  —  a))  =  0,         e  —  0)  =  -^. 

Ce  r^sultat  est  d'ailleurs  conforme  a  ce  qu'indique  la  figure  19 
par  son  triangle  OMiA. 

L^elimination  est  maintenant  possible  une  fois  pour  toutes; 
et  si  nous  reportons  cette  valeur  de  £  dans  la  forniule  (153), 
nous  obtenons,  pour  la  spherale  equiradiale  d'une  directrice 
quelconque,  Tequation  generale 

F(6/cos(e-.a))^£. 

0 

Le  probl^nie  se  trouve  ainsi  raniene  aux  quadratures. 

152*  Considerons  coinme  exemple  la  cycloi'de  rapportee  ii 
son  sonimet 

p  =  cos  e  . 
Nous  aurons  successiveinent 

— --  =  4   I    cos  £  (cos  £  cos  (D  4-  sin  £  sin  cd)  dz 


cos- 

=    I    [cos  CO  ( I  +  cos  2s)  -f  sin  w  sin  2s]  rf  (2s) 
.Jo 

r  .  .  y=^+\ 

=    COS  (0  (2s  +  sin  2s)  —  sin  co  cos  2s 
L  Js  =  « 

=  [cos  (0  (2(0  +  ^)  —  cos  (0  sin  2s  +  sin  (o  cos  2(o]  -\-  sin  (o 
=  (2(0  + ::)  cos  co  —  sin  (2co  —  w)  +  sin  w  , 
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et  enfin 


T^n^i^'+i)"'"' 


On  peut  conduire  un  calcui  semblable  pour  obteiiir  Tequa- 
tion  da  la  spherale,  absolumcnt  differente  de  celle-ci,  qui  serai t 
deduite  de  la  meme  direclrice,  rapportee  non  plus  a  son  som- 
met  mais  a  son  point  de  rebroussement,  sous  la  forme 

p  =  sin  s  . 

153*  Envisageons  maintenant  repicycloide  rapportee,  soit  a 
son  sommet,  soit  a  son  point  de  rebroussement,  par  Tune  ou 
Tautre  des  equations 

p  s=  cos  jre ,         p  =»  sin  qz  . 

II  sufBra  pour  effectuer  Tintegration  (154)  de  decomposer  en 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus  le  produit  de  facteurs.  II  faut 
toutefois  cxcepler  de  cette  analyse  riiypolhese  q=  i,  car  Tinte- 
gration  conduit  a  diviser  par  q —  1.  C'est  pour  celte  raison  que 
nous  avons  considere  dircctement  ce  cas,  qui  est  celui  de  la 
cycloide. 

154.  On  a  pour  la  chainelte  rapportee  a  son  sommet 

1 

^        cos'  £ 

/cos(£  — (o)    ,       sin  03    ,  ,  /  e    ,    TcX 
^ — -(/e= h cos  u) Log  tang  l-^  +  TI  • 
COS*£                        COS£                               °                \2  4/ 

— :r7-  =  —  1  +  COS  (I)  Loff  (  —  cot  77  I   . 

2  cos*  K  ^  \  2  / 

II  vicnt  pour  la  tractriee  rapportee  a  son  point  de  rebrousse- 
ment 

p  =  tang  £  , 
/  tang  £  cos  (e—  co)  de  =  —  cos  (£  —  co)  +  sin  co  Log  tang  j  —  +  -^)  i 


R 

=  COS(0 


2  cos*  K 


+  sin  (0  Log  (  — coty  I  . 
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On  a  encore  pour  la  chainette  d'egale  resistance  rapportee  a 
son  so m met 

I 

P  = 


coss 


J 


COS  (e  —  co) 
cose 


r/e  =  e  cos  w  —  sin  o)  Log  cos  e  , 


c, *^  =  ( ">  +  ir )  cos  0)  —  sin  0)  Loer  (—  sin  cd)  . 

2  cos*  A.        \         2  /  ^  ^  ^ 

Ces  diverses  equations  ne  fournissent  de  valeurs  reelles  que 

f>our  les  longitudes  negatives;  ce  qui  est  d'ailleurs  conforme  a 
'allure  de  ces  trois  directrices. 

155.  Envisageons  enfin  la  developpante  de  cercle  d'ordre  a, 
rapportee,  ainsi  que  toutes  les  precedentes,  k  un  nicme  point  de 
la  circonference.  Elle  a  pour  equation  relative  a  ce  point  de 
rebroussement 

p  =  £« . 

L'inlegration  (I5i)  de  la  fonction  £9cos(£  — (o)  s'effectuera  par 
parties,  en  reduisant  successivemcnt  la  valeur  de  I'exposant, 
qui  est  essentiellenient  positif.  II  est  inutile  de  developper  ici 
ce  procede  classique. 

Je  nrattacherai  de  preference  a  deduire  de  cetle  meme 
courbe  une  autre  spherale  equiradiale  absolunient  differente, 
en  rapportant  les  rayons  vecteurs  au  centre  du  cercle,  etnon 
plus  au  point  de  rebroussement.  La  configuration  generale  de 
la  surface  en  acquierera  d'ailleurs  plus  d'harmonie. 

Appelons  a  cet  eflet  a  I'azimut  du  point  du  cercle  genei*ateur 
qui  (par  une  serie  de  tangenles  successivemcnt  rectangulaires 
les  unes  sur  les  autres,  pour  passer  de  chaque  developpante  a 
la  suivante),  nous  conduit  au  pomt  caracterise  par  £  sur  la  ^ 
developpante.  Les  coordonnees  rectangulaires  de  ce  dernier 
peuvent  s'exprimer  de  la  maniere  suivante 


L^equation  entre  X,  Y,  Z  de  la  sphere  variable  (apres  qu'on  Ta, 
comme  au  N°  151,  developpee  et  debarrassee  de  la  sonnnc  des 
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series  S  qui  sc  irouvent  dans  les  deux  membres),  se  reduit  a 

X*  +  Y»  +  yt-2\j:-f-  COS  (a  - 1^' 

-2Yi|^si„(«->t|)  =  0, 
ou  en  coordonnees  mtxtes 

•2coT«T  =  f  l!"  [^o'*'"<=««  («-4)  +'''"''"''°  (*-*f)] 

Prenons  maintenant  la  derivee  par  rapport  au  paramitre  angu- 
laire  a 

Or  le  termc  en  a*~*  de  la  seconde  sommc  a  pour  argument 

a  — CO  — (i  — 2)-^.  Get  angle  diflere  dc  t  avec  celui  du  lerme 

correspondant  de  la  premiere  serie.  Leurs  ccsinus  sont  done 
egaux  et  de  signes  contraires,  et  ces  deux  expressions  se  detrui- 
sent  mutuelleinent.  II  ne  subsiste  par  consequent,  de  tout  Ten- 
semble,  que  I'unique  terme  en  a^  de  la  seconde  somme,  car  il 
n'a  pas  de  correspondant.  La  formule  se  reduit  des  lors  a 

* 

cos  I  a  -  0)  -  (y  —  1)  ^-J  =  0  , 
,c?'est-a-dire 

L'equation  de  la  spherale  equiradiale  devient,par  la  substitu- 
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lion  de  cette  valeur  dans  celle  de  la  sphere 


R 


2  cos*  X 


j,('"  +  ^t)* 


T\ — '^°''(?-*)t- 


Rapporlons  la,  pour  plus  de  simplicite,  a  un  premier- meridien 
que  nous  aurons  fait  tourner,  dans  le  sens  negatif,  de  q  qua- 
drants. Si  nous  appelons  U  celte  nouvelle  longitude 


x: 


a  =  &, 


il  viendra  simplement 

La  trace  equatoriolc  (X^^^O)  de  cette  spherale  sera  done 

-  =  ^-.-cm{<,-k)-. 

Cette  equation  presente  une  forme  ti^s  simple;  car  le  facteur 

cos(y  — X)^  a  tou- 

jours    pour    valeur 

Tunite  avec  des  si- 

gnes   alternatifs. 

2* 
Tous  les  termes-j-p 

k\ 

seront  done  de  me- 

me    parite,    de    si- 

gnes     ahemes,     et 

sans    coefficients 

etrangers. 

Si  I'on  considere 

en    particulier   (fig. 

22)  la  developpante 

de    cercle    propre- 

ment    dite    (y=l), 

la  trace  equatoriale 

devient 


Fig.  22 


R  =  2Q, 


e*est-a-dire  une  spirale  d'ARcniMKOE. 
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QUATRIEME  PARTIE 

Lignes  de  courbure,  surfaces  podaires 

§  XXV 

Lignes  de  courbure  en  coordonn^es  rectangulaires 

156*  Si  I'on  envisage  les  norinales  communes  a  une  spherale 
et  a  la  sphere  qui  s*y  raccorde  suivant  une  caracteristique, 
elles  forment  un  c6ne  de  revolution,  dont  le  sommet  oceupe  le 
poinl  decrivant  de  la  directrice.  Ces  droites  se  rencontrent  done 
consecutivement,  et  par  suite  la  caracteristique  est  Tune  des 
deux  lignes  de  courbure  en  chacun  de  scs  points. 

La  seconde  doit  etre  normale  a  celle-ci.  Nous  possedons  par 
consequent,  dans  le  plan  tangent,  qui  nous  est  connur,  les  deux 
directions  des  sections  principales. 

La  tangente  de  la  seconde  ligne  de  courbure  n*est  autre  que 
la  generatrice  NMi  du  cone  de  revolution  circonscrit  suivant  la 
caracteristique.  Cette  droite  se  trouve  en  eflet  dans  le  plan 
tangent,  et  elle  est  normale  au  cerclc  de  base  du  c6ne. 

Connaissant  ainsi  la  direction  nMs  de  la  tangente  a  la  proje- 
ction equatoriale  de  la  ligne  de  courbure,  nous  pouvons  entre- 
prendre  d'en  former  Tequation  differentielle.  Je  traiterai  cette 
question  successivement  en  coordonnees  rectangulaires,  et  dans 
le  systeme  polaire. 

157.  La  spherale  nous  est  fournic  par  les  deux  equations 
(83),  (84).  Cette  derniere  rcpresente  le  plan  de  la  caracteris- 
tique qui  correspond  a  I'absrisse  a  du  point  decrivant  M.  Si 
done  nous  nienons  par  I'origine  un  plan  qui  lui  soit  parallele, 
it  aura  pour  equation 

X  +  YF  =  0. 

Quant  au  plan  tangent  de  la  spherale,  il  est  perpendiculaire 

au  rayon  de  la  sphere,  dont  les  cosinus  directeurs  sont  propor- 

tionnels  aux  diflerences  respectives  des  coordonnees  (a?,  y,  z) 

du  point  N,  et  de  celles  (a,  F,  0)  du  centre  M.  Tels  seront 

Vol.  Ill  —  N.o  3  3 
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done  les  coefficients  angulaires  de  I'equation  du  plan  tangent 

(155)  (x-a)X  +  (y-F)Y  +  «Z  =  0. 

L'ensemble  de  ces  deux  relations  represente  la  parallele 
menee  par  I'origine  a  la  tangente  de  la  caracteristique,  et  Ton 
peut  le  mettre  sous  la  forme 

X         Y  Z 


z¥'       — «       (y  — F)-(a;— «)F'* 
Elevons  par  I'origine  le  plan  perpendiculaire 

2  F  X  -  X  Y  +  [  y  -  F  —  (jr  -  a)  F  ]  Z  =  0 . 

II  sera  parallele  au  plan  qui  serait  conduit  par  N  de  manifere  a 
couper  le  plan  tangent  suivant  la  tangente  de  la  ligne  de  cour* 
bure.  L'ensenible  de  ccttc  egalite  et  de  (155)  represente  par 
consequent  la  parallele  a  cettc  tangente. 

Nous  en  obtiendrons  la  pix)jection  equatoriale  par  Telimina- 
tion  de  Z  entre  ces  deux  forinules,  ce  qui  donne 

X  I  (a?  -  «)  |>  -  F  -  (a;  -  a)  F' j  -z^¥'\ 
+  Yi(y-Fj[y-F-(j:-a)F']  +  z«(=0. 

Dc  la  le  coefficient  angulaire  dc  la  projection  horizontale  de  la 
tangente  cherchee 

ri s(n        ^-^  =  - ^*^— "^^ I y  r_L- (^ - «) ^"hi ^T 

La  ligne  dc  courbure  etant  situee  sur  la  spherale,  les  quatre 
quantiles  x,  y^  z,  a  doivent  satisfaire  a  la  Ibis  aux  deux  equa- 
tions (83),  (8i)  qui  la  representent.  Nous  sonimes  done  auto- 
rises  a  en  decluire  z  et  a,  pour  en  operer  ici  la  substitution. 
Celle  de  z  peut  se  faire  une  fois  pour  toutes.  Elle  donne  apr^s 
toutes  les  reductions 

Jy  ^  jy  -  F)  [.r  -  «  +  (.y  -  F)  F']  -  y«F'  ^ 
dx        (a?  —  a)  [  j:  —  a  +  (y  —  Fj  F']  —  cp* 

expression  que  Ton  peut  encore  simplifier  au  moyen  de  I'equa* 
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tion  (83)  sous  la  forme  definitive 

dy  -    (y-F)<p'+<pF' 


(15:) 


dx         [X  —  a)  cp'  +  ? 


Si  maintenaut,  lorsque  seront  specifiees  dans  chaque  cas  les 
fonctions  F  et  cp,  on  resout  cette  m^me  relation  (83)  par  rap- 
port a  a  pour  en  substituer  ici  la  valeur,  on  aura,  entre  a?,  y, 
dx^  dy,  Tequation  differentielle  du  premier  ordre  et  du  pre- 
mier deg^e  de  la  projection  equatoriale  de  la  seconde  ligne  de 
courbure  de  la  spberale. 

158.  Dans  le  cas  le  plus  general,  la  trace  de  cette  surface 
doit  6tre  I'une  de  ces  lignes  de  courbure:  car  elle  coupe  or- 
thogonalement,  en  raison  de  la  symetrie  de  la  figure  par  rap- 
port a  Pequateur,  toutes  les  caracteristiques,  aui  points  oCi  elles 
traversent  ce  plan. 

On  pent  le  reconnailre  dans  nos  formules.  Si  Ton  fait  en 
effet  z  =  0  dans  Tequation  (156),  elle  donnc  pour  les  points 
silues  dans  I'equateur 

dy  X  —  OL 

'dx^'^'y^^T' 

(x  —  a)  dx  +  (y  —  F)  (/y  =  0  , 

montrant  ainsi  que  Telement  de  cette  ligne,  (de  composantes 
dx,  dy),  est  normal  a  la  droite  qui  joint  le  point  considere 
(a,  y)  au  centre  (a,  F)  du  grand  cercle  de  la  sphere.  I^  ligne 
de  courbure  est  done  tangente  a  ce  cercle,  dont  I'enveloppe 
constitue  la  trace  de  la  spherale. 

159.  Convenons  transitoirement  de  representer  pour  abreger 
par  les  lettres  G,  H,  K,  L,  M,  N  diverses  fonctions  de  a  qui  nous 
sont  connues.  L'equation  differentielle  (157)  pourra  s'ecrire 

(xff'  +  G)dy  =  (yf'+H)dx. 

D'auti*e  part  la  relation  (84)  prend  la  forme 

X yF'  +  K, 

dx==^-Wy^(jyV''  +  K')da, 


•  • 
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d'oCi,  en  substituant, 

(-  yF V  +  L)  rfy  =  (y?'  +  H)  [-  Y'dy  -  (yF"  +  K')]  dcL  . 

II  est  tres  important  de  reinarquer  que  le  terme 

se  trouve  a  la  fois  dans  les  deux  membres  et  disparait  de  lui- 
meme.  II  reste  alors  une  equation  difTei^ntielle  de  la  forme 

( 1 58)  M  ^-^  +  cp'F'y  +  Ny  -  HK'  =  0 . 

Les  equations  de  ce  type  ont  ete  inlegrees  par  £uij:r,  mais 
seulement  dans  le  cas  oCi  Ton  possede  directement  une  solution 
particuli^re.  Si  nous  supposons  T integration  efTectuee  avec  une 
constante  arbitraire  C,  cette  valeur  de  y  fournira,  au  premier 
degre,  celle  dc  x  d'apres  la  relation  (84),  et  la  projection  de  la 
ligne  de  courbure  se  trouvera  representee  par  les  expressions 
des  deux  coordonnees  en  fonction  de  a,  Lorsque  ^elimination 
de  ce  dernier  sera  possible,  on  obtiendra  Tequation  definitive  de 
cette  famille  de  courbes,  dont  le  parametre  sera  C,  de  meme 
que  a  est  cclui  de  la  premiere. 

160.  Dans  plusieurs  cas  tres  etendus,  la  restriction  d'EuLER 
disparait,  et  nous  pouvons  d'une  nianiere  generale  ramener  aux 
quadratures  I'integration  de  Tequation  (158). 

C*est  d*abord  lorsque  le  terme  en  y^  s*evanouit,  ce  qui  pent 
arfiver  dc  deux  manieres. 

En  premier  lieu,  pour  cp'  =  0,  ou  ?p  =  const. ;  ce  qui  se  rap- 
porte  aux  surfaces- tuy aux  de  directiices  quelconques. 

En  second  lieu,  pour  F''  =  0,  c'est-a-dire  F  =  wa  +  7i,  indi- 
qiiant  une  directrice  rectiligne,  quelle  que  soit  la  loi  du  rayon 
spherique.  En  un  mot,  c'est  le  cas  des  surfaces  de  revolution  de 
meridienne  quelconque. 

Dans  ces  deux  circonstances,  nous  nous  trouvons  ramenes  \ 
une  equation  lineaire  en  y,  que  Pon  sait  integrer  au  moyen  de 
deux  quadratures. 

La  seconde  simplification  de  Tequation  differentielle  (158) 
concerne  la  disparition  du  terme  independant  de  y\  ce  qui 
pent  encore  arriver  de  deux  manieres. 

D'abord  pour  K'«0,  ou  K-=  const.  Cette  circonstance  est 
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facile  a   forniulcrC);  mais  ne  semble  pas   ineriter  de  retenir 
rattention. 

II  reste  enfin  la  seconde  solution  H=sO,  ou,  en  se  reportant 
a  Tequation  (157) 


F9'-cpF'  =  0, 


F  ' 


Logcp  =  LogF  +  LogB, 


c'est-a-dire  precisement  la  condition  vectoriellc,  avec  une  dire- 
ctrice  et  un  module  B  quelconques. 

Dans  ces   deux   derniers  cas,   Tequation  differentielle  (158) 
devient 


M 


cly 


^  +  ?'fV  +  %=o, 


ou,  en  la  divisant  par  y 


2 


M 


y^-Q 


-  tp'F"  =  0 . 


equation  lineaire  par  rapport  a  — . 


(^)  Si  Ton  86  rcporte  k  la  relation  (84)  pour  prcciscr  la  forme  de  lafon- 
ction  K,  il  yient,  en  repr6scntant 

par  ^  la  valeur  de  la  constante 

K  =  «  +  FF-cp9'  =  |-, 

.     2cp9' F=  2FF  4- 2a  —  ^  , 

©J  BB  F2  -|-  a'  —  goi. 

Portons  en  OG  (fig.  23)  la  lon- 
gueur g^  et  par  le  point  fixe  G 
menons  la  vcrticale  Gil  jusqu'u 
la  rencontre  de  la  circonfercncc 
d^crite  sur  OP  =  a  comme  din- 
m^tre.  Nous  aurons  en  GP  la  lon- 
gueur a  —  (jr,  et  en  PH  la  moyenne 
g^ometrique  enti*e  a  et  a  —  g.  En 
rabattant  ce  segment  en  PK,  on  Fig.  23 

obtiendra  dans  le  carr<^  de  Thypo-     

t^nuse  MK  la  somme  des  carr^s  MP*=F*,  et  PK*  =  a(a  —  ^),  c'est- 
&-dirc  ^^.  Telle  est  done  la  construction  du  rayon  spb^rique  9  =  ^K. 


no 


161.  Attachons  nous  au  cas  des  spherales  vectorielles  pour 
le  developper  completement.  Le  coefficient  B  disparait  de  lui- 
mdme  de  {'equation  (157)  qui  se  reduit  a 

{xF'  +  F—  aV)  dy  =  Y'ydx , 

tandis  que  (84)  devient  de  son  cote 

(159)  jr  =  -yr  +  a  +  FF'cos2*, 

dx^-  F'dff  +  da  [-  yr'  +  I  +  (FF"  +  F«)  cos«  *] . 

II  vient  des  lors  en  substituant 

F  ( 1  +  F'«  cos«  *)  -^  =  F'y  [-  yF'^  +  1  +  (FF'  +  F«)  cos^  *] , 
d'oCi,  en  divisant  par  y^ 


F 
F 


J-  (I  -}■  F'«  cos*  l>)  --^—  +  [1  +  (FF"  f  F'«)  COS*  b]  (-) -  F"  =  0 


L'iniegrale  de  cette  equation  lineaire  oblenue  par  la  methode 
classique  donne 

rll  ri±  (FF''+F'«)co««ti 

( 1 60)     y  =  /^K' 1 1+ (!•>•'/ +  F/i,co»st-|^  • 

^  ,  C       ^"^""  J  tL— nrF«^55i»— J  *•  . 

et  Tequation  de  la  seconde  faniille  de  lignes  de  courbure  resul- 
tera  de  Telimination  de  a  entre  (159)  et  (160),  lorsque  sera 
specifiee  la  fonction  F. 

162.  Pour  presenter  une  application  de  cette  methode,  con- 
siderons  la  parabole 

y  =  a:«,         F  =  a«,         F'  =  2a,         F''  =  2. 
La  premiere  quadrature  est  alors 


/■ 


2//a      1  +  6a«  cos«  *       ,       ,  .    /^-r-?-;; ^x 

.   ,   ,    .  a i-j-  ==  Log  (a'  V^  1  +  4a^  cos*  b) . 

a        I  +  4a*  cos*  A  o  v     »^       •  / 


ni 


La  seconde  devient  d'apres  cela 


/ 


hada  V^l  4-4a'cos*A 


v/l+4a«cos«A  COS*  A 


L'integrale  de  Tequation  difierentielle  est  done 


,,^^^  a* cos' A  t/ 1  +  4a* cos' b 

(161)  y  = ^  r^ 

^  ^         C+ V^t  +  4««cos«A 

II  vient  des  tors  (159) 

2  Ca^  cos*  A 


X  —  OL-\- 


C+ V^  J+4a*cos** 


L'equation  (161)  est  du  sixieme  dcgre  a  puissances  paires  de  a, 
et  pent  par  consequent  etre  resolue  a  I'aide  des  expressions  du 
troisi^me  degre.  li  suffira  de  les  subslituer  dans  cette  derni&re 
relation,  pour  avoir  entre  Xy  y^  C  l'equation  de  la  seconde  fa- 
niille  de  lignes  de  courbure,  quelque  soil  le  module  vectoriel  b. 

163.  Attachons  nous  specialenient  au  cas  des  sphei*alcs  equi- 
lateres,  pour  lesquelles  le  rayon  spherique  reste  constamment 
egal  a  I'ordonneo  de  la  direc trice. 

Si  nous  faisons  cos  6  =  0,  les  deux  quadratures  peuvent 
s'eflectuer  quelle  que  soit  cette  directrice.  La  premiere  devient  en 
eflet 


/ 


—  r/a  =  Log  F  ,         e  =  F  , 


et  la  seconde  se  reduit  des  lors  a 


/F'FV«  = 


2   • 


L*integrale  de  ^equation  lineaire  devient  done   entierement 
explicite 

2F 

062)  y  =  :^ 


r^+c 
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De  son  c6te,  la  relalion  (159)  se  reduit  a 

(163)  a;  =  a-yF'. 

Telles  sont  Ics  deux  equations  finics  cntre  Icsquelles  il  suiHra 
d'elimincr  a. 

164*   Keprenons  commc  cxeniple   de  spherale  equilalere  la 
parabole  (^) 

y  =  jc«,  F  =  a^  F'  =  2a. 

Les  forniules  (162)  (163)  nous  donnenl  alors 


2«« 

9t  r» 

4«»               Cx 

OC  —  S  "    ■                           -  r~- 

*      4««+C' 

4a«+C        4««+C' 

y     2« 

"       2a:'         ^~2Cy«  +  2a;«' 

et  finalement 

^'4-„«     y-n. 

C    '  "^        2 

Ponr  C  =  J ,  et  C  =  ac  ,  nous  retrouvons  distinctement  les 
deux  parties  constitutives  de  la  trace  equatoriale  (N®  128)  de 
la  spherale  etudiee  ci-dessus,  a  savoir  (N^  132)  le  cercle  qui  a 
son  centre  au  foyer  de  la  parabole  (fig.  18),  et  la  tangente  au 
sominet. 

Les  autres  valeurs  de  C  donnent  des  ellipses  ayant  pour 
petit  axe  le  diametre  de  ce  cercle  dirige  suivant  I'axe  de  la  pa- 
rabole. 

Si  Ton  reporte  cette  valeur  de  x^  dans  Tcquation  (105)  de 
la  spherale,  il  vient 

z^fj  /C-  1  . 


H)  On  uc  doit  pas  cu  offct  cherchcr  la  solution  dc  cc  cas  limite  dans 
la  tormule  (161),  en  y  faisant  cos  6  =  0;  car  nous  avons  etc,  au  cours  dee 
calculS)  conduits  li  diviser  par  cos  b. 

Je  no  m'arretcrai  pas  k  d^velopper  un  cxeinple  analogue  relatif  k  la 
parabole  cubique  y  =  x^,  L'dquation  (163)  se  reduit  alors  au  second  degr^. 


in 


Les  lignes  de  courbure  sont  done  renfermees  dans  une  serie  de 
plans  se  mouvant  a  charniere  autour  de  la  tangente  au  somniet 
de  la  parabole  direclrice,  depuis  celui  de  Pequateur  jusqu'li  la 
position  verticale.  £lles  sont  par  consequent  elles-m^mes  des 
ellipses. 

Leurs  projections  sur  ce  dernier  plan  seront  done  encore 
d'autres  ellipses,  que  Ton  obtiendrait  en  substituant  cette  der- 
niere  valeur  de  y  dans  Tegalite  (105). 

On  voit  d^s  lors  que  cette  spherale  equilatere  fait  partie  du 
groupe  des  surfaces  qui  admcttent  deux  syst^mes  plans  de 
lignes  de  courbure. 


S  XXVI 
Lignes  de  courbure  en  coordonn^es  polaires 

165*  Reprenons  la  m^me  recherche  pour  les  sphei*ales  ve- 
ctorielles  rapportees  a  des  coordonnees  polaires;  a  savoir  r,  0 
pour  ie  point  decrivant  M  de  la  directrice;  R,  co  pour  le  point  n 
qui  parcourt  la  projection  equatoriale  de  la  seconde  ligne  de 
courbure;  R,  o>,  X  pour  le  point  N  de  la  spherale  dans  I'espace. 

Nous  avons  vu  que  la  recherche  de  I'equation  de  cette  sur- 
face revient  a  Teliinination  de  0  entre  les  relations  generales 
(110),  (111)*  Nous  admettons  done  qu'an  cours  de  cette  opera- 
tion, Ton  a  obtenu,  en  fonction  des  coordonnees  R,  co,  X  de  N, 
I'cxpression  de  Taziinut  0  du  centre  M  de  la  sphere  qui  s'y 
raccorde  (*), 

La  tangente  a  la  projection  de  la  ligne  de  courbure  etant 
nMs  (fig.  21),  I'equation  diflerentielle  de  cette  courbe  pourra 
s'ecrire 

( 1 64)         -yp  =  lang  OnMf  =  tang (Mi/iMi  —  MiwO) , 

a  la  condition  d'cn  expriiner  le  second  inenibre  en  R,  o)  seu- 
lement. 

Puisque  le  point  N  appartient  a  la  caracteristique  de  rayon  k 


(^)  Los  valeurs  (136),  (137),  (138)  nous  en  foarnissent  un  oxemple  en 
ce  qui  concernc  le  sphero-nautile. 
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et  de  coordonnees  ^,  z,  nous  avons 
(165)   UngMinMa  = 


En  second  lieu,  le  triangle  MinO  nous  donne,  par  la  propor- 
tion des  sinus 

(166)  —  sin  MinO  =  sin  OMin  =  sin  OMiB' 

=  cos  OMfMa  =  cos  (OMMa  +  MOMi)  =  cos  (a  +  O  —  Oi) . 

L'angle  a  se  deduira  de  I'equation  de  la  directrice  en  fonction 
de  0.  Quant  ii  n  et  0|,  ils  ont  ete  deja  ex  primes  de  m^me 
(86),  (87),  ainsi  que  H  et  k  (118,  120). 

En  remettant  dans  la  formule  (164)  toutes  ces  valeurs,  et 
(inalement  celle  de  0  dont  nous  venons  de  parler  ci-dessus,  ainsi 

Sue  ceiie  de  X  deduite  de  I'equation  de  ]a  spherale,  il  restera 
efinitivement  entre  R,  co,  (/K,  dm  Tequation  diflerentielle  du  pre- 
premier  ordre  et  du  pi*emier  degre  de  la  projection  equatorialc 
de  la  seconde  ligne  de  courbure. 

166.  Developpons  cette  niarche  pour  le  sphero-naulile. 

Je  commence  par  rappeler  les  formules  obtenues  a  son  sujet, 
en  me  contenlant  de  representer  dans  chacune  d'elies  par  des 
abreviations  Ci,  Cs,  .  • .,  les  di verses  constantes  dont  nous  pos- 
sedons  explicitement  Texpression  en  fonction  de  a  et  b;  ainsi 
que  par  Ft,  Fa,  . . .,  diverses  fonctions  egalement  connues. 

Nous  avons  trouve  au  N^  141 

(139  bis)  A  =  rcosasin*i  =  Cir  , 


(140  bis)  k  =  rsinb  [/l  —  cos*  a  sin*  A  =  Car  , 

(141  bis)  H^^l-c»s««sin«j^^^^. 

cos  a 


(144  bis)  ri  =  /•  V^sin*  a  +  cos*  a  cos*  A  =  Cir  , 


( 


.  1  r  1  •  X      ^      ^  .     /      sin  a  cos  a  sin*  b      \       ^ 

145  bis)      9  —  Oi  =  arc  sm  (       ^  )  =  C5 

\  v^sin'  a  -j-  cos*  a  cos*  b/ 
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et  enfin  (N"  163) 

(166  bis)  sinMinO  =  -^cos(a  +  J— Oi), 

•  r  T 

=  Ci  —  cos  (a  +  Cs)  =  Ce  -^ , 

tang  MinO  = 


(165  bis)     tangM|nMs  = 


H  Car 


V/*«-R«tang«X      v^CiV-R^tang^X 

# 

L'equation  diflerentielle  devient  d'aprfes  cela 

/i^iux     D^^«  Cj  j/Ri  _  Cei^it  _  Ce  v/Ci  V  -  R«  tang«  X 

(164  bis)     R-j-  =  r ; 

'        dV,        CaCer* + t/(R«  -  Ce  V«)  (Cj  V«  -  R<  tang«  X) 

Representons  la  en  abrege  par 

-^  =  F.(r.RA). 

Ellc  renPerme  encore  0  par  le  facteur  r,  en  outre  des  coordon- 
nees  R,  co,  X.  Mais  nous  possdeons  deux  expressions  de  cc  pa- 
ram&tre  (N®  138)  a  savoir 

(137  bis)     0  =  tang  a  Log] r |^[v/sin*acos*X4-cos*flcos*A 

r  cos  h»  COS    0 

—  V'^cos*  a  cos*  X  —  sin*  a  cos*  A]  |  =  Fj  (R,  X) , 
ainsi  que 
(138  bis)     9=-(i)  +  arcsin  (-^??|-v/cos*X-cos*A^  =.«,  +  F3(X). 

Cette  derniere  nous   permet   dc   chasser  transitoirement  co 
pour  conserver  seulement  X.  Elle  donne  en  eflet 

rfo)==(/e-r3(X)rfx=(|^(/R+-^rfx)-r3(X)rfx. 
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II  vient  d'apres  cela,  en  reportant  ces  valeurs  dans  Fi 


rfR 


^**    P,  r^^^«  ^^^  ^^       R  >1  =  ^^*  //R  m\  ^^^      V 


'3  (X)]  dl , 


c'est-a-dire  definitivement 

(F,-,,|^),m.(*-F.).u 

equation  diiTerentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degre 
entre  R,  X,  ^R,  c/X. 

Si  on  la  suppose  integree,  avec  une  constante  C,  et  qu'on 
I'adjoigne  a  Pequation  du  sphero-na utile 


(167) 


Fj(R,X)  =  a)+F3(X), 


qui  resulle  de  (137  bis)  et  (138  bis),  ou  possedera  les  deux 
equations  de  la  seconde  famille  de  lignes  de  courbure.  Si  Ton 
desire  en  particulier  celle  de  la  projection  equatoriale  dont 
nous  nous  sommes  ecarles  momentanement,  elle  resullerait  de 
I'elimination  de  X  entre  ces  deux  relations. 

La  complication  dcs  calculs  que  nous  venons  d'esquisser 
semble  a  b<m  droit  decourageante.  Nous  pouvons  tout  au  moins 
presenter  la  solution  complete  ponr  le  cas  du  sphero-nautile 
equiradial.  Et  cela  suffira  sans  doute;  car  la  nettcte  des  pro- 

prietes  relatives  a  ce  cas 
jettc  une  grande  clarte  sur 
I'allurc  de  ces  courbes  dans 
les  conditions  generales. 


167-  Commencons  par 
cnvisager  la  question  pour 
des  spherales  equiradiales 
de  directrice  quelconque. 
]l  nous  suffirait  h  cet  egard 
de  supposer  B  =^  1  dans  les 
resultuts  precedents,  niais 
nous  arriverons  plus  dire- 
ctemenl  par  la  considera- 
tion de  la  figure  24  speciale 
a  ce  cas. 


Fig.  24 


m 


Elle  nous  donne  iminedialement 


Rt/o)  ^  „       M,Mj  H  H 

-rfT  =  ''"S^""»  =  ll7«r=  0»-0M,  =  R-rsina  ' 


On  a  d'ailleurs 


A  =  MMt  =  rcosa , 

k  =  OMi  =  r  sin  a  , 

A«         sin«  a 
A  cos  a 


el  par  consequent 


Rr/o)  r  sin'  a 


d\\        cos  a  (H  —  /•  sin  a)  ' 
Nous  avons  encore  (126) 


t7l 


sin  a  =  — .         cos  a 


V/F^  +  F'^"  v^F*+F'^ 

^">= — pqTF^i — ^"' 

ce  qui  nous  pcrmct  d'ecrire 

IWfl    F-  +  2F'^  — Fr'  F3 


d\\  '        F^  +  V'^  F'(Uv/F*  +  F'=»-F*)' 

ou  en  rcnvcrsanl  les  frac lions 

F^  -t-  2F^ -  FF '  •  Wf/e     F3  "  ^      ^  F  ' 

el  en  divisant  par  U 


r-pj^2F'«-FF"      rffl  \R/  F*        ^    ' 


F 
F 


equation  lineaire  enlre  —  et  0. 
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Ecrivons  la  sous  la  forme  abregee 


(«)_u(i.)  +  v.o, 


en  representant  par  les  coefScicnts  U,  V,  ces  fonclions  de  0 


F  '         F^  -f-  F'*         '  F^ 

Elle  aura  pour  integrale 


^c  -  /  vr^'^'^  d9^ 


l_/u^/r^„  rv.-/u^ 


Le  probleme  se  trouve  done  rainene  aux  quadratures,  et  il 
ne  rcslera  plus  qu'n  eliminer  0  dans  chaquc  cas  entre  les  deux 
equations 


(168)  j      c-zvr^'^^o ' 

F       X 
=  9  +  arctang-^-~. 


(U 


Si  cette  elimination  reste  impossible,  nous  possedons  tout  au 
moins  les  expi*essions  explicitcs  des  deux  coordonnees  R,  o>  en 
fonction  du  parametre  auxiliaire  0. 

168.  Appliquons  cette  theorie  au  sphero-nautile  equiradial, 
en  traitant  a  comme  une  constante 

F  =  f ^^         r  =  Ke^^  , 

F*  +  F«  =  -4-r-,         F«+2r«-FF''  =  -r-^, 
sm'  a  sm'  a 

U  =  A,         /Urf9=.A9, 

Air^      £Osa 
sm  a        sm^  a 
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e-»A6 


¥-'    r+2.sin«;' 


2  sin  a 
R ' 


OAft^^-Afl' 


et  enfin 


/-^^x  «  2sinfl 

(169)  R  = 


Pour  C  =  0,  I'on  relrouve  la  spirale  (141)  trace  equatoriale 
de  ccllc  spherale;  et  pour  C=»cao  ,  le  pole  lui-meme,  auquel  se 
reduit,  ainsi  que  nous  Tavons  vu  (N®  145),  la  seconde  spirale- 
trace. 

Avee  toute  autre  valeur  du  parametre  C,  on  voit  que  R 
s'annule  pour  Q)=  +  cao.  La  ligne  de  courbure  est  done,  dans 
ses  deux  sens,  asymptote  au  p6le. 

Elle  coniporte  d*apr^s  cela  un  maximum  d'eloignement  de  ce 
point,  c'est-a-dire  de  la  valeur  de  R,  ou  un  minimum  de  son 
denominateur.  Et  en  eflet  le  produit  des  deux  termes  qui  le 
composent  etant  constant,  leur  somme  atteint  ce  minimum  au 
moment  de  leur  egalite 

Si  done,  au  lieu  de  C,  nous  adoptons  pour  constituer  le  para- 
metre arbitraire  de  la  seconde  famille  des  lignes  de  courbure, 
cet  azimut  cd^  du  sommet  de  la  courbe,  Tequation  deviendra,  en 
y  remplacant  C  par  sa  valeur 

rno)  R_  2s'n«-g  \ '   «    / 
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L'expression  Ro  du   rayon  maxiinuin  est  d'apr^s  cela  (pour 

(O)  «  (Op) 

(171)  Ho=-siii«./r«^T~V. 

Cette  equation,  si  Ton  y  envisage  Ro  et  (Hq  comme  des  coor- 
donnees  courantes,  rcpresente  le  lieu  geometrique  des  som- 
mets.  On  y  recounait  celle  de  la  projection  de  la  ligne  de  faite 

(1*8)-  ... 

Supposons  que,  pour  etudier  en  son  particulier  chacune  des 

lignes  de  courbure,  on  la  rapporte  a  un  axe  polaire  special  pour 

elle,  et  passant  par  son  sominet,  il  faudra  it  prendre  a  cet  effet 

comme  coordonnee  azimutale 

Q  =  0)  —  (Uq  , 

en  deplacant  de  Tangle  Oq  I'ancien  axe  polaire.  L'equation  de 
la  projection  prend  alors  cette  forme  tres  simple 


C*est  celle  de  la  spirale  de  Poinsoty  6u  de  la  projection  de 
y herpolhodie-limite  qui  correspond  au  cas  od  la  distance  du 
plan  fixe  au  centre  de  rellipsoide  generateur  est  egale  au  demi- 
axe  moyen  de  ce  dernier. 

La  famille  des  secondes  lignes  de  courbure  du  sphero-nau- 
tile  equiradial  a  done  la  menie  projection  equatoriale  que  ces 
herpolhodics  speciales,  de  rayons  maxima  gradues  et  disposes 
dans  des  directions  progressivement  variables. 

La  disposition  des  lignes  de  courbure  elles-m^mes  sur  la 
surface  devient  des  lors  tres  netle.  En  son  point  le  plus  eleve, 
cliaque  caracteristique  est  travei*see  normalement,  et  parallele- 
ment  a  I'equateur  par  une  de  ces  lignes,  qui  plonge  a  partir 
de  la  sur  les  deux  versants.  pour  y  serpen ter  d*une  maniere 
spiraloide,  asymptotiquement  a  Tequateur  et  au  pole. 

169*  Prcnons  comme  second  exemple  la  spirale  sinusoide 

r"  is=,  cos  n6  , 

F=cos*»n6,    F'=— cos  **  nOsinn0,    F"  =  (sin* n6—n) cos  *»    nO, 
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l-n 


F«  +  2F'«-FF'' «(»+!)  cos    »     nO  . 

n+  1 
U««  — (n+  l)tangnO  ,     J\}M==^ Logcos nO  , 


n 


e^        SB  cos  •*   n9  , 


-l-Sn 


-/ude_ 


-«-3n 


V=» — (n+l)sinnSco8    *    nO,    V^  "^       =— (n+l)sinn9cos    **    nO, 


/v^ 


^  ^6  = ^  cos  "    TlO  . 


1  *+! 

— -=cos  "   n6 
n 


1     -»"±* 

C  +  —  cos       "   no 


1- 


et  enfin 


R  = 


!!±i 
2  cos  "    nO 


r  +  2C  cos"  «    wft 


2 


On  a  d'autre  part  (124) 


F' 


tang  (0  —  (I))  =  —  =  —  tang  nO , 


0  —  0)  =  —  7l6  ,  6  = 


o> 


n+1  ' 


et  par  consequent  Tequation  definitive 


2  cos 


(112) 


R  = 


nil  /  V 


2C  cos  ^  "  ' 


("nTT"^) 


+  1 


PourC  =  0,  Ton   retrouvc   la   trace  horizontale  (128)  de  la 
splierale. 

Vol.  Ill  —  N.«  8  4 
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170.  Considerons  enfin  la  spirale  algebrique 

h'       n  ' 

•  F«  +  2F'«  —  FF"  =  fl*»-*  [6*  +  n  («  +  1)] . 


"-v('+84t.)' 


/u</e =(«+!)  Log  e-i^g(t/e«+n«), 

1/ ns  _1_  •*>' 


ct  enfin 


(173)  R=  ^     ^ 


fl«  +  n«  +  2(:fl««+*" 

U  arrive  done  cette  eireonstance  singuliere  que  ^integration 
vient  de  reussir,  quelque  soit  n,  tandis  que  ce  n'est  que  pour 
un  nombre  limite  de  cas  speciaux,  bien  qu*assez  notable,  que 
la  resolvante  (129)  se  prete  a  nous  procurer  Tequation  de  la 
spherale.  Contentons  nous  de  rappeler  les  deux  plus  simples. 

L'hypothese  n  =  0  nous  fournil  une  verification.  En  effet  elle 
indique  conime  directrice  le  cercle  R=  I.  La  spherale  est  done 
un  tore  equiradial.  Ses  secondes  lignes  de  courbure  sont  ses  pa- 
ralleles.  Or  la  resolvante  (129)  donnc  ici  6  =  0,  ce  qui  reduit 

a  H==y^  I'equation  (113),  et  fournit  ainsi  en  effet  la  famille  des 

cercles  appeles  paralleles. 

Pour  obtenir  un  resultat  nouveau,  prenons  encore  la  valeur 
n  —  — 1,  qui  correspond  a  la  spirale  hyperbolique.  Nous  avons 
determine  sa  spherale  equiradiale  (132).  L'equation  (113)  donne 
alors 

_J^(6H-JI)_ 

(e*+i+2C)«' 


et  I'on  en  deduit  la  Taleur 


(114) 


'W  !>-<■■"'+ '^^i^Jw'- 


qu'il  suflSl  de  subsUtuer  dans  la  formule  (130).  pour  obtenir, 
entre  R  et  i»,  la  projection  equatoriale  dcs  lignea  de  courbure. 

171-  Les  spherales  equiradiales  jouissent,  pour  leurs  lignes 
de  courbure,  d'une  importante  propri<ite. 

Marquons  (fig.   25)  en   OAC,   OA'iC'i,   OA"tC"i-   •••.   une 


Pig.  25 

suite  de  caracteristiques  intiniment  voisines.  Ramenons  les 
toules  au  inoyen  de  rotations  C'lQ,  C'td,...,  autour  de 
I'ase  zenithal,  dans  un  m^ine  plan  meridien  en  OAC,  OA|Ci, 

OAiCi Tracons  dans  ce  plan   la  trajectoire  ortfaogonale 

NNjNjNs  • . .  de  ces  nouveaux  certiles,  et  cherchons  la  relation 
de  cette  couvbe  avec  la  ligne  de  courbure  NN'iN"iN"'3  . .  . 

Le  premier  element  NN|  est  inene  dc  N  normalenient  a  OA|, 
c'est-'a-dire  auivant  !e  rayon  NNiCi,  Le  second  sera  NiNj  dirige 
suivant  le  rayon  NiNiCj  du  cercle  consecutif,  et  ainsi  de  suite. 
Envisageons  le  plan  TiNiN'i  forme  par  la  tangente  NiT|  de  la  cir- 
conference  0C|A|  et  Tare  KiN'i  dc  la  rotation  qui  aminerait 
ceite  derniere  dans  sa  veritable  situation  OC'iA'i,  Get  arc  ete- 
mentairc  est  normal  an  meridien  ZOA,  par  suite  a  NN|.  D'autre 
part  le  rayon  NN|C|  est  perpendiculaire  a  la  tangente  N|Ti. 
Done  NNi  est  abaisse  de  N  perpendiculairement  au  plan  TiNiN'i; 
en   second  lieu,   a  partir  de  N(  Ton  mene  dans  ce  plan  NiN'i 
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normal  h  la  tang^enle  N'lT'i  de  la  ligne  de  coiirbure  situee  dans 
ce  memc  plan.  D'apres  le  iheorenie  des  trois  perpendiculaires, 
NN'i  sera  normal  ii  N'lT^i  et  devient  dfes  lors  Pelement  de  cette 
lignc  qui  doit,  sur  la  surfaco,  couper  orthogonalement  les  ca- 
racteristiques.  La  relation  dii  rayon  vecleur  de  I'espace  ON'i 
avec  sa  latitude  N'jOA'i  est  done,  pour  cette  courbe,  la  meme 
que  celle  des  elements  correspondants  0N|  etNiOAi  de  la  tra- 
jectoire  plane,  puisqu'lls  sont  respectivement  egaux  En  d'autres 
termes,  Tequalion  entre  R  et  \  de  la  ligne  de  courbure  (a  joindrc 
h  celle  de  la  spherale  pour  representer  cette  ligne)  ne  difiere 
pas  de  celle  de  la  trajectoire  plane  qui  relie  ces  memes  ele- 
ments. Or  celle-ci  est  immuable,  et  il  sufBt  de  la  trouver  une 
fois  pour  toiites;  par  consequent  eUe  resit  la  meme  pour  ioutes 
las  spherales  equiradialeSy  quelle  que  soit  leur  direct  rice, 

Hien  de  plus  simple  d'ailleurs  que  de  determiner  cette  traje- 
ctoire orthogonale  des  cercles  qui,  dans  un  meme  plan,  passent 
par  rorigine  et  ont  leurs  centres  sur  I'axe  des  abscisse.  Ce 
sont  les  circonferences  qui  passent  a  I'origine  et  ont  leurs  centres 
sur  Taxe  des   ordonnees.   Tracons   en  effet  (fig.  2(>)  deux  sem- 

blables  cercles,  ayant  leurs 
centres  en  P  et  Q,  et  se 
coupant  en  N.  Joignous  NP, 
NQ,  PQ.  Les  triangles  PQN, 
PQO  sont  egaux  comme 
avant  leurs  trois  coles  res- 
pectivement  egaux.  L*angle 
N  est  done  droit,  comme 
Test  Tangle  O.  Par  suite  le 
rayon  de  Tun  des  cercles 
**^-    "  est   perpendiculairc  a  celui 

de  I'aulre,  c'cst-a-dire  tangent  a  ce  dernier.  Les  deux  circonfe- 
rences sont  des  lors  orthogonales. 

172.  Designons  par  C  le  rayon  OQ  de  Tun  de  ces  cercles, 
on  aura  pour  son  rayon  vecteur  de  Tespace 

p  =  ON  =  20Q  cos  QON  =  2C  sin  X . 

Mais  d*autre  part  le  rayon  vecteur  horizontal  a  pour  valeur 

R  =  On  =  p  cos  X  =  2C  sin  X  cos  X  =  C  sin  2X . 

Telle  est  Tequation  qui,  sur  une  spherale  equiradiale  quel- 
conque,  relie  les  coordonnees  R,  X  de  la  seconde  ligne  de 
courbure,  et  qu'il  suftil  de  joindrc  a  celle  de  la  spherale  pour 
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rcpresenler  cetle  coiirbe.  Or  elle  apparlient  a  uiie  sphere  de 
rayon  C,  tangente  li  I'equalcur  au  p<Me.  On  (ibtient  done,  pour 
une  spherale  equiradiale  quelconque,  toutes  les  lign^s  de  cour- 
bure  du  second  systeme  en  la  coupant  par  la  fainille  des  spheres 
qui  passent  au  p6le  tangentiellemeut  a  Tequateur. 

Pour  avoir  la  ligne  de  courbure  qui  passe  en  un  point  de- 
termine N  de  la  spherale,  c'est-adire  le  centre  de  la  sphere 
qui  doit  la  contenir,  il  sufiit  de  couper  I'axe  zenithal  par  le 
plan  normal  ii  cette  courbe,  a  savoir  le  plan  perpendiculaire  a 
la  generatrice  NMi  du  c6ne  circonscrit. 

On  peut  d'apres  cela  deduire  I'equation  de  la  ligne  de  cour- 
bure de  celle  de  la  spherale,  en  y  remplacant  X  par  la  valeur 
ci-dessus 

(175)'  sin2X  =  ^. 

D'ailleurs  la  latitude  ne  figure  dans  la  formule  (123)  (d'o(i  de- 
coule  dans  chaque  cas  I'equation  de  la  spherale  elle-m^mc)  que 

par  le  facteur ^r-  ,  qui  prend  la  valeur 

2  cos^  A.     ^      *^ 


(176) 


2  cos*  X  K  CR 


K  l  +  v/l-sin*2X      C+v/C»-R» 


=  —{C-[/a-R^). 


De  la  cetle  double  conclusion : 

1®  I/on  peut,  si  Ton  possede  Tequalion  de  la  spherale  equi- 
radiale, eviter  la  double  quadrature  de  la  methode  precedente 
(N®  166),  en  sc  bornant  a  eflectuer  dans  cette  equation  la  substi- 
tution (176),  qui  procurera,  entre  R  et  o),  Tequalion  de  la  pro- 
jection horizontale  de  la  seconde  famille,  de  parametre  C. 

2®  On  peut  inversement,  s'il  est  impossible  de  deduire  des 
formules  (123)  par  elimination  I'equation  de  la  spherale,  ou  si 
cllc  semble  exiger  des  calculs  plus  compliques,  employer  la 
methode  de  la  double  quadrature  pour  obtenir  entre  R,  o),  C 
Tequation  equatoriale  des  ligncs  de  courbure,  puis  alors  y  effe- 
etuer  la  substitution  inverse  (175) 

smzA. 
pour  avoir  entre  R,  cu,  X  I'equalion  de  la  spherale. 
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Nous  trouvons  trois  verifications  de  ces  deux  enonces  en 
operant,  dans  I'un  et  I'autre  sens,  le  passage  mutuel  entre  (127) 
et  (172),  (132)  et  (174),  (146)  et  (169). 

* 

173.  Je  liens  a  presenter  en  outre  un  exemple  direct  de  la 
recherche  des  lignes  de  courbure  sans  integration. 

Envisageons  pour  cela  comnie  directrice  la  spirale  de  Poinsot 
(N«  157) 


6  ,    -6* 


Je  saisis  auparavant  cette  occasion  pour  indiquer  d'une  ma- 
niere  generale  (*)  comment  Tintroduction  dans  nos  formules  de 
rinverse  du  rayon  vecteur  (qui  nous  a  deja  parmis  de  simpli- 
fier  la  question  du  c6ne  circonscrit)  peut  procurer  le  meme 
avantage  dans  les  formules  fondamentales  (123)  pour  la  re- 
cherche de  Tequation  d*une  spherale  equiradiale. 

Si  nous  prenons  Tequation  (106)  de  la  directrice  sous  la 
forme 

1  1  r 

en  introduisant  en  outre  la  quantite  auxiliaire 

cos'X 
V  =   - 


les  formules  (123)  deviennent 

f  f 

cos  (9  —  (o)  =~-  ,        sin  (9  —  (o)  =  —  -—-  • 

2v  2v 

En  ajoutant  les  carres,  nous  (»btenons  une  relation  indepen- 
dante  de  (o 

/«  +  /•/«  =  4t;«. 
et  en  divisant  membre  a  membre,   une  formule  independante 


(»)  Voy  N"  147,  note  1. 
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de  r,  c*est-a-dire  de  R  et  X 


fi 


tang  (6  —  (o)  =»  —  ^ . 
174.  Ces  egalites  donnent  pour  la  spirale  de  Poinsot 

Resolvons  cette  equation,  en  laissant  les  doubles  signes  im- 
plicitement  attaches  aux  racines,  et  decomposant  les  radicaux 
superposes  en  radicaux  simples.  II  vient  ainsi: 


*9 


=.v/;7T-vv^=v/'^+-l+v/^ 


—  1 


d'oCi 


^0  +  ^-0=  V/2"(i;i+T), 

et  par  consequent 


cos 


,_„,=iy^,iy4(.H.^). 


6  =  (0  +  arc  cos 


\/IO+^)- 


^2(;;qrr):_r+"'"'ViF+-^)+r'"-"'"VT(*+-^). 

Si  done  on  remplace  dans  cette  formule  w  par  sa  valeur 

I  R 

w        cos*X 

ou  aura.  Tequution  de  la  spherale  equiradiale  entre  R,  &>,  X« 
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Si  au  contraire  on  siibstitue  pour  v  Texpression 

« 

on  obtiendra  Tequation  de  la  projection  horizontale  de  la  se- 
conde  famille  de  lignes  de  courbure  de  cette  spherale  entre 
R,  on,  C. 

§  XXVII 
Surfaces  podaires 

175.  Proposons  nous  de  trouver  la  surface  podaire  d'une 
spherale  absolument  quelconque,  par  rapport  au  p6le.  Ce  choix 
special  ne  restreint  pas  d'ailleurs  la  generalite  de  la  recherche 
pour  un  point  arbitraire  du  plan  de  la  directrice,  puisqu'on 
peut  toujours  y  rattacher  comme  p6le  Tequation  de  cette 
courbe. 

Envisageons  a  [Jkrt  le  groupe  special  de  plans  tangents  qui« 
le  long  d'une  meme  caracteristique,  sont  comniuns  a  la  surface, 
a  la  sphere  variable,  et  au  c6ne  ciiH:onscrit.  L^angle  d'ouverture 
2c  de  ce  dernier  nous  est  connu  d*une  maniere  generale  (114). 
Si  nous  abaissons  du  pdle  une  perpendiculaire  sur  chacun  de 
ces  plans,  ces  droites  dessineront  dans  Tespace  un  nouveau 
c6ne  de  I'evolution,  dont  Pangle  d'ouverture  tc'— 2r  sera  sup- 
plementaire  du  celui  du  precedent,  et  Taxe  parallele  a  la  tan- 
gente  de  la  directrice  en  son  point  decrivant.  Les  intersections 
des  generatrices  de  ce  second  c6nc  avec  les  plans  tangents  per- 
pendiculaires  fonncront  une  ccrtaine  lignc  C,  ct  le  lieu  de  ces 
courbes,  lorsque  M  parcourt  la  directrice,  constituera  la  surface 
podaire  clierchee.  L'une  des  deux  equations  de  cette  ligne  sera 
done  celle  du  ci^ne  supplementaire  en  question.  Nous  pouvons 
aisement  lui  en  adjoindre  une  seconde. 

£n  eflet  la  projetante  OP  du  p6le  O  sur  Tun  des  plans  tan- 
gents du  c6ne  circonscrit,  et  la  droitc  qui,  dans  ce  plan,  joint 
le  pied  P  au  sommet  Ms  de  ce  c6ne,  forment  un  angle  droit 
inscrit  sur  la  droite  fixe  OMf.  Le  point  P  appartient  done  a  la 
sphere  qui  aurait  OM2  pour  diametre;  et  par  consequent  la 
courbe  C  toule  entiere  se  trouve  sur  cette  sphere,  dont  Tequa* 
tion  formera  la  seconde  relation  cherchee. 

Developpons  ces  formules,  en  nous  limitant,  comnie  ci-des- 
sus,  aux  directrices  planes. 
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176.  Le  centre  de  la  sphere  se  trouTe  au  milieu  du  rayon 
vecteur  OMi  =  /'i  (149)  dc  la  courbe  lieu  geometrique  du  soni- 
met  du  c6nc  circonscrit  a  la  spherale.  Elle  a  done  pour  equa- 
tion 

J?*  +  y*  +  «*  —  ^*a  (« t'os  fli  +y  sin  Oi)  =r  0  , 
R*  ( J  +  tang*  X)  —  rjR  (cos  o)  cos  ftj  +  sin  (o  sin  Oj)  =  0 , 

^  cos' A.  ^  ^ 

relation  dans  laquelle  on  remettra   pour  ri,  62,  leurs  valeurs 
(149)  (150)  en  fonction  de  6. 

177*  Formons  en  second  lieu  Tequation  du  c6ne  supplem^n- 
taire  dont  le  sommet  se  trouve  au  p61e. 

Son  axe  parallele  a  la  tangente  de  la  directrice  Fait  Tangle 
0-\-a  avec  Taxe  polaire.  II  ad  met  done  conime  equation 

y  «=•  J?  tang  (9  +  a) . 

L'angle  generateur  c'  =  —  —  c  de  ce  c6ne  a  pour  sinus  le  cosi- 
nus  de  r  (114) 


'°^  =  V  '-F«  +  F"- 


Or  sin 6^'  expriuie  le  rapport  de  deux  distances:    P  celle  du 
point  [X,  y,  z)  du  cone  supplenientaire  ii  son  axe  de  revolution; 

2*  celle  v/a;^  +  y*  +  z^  de  ce   meme   point  au  p6le.   L'axe  de 
figure  ayant  pour  equations 

X  sin  {0-\-a)  —  y  cos  (6  -f- «)  =  0  ,       «  =  0  , 

la  premiere  de  ces  longueurs  a  comme  expression 


V/  [x  sin  {d  +  a)-y  cos  (d  +  a)]*  +  x'«  . 
De  la  Tequation  de  ce  c6ne 

[«  sin  (6 +  «)- i/ 00s  (6 +«)]*  +  **  =  (a;2  +  y» + a«)  ( 1 —p^l^^j . 
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ou  en  coordonnees  mixtes 

F«  +  F'*  —  ©'* 
sinU  +  cos*  X  sin' (0  -  (I)  +  a) « pa  .  p/>        » 

cos  X  cos  (co  —  6  +  fl)  «=         ^        . 

(178)     (0  — 9=»arc  tanff-rrr  +  arccos  ( ;         —\  . 

^      ^  ^  F'  \cos  X  v/F«+F'V 

Telles  sont  (177)  (178)  les  deux  equations  de  la  courbe  po- 
daire  C.  En  eliminant  entire  elles  le  parameti*e  6,  on  obtiendra 
celle  de  la  surface  podaire. 

178.  Le  calcul  se  simplifie  pour  les  spherales  vectorielles. 

En  premier  lieu  les  formules  (149)  (150)  qui  expriment  r^,  Ot 
se  reduisent  a  (151),  (152)  et  donnent  a  I'equation  (177)  la 
forme 

R  F* 

— T-r  =  ~  "iw"*'"  (co  —  9) . 

cos'X  r'       ^         ^ 

En  m^me  temps  Tegalite  (178)  devient 

F'  sin  b 


(0  —  0  =  arc  tang  -ttt-  +  arc  cos 


( 


cos  X  v/F«  +  F'« 


179.  Supposons  enfin  qu'il  s'agisse  du  sphero-nautile,  en 
considerant  a  comme  conslante.  Ces  dernieres  relations  devien- 
nent  alors 


-^  =  -*Aetangasin(a.-0), 


cos*X 


/  cos  asinh\ 

0)  —  6  =  a  -f  arc  cos  I r ) , 

\      cos  X     / 


d*oCi  en  substituant  la  valeur  de  0 

R 


cos*  X 

^cos  a  sin  6> 


.     [  .COSflsinA.  A  [«>-«- arc  cos  (^^^^1 

tanff  a  sm    a  +  arc  cos  (  . —  )    .el  ^   cosX  /J. 

L  \    cos  /.     /  ) 
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Telle  est  la  surface  podaire  du  sphero*nautile  d'indice  vecto- 
riel  quclconque  b. 

§  XXVIII 
Surfaces  antipodaires 

180.  On  sail  d'aprfes  le  theor^ine  de  Mac-Cou.agh  (^),  que  si, 
d*une  surface  quelconque  representee  par  M  sur  la  figure  sche- 
matique  27,  on  prend  la  transformee  M|  par  rayons  vecteurs 
reciproques,  puis  la  podaire 
Ms  de  Mi,  et  enfin  la  trans- 
formee Ma  de  Mj  par  rayons 
vecteurs      reciproques,      la 

proposee  M  est  elle  meme  ^^  ' 

la  podaire  de  M3. 

Ima^inons  que  M  soit  une 
spherale,  que  nous   suppo-  /'    ,^'''7^» 

serons   vectorielle  (*)   et  de      />-'" 
directrice    quelconque.    En     ^  „.     ^7 

appliquant  a   son   equation 

les  formules  g^enerales  de  la  transformation,  nous  obtieudrons 
celle  de  Mf.  D'apres  le  theor^me  fondamental  du  N^  111,  elle 
sera  elle-meme  une  spherale  vectorielle  de  m^me  indice.  I^ 
theorie  precedente  (§  XXVII)  nous  permet  done  de  connaitre 
sa  podaire  Mf.  Puis  les  formules  de  la  transformation  recipn)- 
que  en  deduiront  M3.  Mais  cette  derni^re  surface  M3  est  I'anti- 
podaire  de  M.  Nous  possedons  ainsi  la  marche  qui  nous  per- 
mettra  d'obtenir  I'equation  de  I'antipodaire  d'une  spherale 
vectorielle  quelconque. 

181.  Appliquons  la  au  sphero-nautile,  dont  nous  avons 
I'equation  generale  (137,  138).  Je  la  representerai  en  abrege 
par 

(179)  /'(R,a),X)  =  0. 


(^)  Dont  M.  Humbert  m'a  communique  une  nouvelle  et  trds  ^l^gante 
demonstration,  encore  in^dite. 

(^)  11  nous  serai t  facile  de  formuler  une  m^thode  applicable  k  une  loi 
quelconque  ^  du  rayon  sph^rique ;  mais  je  pupprimerai  ce  developpement, 
puis  que  la  formulc  vectorielle  nous  su flit  pour  Tapplication  au  sphero- 
nautile. 
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Supposons,  pour  fixer  Ics  idecs,  cclte  surface  tournoyant  dans 
le  sens  siuistrorsum. 

Le  rayon  veeteur  de  Tcspacc 

R 

^       cos  K 

donne  pour  la  transformation 

RR' 


(180)  *«  =  pp'  = 


cos*X 


car  la  latitude  X  est  la  m^me  pour  les  deux  rayons,  ainsi  que 
la  longitude  co.  II  vient  done 

t^  cos*  X 

et  la  transformee  Mf  aura  pour  equation 

,  to,  X)  =0  • 


Nous  savons  (N^  116)  qu'elle  represente  un  sphero-nautile  iden- 
tique,  mais  procedant  dextrorsum. 

La  surface  podaire  M^  nous  est  connue  d'apres  ce  qui  precede 
(N*  164).  Representons  la  en  abrege  par 

F(R',  (I),  X)  =  0, 

La  transformee  reciproque  M3  de  celle-ci  sera  de  son  c6te  (180) 


.    /it^cos^X  .\      ^ 


et  fera  connaitre  Tantipodaire  cherchee  du  sphero-nautile  (179). 

§  XXIX 
Surfaces  normopodaires 

182*   Au  lieu  d'abaisser  du  pole,  comme  au  §  XXVIL  des 
perpendiculaires  sur  les  divers  plans  tangents  d'une  spherale 
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quelconque,  inenons  par  ce  point  iin  plan  perpendiculaire  a 
chaciine  dcs  normuies  de  rette  surface.  Nous  appelleix)ns  normo- 
podaire  le  lieu  geometrique  de  leurs  intersections. 

L'une  quelconque  de  ccs  droites  joint  le  point  N  {x,  y,  z)  de 
la  spherale  au  point  decrivant  M  (/*  cos  0,  r  sin  0,  zero)  de  la  di- 
rec trice.  Elle  a  done  pour  equations 

X — rcosO       Y  — rsinO        Z 
^  jj  — rcosO       y--/sinO        z 

et  le  plan  qu'on  lui  mene  perpendiculairement  par  I'origine 

(182)  (a?-rcose)X  +  (y-rsine)Y  +  Zz  =  0. 

On  deterniinera  les  coordonnees  X,  Y,  Z  de  ^intersection  en 
fonction  de  x,  y^  z,  0,  on  adjoi^nant  a  ces  trois  egalites  Inequa- 
tion de  la  directrice  ainsi  que  les  formules  (108),  (109)  qui  re- 
presentent  la  spherale.  II  suffira  des  lors,  pour  avoir  I'equation 
de  la  normopodaire,  d'effectuer  Pelimination  des  cinq  parame- 
tres  entre  ces  six  relations.   . 

183.  Si  Ton  substitue  dans  la  derniere  (184)  les  valeurs  de 
X,  Y  deduites  des  deux  precedentes,  il  vient 

(183)  [(x  -  r  cos  «)«  +  (y  -  r  sin  e)«  + 1«]  Z 

+  [(«  ~  r  cos  b)  cos  9  +  (y  —  r  sin  9j  sin  6]  rz  =  0 . 

Or  Tequation  (106)  de  la  sphere  variable  reduit  a  cp*  le  coeffi- 
cient de  Z;  et  cette  m^me  relation  developpee  sous  la  tonne  (107) 

p*  —  2r  {x  cos  6  +  y  sin  6)  +  r*  =  cp*  , 

(en  designant  par  p  le  rayon  vecteur  de  Tespace)  nous  donne 
pour  le  coefficient  de  rz  (183) 

p'  —  r'  —  cp' 

X  cos  0  +  y  sin  0  —  r  =  — ^— . 

2r 


II  vient  done  finalemcnt 


Z  =  « 


cp*  -\-r^  —  p* 
2^^ 
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et  par  suite 

tifiA\  v_J?(y^  +  r»  — p^)  +  r(cp^  — r«  +  p^)cos6 

V  _  y  (y*  +  r^  —  p^)  +  r  (y^  —  r^  +  p^)  sin  fl 

184.  Ces  formules  generalcs  se  siniplifient  lorsqu*il  s'agit 
d'une  spherale  equiradialc.  Si  Ton  fait  en  efTet  cp  =  r,  il  reste 
seuiement 

(185)  x  =  x[i—^)+-^cosd, 

Supposons  I'equation  de  la  directrice  resolue  sous  la  forme 
ordinaire,  et  rattachons  y  I'angle  variable 

F  .  F  F' 

tanflrflr=-=7,         sm  a  =  — ,         cosg=    ^ _. 

^         F'  j/F«  +  F'<  v/^'*  +  ^'^ 

Les  equations  de  la  spherale  deviennent  dc  leur  c6te 

(186)  co  =  fl  +  a-|, 

(187)  R  =  2Fsinacos«X. 
On  en  deduit  identiquement 

p«=:— !-v-  =  2HFsin«, 

^        oos^  A. 

X  =  R  cos  0)  =  R  sin  (0  +  «) ,       y  =  R  sin  lo  =  R  cos  (6  +  a) , 
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d'ou,  en  d^veloppant  ces  expressions  trigonometriques 

X  =  R[(2-5^)smacos6  +  (l-?^|^)cosasine]. 

(188)Y  =  R[(2-^-^)sm«sm9-(l-^*^)cos«cosfl]. 

185*  La  longitude  m  se  trouve  par  la  definitivement  chassee 
de  nos  formules,  et  la  question  se  reduit  a  I'elimination  de 
R,  X,  0  entre  les  quatre  relations  (187),  (188). 

Pour  y  proceder,  convertissons  les  coordonnees  rectangu- 
laires  X,  Y,  Z,  du  point  quelconque  de  la  normopodaire  en 
coordonnees  mixtes  K\  (o\  X',  que  nous  distinguons  par  les 
accents  de  celles  du  point  N  de  la  spherale.  II  vient  ainsi  apres 
reductions 

R'cos(fl-co')  =  Xcose  +  Ysinfl  =  (2-^^?^^Rslnfl, 
(189)  ^ 

'R'sin(e-co')  =  Xsine~^Ycosfl  =  M-— ^Wcosfl, 

ce  que  I'on  pent  ecrire 

(,90)  -5i^_2R  +  f^l5^ifci?l  =  0. 

F  sin  a 

R^sina        „    ,    IV  sin  (9-0)')       ^ 
F  cos  a 


En  retranchant  membre  a  nienibre,  nous  obtenons  cette  valeur 
de  R  en  fonction  de  0  et  des  nouvelles  coordonnees 

(191)     R  =  R^  r^'"  (^  ~"  ^'^      ^^^  ^^  ""  ^')1  =  W  ^^^  (0  +  fl  -  (oQ  ^ 

L      cosrt  sin  a      J  sin  a  cos  a 

Si   d*autre   part  I'on   divise   membre  a  membre  les  egalites 
(189),  il  vient 

/n        1^  F-  Rsinfl 

tang  (6  -  0)')  =  cot  a  .  — ; — ^-: — • 

2F  — Rsma 
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c'est-h-dire  une  secoude  relation  entre  K  et  0,  distincte  de  la 
precedente,  puisque  I 'une  renferme  R'  et  I'autre  F. 

En  eliminant  H  cntre  ces  deux  formules,  nous  fonnerons  une 
resolvanle  definitive  qui  nc  contiendra  plus  que  0^  et  pourra 
determiner  ce  parametre  en  fonction  de  R\  (o\  II  vient  ainsi 

F  [(cos  a  ^  2  tang  (0  -  co^]  =  R  "^'  ^^  T '"'  +  ^^  - 

^^  6V  /J  COS  (6  —  0)') 

et  en  substituant  la  valeur  (191)  de  R 

(192)  R' COS  Vfl  +  a  —  0)') 

=  F  COS  a  [cos  (6  —  to')  cos  a  —  2sin  (6  —  lu')  sin  a\ . 

186.  Nous  pouvons  obtenir,  en  6,  une  seconde  resolvante  de 
ineme  nature. 

II  vient  en  effet,  d'apres  la  valeur  (188)  de  /,  qui  n'a  pas 
encore  ete  employee 

«/          %/      1*          ^  /.        Rsina  \ 
R'UngV-RtangXM — j, 


c'est-a-dire 

R^  sin  a 


—  R  +  R'  tang  V  cot  X  =  0  . 


d'ofk,  en  comparant  a  I'egalite  (190) 

/.^Ax  -        sin  (6  —  0)') cot  X' 

(193)  cotA.  =  —  ^^ ^ . 

^       ^  cos  a 

Nous  aurons  en  consequence  d'apres  (187),  (191) 

R'cos(e  +  «-co')      ^      ^„  .  j^      OP  •  ^^^**^ 

r-^ =  R  =  2^  sm  a  cos*  X  =  2F  sm  a  -— 5^ , 

sm  a  cos  a  1  +  cot^  A. 

R' cos  (fl  +  fl  -  0)0 
cot*  X  =  ^  ^ 


2F  sin*  a  cos  a  —  R'  cos  (0  +  a  —  o)') 
Si  Ton  substitue  la  valeur  (193),  on  obtient  definitivement 

/-^*N      «./        //.  f  /v         2F  sin*  a  cos  a  sin*  (9  —  0)') 

(194)      R'cos(fl  +  a-o)')  =  -^-:r7^ ^j ^\ fV  • 

^       '^  ^  ^        sin-  (6  —  0) )  +  cos*  a  tang*  A.' 
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Telle  est  cette  seconde  resolvante  en  6  seul,  distincte  de  la  pre- 
cedente,  puisque'elle  renfenne  V, 

187*  A  ces  deux  resolvantes  en  0,  nous  en  pouvons  adjoindre 
une  troisieme,  qui  n*en  sera  plus  distincte,  et  ne  pourrait  que 
remplacer  Tune  d'ellcs;  inais  qui  presentera  ce  caractere  inte- 
ressant  dc  ne  plus  renfermer  la  fonction  F,  dont  la  caracteris- 
tique  aura  ainsi  disparu  en  apparence,  puisque  F'  a  deja  cesse 
de  jouer  un  r6le  dans  nos  formules,  mais  qui,  bien  entendu, 
continue  d'exercer  hnplicitement  son  influence  par  I'interme- 
diaire  de  a,  II  est  done  bon  dc  signaler  cette  relation,  immuaUe 
dans  sa  forme,  pour  toutcs  les  recherches  de  norinopodaires 
de  spherales  equiradiales  quelconques. 

II  vient  a  cet  egard,  en  divisant  membre  a  inembre  (192) 
et  (194) 

(195)  2  sin*  a  sin«  (fl  -  co')  cos  (0  -  (o'  +  a) 

=  [cos  9 — 0)' + fl]  —  sin  (9  —  o)')  sin  a]  [sin*  (9 — w')  +  cos*a  tang*  X']~0. 

La  normopodaire  se  trouve  done  tinalement  representee,  entre 
les  coordonnees  IV,  co',  V  et  le  para  metre  0  par  Ics  trois  equa- 
tions (192)  (194)  (195)  qui  sc  reduiscnt  au  fond  a  deux,  entre 
lesquelles  il  sufHrait  d'climiner  0,  lorsque  sera  specifiee  I'ex- 
prcssion  F,  qui  definit  la  directrice  dans  cliaque  cas(*). 

188.  Appliquons  ccite  mcthpde  au  spliero-naulile  equiradial. 

Le  resultat  se  trouve  tres  directement  prepare,  puisque  nous 
n'avons  qu'li  considercr  a  commc  une  constante.  La  rela- 
tion (195)  ne  renfernie  plus  alors,  dans  ce  cas  special,  6  que 
par  I'angle  9— -w'.  Si  Pon  developpe  les  calculs,  elle  prend  la 
forme : 

sin6(9-(o') 

+  [tang*  X'  ( 1  +  cos  2^)  (2  —  cos  la)  —  cos*  2a]  sin*  (9  —  o)') 

+  [tang^  X'  ( I  +  3  sin*  a)  —  2  cos  2a]  tang*  X'  cos*  a  sin*  (^  —  W) 

—  tang*  X'  cos*  a  =  0  , 

equation  du  troisieme  degre  par  rapport  a  I'inconnue  sin*(6— u)'). 


(*)  11  n^  A  P^s  lieu  dc  sc  poser  le  problemc  inverse  dcs  normopodaires, 
de  tneme  que  le  %  XXIX  r^sont  celui  de8  podaires,  car  il  ne  sorait  pas  d^- 
termiD^. 

Vol.  Ill  —  N.'  3  6 
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Representons  en  abrege  par  f(V)  la  valeur  de  6  — cd'  que 
nous  fourniraient  les  Tormules  classiqucs  de  cette  resolution, 
nous  aurons 

e  -  (o'  +  f(V) , 

et  en  remplarant  dans  la  formule  (194)  F  par  e^^ 

On  y  reconnait  Tequaiion  d'une  surface  nautilo'ide  derivee  de 
la  m^me  spirale  logarilhmique  que  la  proposee.  Son  profil  ine- 
ridien  se  trouve  represente,  dans  le  plan  ZOX  ((o'=»0),  entre 
les  coordonnees  polaires  p  et  V,  par  Tequation 

P~     ^sT      • 

§  XXX 
Surfaces  ciritoides 

189*  La  notion  des  surfaces  nautiloi'dcs  peut  sembler.  a  pre- 
miere vue,  comporter  une  extension,  sur  la  vraie  portee  de  la- 
quelle  il  ne  sera  pas  inutile  dc  preciser  les  idees.  C'est  encore 
le  regne  animal  qui  peut  en  suggerer  la  pensee.  Les  collections 
paleontologiques  presentcnt  en  cflet,  a  Pepoque  tertiaire,  et  en 
particulier  pour  Tetage  eocene  du  calcaire  grossier,  dc  nom- 
breux  restes  du  genre  cerite  (famille  des  cerilides)  dont  le  re- 
presentant  le  plus  remarquable  est  le  cerithium  giganleum,  C'est 
un  fossile,  en  forme  de  cornet,  qui  niontre,  dans  les  grandes 
lignes  de  sa  structure,  les  circonvolutions  d'unc  c6nlielice,  avec 
amplification  progressive  de  la  section  generatrice  guidee  par 
elle,  analogue  a  celle  des  nautilo'ides. 

On  peut  done  etre  porle  a  voir  la  une  generalisation  du 
mode  de  description  de  ces  derniercs  surfaces.  Cependant  cette 
maniere  de  voir  ne  constitue  a  proprement  parler  qu'une  simple 
apparence.  II  n'y  a  pas  au  fond,  pour  le  geometre,  une  famille 
de  surfaces  cen'lo'irfes  essentiellement  distincte  des  nautilo'ides. 
Nous  ne  sortons  pas  en  realite  de  cette  derniere  classe. 

Ce  n'est  pas  li  dire  cependant  que  cette  consideration  doive 
etre  ecartee  sans  exanien,  et  sans  retenir  un  instant  Tattention. 
La  ccmception  et  Tappellation  des  ceritoYdes  peuvent  rendre 
certains  services.  Elles  sont  de  nature  (a  coup  sOr  pour  I'ar* 
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tiste,  ct  ineroe  dans  unc  ccrtainc  lucsurc  pour  Ic  geometre),  a 
porter  de  premier  jet  plus  dc  clarte  dans  Tesprit,  que  la  fusion, 
un  peu  forcee,  des  deux  classes  dc  surfaces,  qu*il  nous  faut 
commencer  par  expliquer. 

190.  Considerons  (fig.  28)  dans  Ic  plan  du  premier  meri- 
dien(*)  le  profd  C^ngN^, 
qui  engendre  un  ceri- 
toide  en  se  reduisant  sur 
lui  meme  vers  le  p61e,  ou 
s'amplifiant  au  contraire 
•dans  le  sens  oppose,  au- 
tour  de  son  centre  de  si- 
militude Cq  qui  decri- 
une  c6nhelice,  suivant  la 
loi  logarithmique  en  visa- 
gee  jusqu'ici.  Nous  obte- 
nons  une  serie  de  posi- 
tions de  cc  point  . . . ., 
C_f,  C_|,  Co,  Ci,  Cj, ...., 
dans  les  revolutions  suc- 
cessives  du  meridien  mo- 
bile. 

Rapprochons  de  cette 
surface  le  nautiloide  or- 
dinaire qu*engendrerait, 
suivant  le  plan  equato 


Fig.  28 


rial  mene  par  le  sommet  O  de  la  c6nhelice,  une  figure  CqIi^N q, 
identique  a  la  precedente,  et  dont  le  centre  de  deformation 
homothetique  C  decrit  une  spirale  logarithmique  de  meme  loi 
amplificative. 

Substituons  maintenant  a  la  generatrice  CqIi'qN  q  de  ce  nauti- 
loide auxiliaire  la  generatrice  composite  C'qCqTIqNq  formee  d'un 
piedestal  CqCq  surmonte  de  la  figure  CqW^Nq  identique  a  C'qIi'qN  q. 
Ce  piedestal  se  dilatera  pour  son  propre  compte  dans  le  meme 
rapport  que  les  dimensions  verticales  ou  horizontales  de  Tune 
et  I'autre  figure,  ou  encore  que  le  rayon  vecteur  OCq  de  la 
spirale  logarithmique.  La  surface  engendree  par  le  mouvement 
puremeni  nautiloide  du  profil  composite  a  piedestal  CqCqIIqNq  ne 


(I)  II  a  6t^  expliqu^  (N°  32)  que  la  g^n^ration  par  une  conrbe  quelconque, 
plane  ou  gauche,  pcut  toujours,  dans  cet  ordre  de  questions,  ^tre  ramen^e 
a  Temploi  d'un  profii-mdridien. 
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diflerera  en  ricn  de  celle  que  prodiiit  le  mouvernent  ilirectement 
cerUoide  de  la  genera Ir ice  ptoposee  CqWqNq. 

191.  Nous  pouvons  donner  li  cet  apercu  plus  de  preeision, 
de  niani^re  a  formuler  Tequation  generale  des  surfaces  ceri- 
toides. 

Considerons  en  effet,  au  bout  d'une  revolution  complete,  la 
section  C'^w'qN'q  a  son  retour  dans  le  premier  meridien  suivant 
C'in'iN'i.  Comparons  les,  en  cet  instant,  avec  la  situation  ceri- 
toide  CiniNi  de  CoWqIVq. 

"L'ordonnee  Ni/i'i  d'un  point  du  ceritoide  se  compose  de 
NiN'i  et  de  N'in'i.  Cette  dernierc  partie  constitue  I'ordonnee  du 
nautiloide  proprement  dit,  a  savoir  (17) 

^'ifi'i^e^^'A'iOn'i.e-^^''). 

Quant  au  segment  N|N'i  =*  CiC'i  il  est  egal  a  la  hauteur  initialc 
A  =  C'qCq  du  piedestal,  amplifiee  dans  le  menie  rapport 

II  vient  done  pour  I'ordonnee  z  du  ceritoi'dc 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pour  une  revolu- 
tion enlifere,  afin  de  mieux  utiliser  la  figure  tracee  dans  le  pre- 
mier meridien,  convient  evideiimient  a  un  angle  quelconque  de 
rotation  co.  Nous  aurons  done  connne  equation  generale  du  ce- 
ritoide, en  fonction  de  la  hauteur  h  que  possede  le  piedestal  en 
traversant,  pour  o)  =  0,  le  premier  meridien 

Z  =  <?A.o  I"/,  +  IJ-  (R^-A(.))]  . 

On  voit  clairement  des  lors,  qu*il  suffit,  pour  revenir  a  Tequa- 
tion  des  nautiloides  (17),  de  considerer  comme  un  unique  sym- 
bole  fonclionnel  V|  (a)  le  bin6me  A  +  M:*'  (a). 

192.  On  pourrait  eprouver  quelque  surprise,  presque  une  de- 
ception, en  voyant  ainsi  s'evanouir,  quand  on  la  serre  de  pres, 
une  generalisation  qui  semblait  promettre  un  interet  analogue 
a  celui  du  passage  des  surfaces  de  revolution  aux  helicoides, 
par  Tadjonction  au  phenomene  rotatif  de  cette  m^me  compo- 
sante  de  translation  suivant  I'axe.  Mais  il  est  facile  de  faire  res- 
sortir  la  diflerence  profonde  qui  separe  ces  deux  cas. 
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Dans  les  surfaces  de  revolution,  toules  les  trajectoires  sont 
planes;  aucune  n'y  possede  la  double  courbure.  Pour  I'heli- 
coidc,  loutes  deviennent  gauchcs.  Dans  les  nautiloides,  aO  con- 
traire,  les  trajectoires  sont  deja  gauches.  Ce  sont  des  c6nhe- 
lices.  C'est  a  litre  exceptionnel  que  les  seuls  points  situes  dans 
Pequateur  y  parcourent  des  spirales  logarithmiques.  II  est  done 
tout  simple  que  Tadjonction  de  la  composante  de  translation 
les  denature  au  fond  beaucoup  nioins.  Ce  n'est  plus  alors 
qu'une  simple  question  de  degre,  Cette  introduction  ne  fait 
que  modifier  I'angle  des  conhelices.  C'est  comnie  si  les  pas  de 
toutes  les  he!::'es  d'un  belicoide  augmentaient  d'une  meni^  lon- 
gueur; on  ne  sortirait  pas  par  la  de  la  categorie  des  helicoides. 

Toutefois  le  point  de  vue  ceritoi'de.  ainsi  reduit  a  sa  juste 
valeur,  ne  semble  pas  devoir  disparaitre  du  langage  des  appli- 
cations. On  trouvera  tou jours  plus  claire  la  conception  directe 
du  mouvenienl  d'un  profil  s'elevant  en  vrille  autour  d'un  axe, 
que  celle  de  I'adaptation  factice  a  ce  profil  d'un  piedestal  pour 
imprimer  ii  rensemble  le  mouvement  nautiloide  plan.  Sous  cette 
reserve,  cette  consideration  du  piedestal  est  bien  cependant  la 
voie  a  suivre  dans  chaque  cas  pour  former  Inequation  de  ces 
surfaces. 

193.  Je  me  contenterai  a  cet  egard  d'un  seul  exemple,  au 
quel  se  rapporte  precisement  ia  figure  28,  dans  laquelle  la  ge- 
nera trice  est  supposee  circulaire. 

II  suffira  pour  cela  d'employer  I'equation  de  la  circonference 
dont  le  centre  occupe  le  sommet  du  piedestal  A.  Elle  nous  est 
foiirnie  par  le  triangle  OCN,  suppose  trace  dans  un  meridien 
de  longitude  to 

i2        -F^^±    I    TVT^i 


CN'  =  ON'  +  OC  -  20N  .  OC  cos  NOC , 

L'angle  NOC  est  I'excedent  r^  —X,  par  rapport  a  la  latitude 'X. 
du  point  N,  de  Tangle  fixe  y]  que  fait  avec  Tequateur  OC  (*).  En 

second  lieu,  ON  represente  le  rayon  vecteur  de  Tespace ^  • 

On  a  encore  ^*  ^ 

OC         i?A"> 


0C  = 


cos  yj       cos  7j 


(<)  Dans  ces  conditions,  tang  r;  mesure  la  haateur /i  du  piedestal  au 
moment  ou  sa  projection  passe  par  le  point  I  de  la  spirale  logarithmique 
directricc. 
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Enfiii  CN  est  le  rayon  Br,  ou  lle^^  de  la  circonference  genera- 
trice. 

II  vient  cl'apr6s  cela 

BVA«>  =  _^  +  _^ 2-^,.—    cos(X--Yi), 

COS'X         COS'T]  cos  a.    COSY)  ^  * 


ou  en  multipliant  par  ^— saui  cos^  t) 


cosX      )  -2(-^^-^)cosC._>,)+l-B«cos«ri  =  0. 


et  en  resolvant: 


B^— Ao)  cos  TQ 

r — ^  =  cos(X  — Y))+  v^cos*(X  — >])  +  B*ros*>]—  1  , 

COS  A 

c'est-a-dire  enfin 

COS  ti. 

R  Bi  Mco  . [cos  (X  —  Tfj)  ±  i/sin*Acos*7j  — sin*  (X  —  rj)] . 

Telle  est  I'equation  du  ceritolde  a  front  meridien  circulaire. 
On  y  retrouve,  pour  I'hypothese  y)=0,  I'equation  (6)  du  nau- 
tilolde  a  front  meridien  circulaire. 

194.  La  section  droite  serait  determinee  par  le  plan  normal 
3i  la  c6nhelice  directrice.  Elle  se  rapprochera  d'autant  plus  d*unc 
forme  ronde,  que  ce  plan  sera  lui-meme  plus  voisin  du  meri- 

dien,  c'est-a-dire  t]  de  zero,  et  a  de  -^ ;  ou  enfin  que  Ton  em- 

iw 

ploiera  des  spirales  et  des  c6nhelices  plus  lentes. 

Pour  assurer  definitivement  a  la  surface  ce  que  nous  avons 
appele  (N®  101)  le  caract^re  des  corps  arrondis,  il  faudrait  en- 
visager  le  sphdro-ceriie,  c'est-a-dire  la  spherale  vcctorielle  qui  a 
pour  directrice  une  c6nhelice.  Contentons  nous  d'en  efl'ectuer  le 
calcul  pour  Thypothese  equiradiale. 

L'equation  de  la  sphere  variable 

(aj-a)«  +  (y~p)«  +  («-T)*==«*  +  P*  +  T'» 

se  reduit  a 

x«  +  y*  +  *«-2(cur  +  ?y  +  T«)-0. 
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On  a  d'ailleurs 

et  par  suite: 

p*  — 2«^®(xcose  +  ysine  +  «tang>j)  =  0  , 

-^  =  f  a6  i^^^os  (6  -  0))  +  tang«  yj]  . 

La  derivee  de  cette  equation  par  rapport  a  6  nous  donne 

ke^^  [cos  (0  -  0))  -F-  tang«  >]]  -  e^^  sin  (fl  —  o))  —  0  . 
Mais  on  tire  de  la  pi*^cedente 

cos  (6  -  (u)  =  ^^^  -  tang*  >j , 

d'ou  en  substituant  ici 

(196)  sin(e-o))  =  A-!— ^. 

II  vient  done  en  ajoutant  les  caiTes 

— ^- — Q  =  sin*  a  [tang*  r^  +  v^lang*  yj  —  sin*  a  (tang^  1 ""  ^)] » 
et  enfin 


si  nous  representons  pour  abreger  par  C  la  valeur  constaute 


C  =  sin  a  (sin  a  tang*  >]  +  v/  1  —  cos*  a  tang^  y]) . 
En  substituant  dans  la  relation  (196),  il  nous  vient 
sin  (9  —  0))  =  AC ,         6  =  o)  +  arc  sin  AC , 


2U4 


et  d'autre  part  (197) 


,a6=±  f_r  A 


2C  '  R       2C  ■  cos*  "A. ' 

d'oCi  en  remcttanl  cette  valeur  de  0 

R  =  2C  cos*  K .  ^-^  <*'*  +  *''<^ *'"  AC> . 

Lorsque  Ton  suppose  r|  =  0,  la  eonstante  C  se  reduit  k  sin  a; 
AC  a  cos  a ;  arc  sin  AC  a  -^  —  « .  11  vient  des  lors  siniplement 


A(o)-f'-a) 

=  2  sin  a  coji*  X  .  ^   ^        *       ^  , 


R 
et  I'on  retrouve  Tequation  (146)  du  sphero-nautile.equiradial. 

195*  Terminons  cette  longue  etude  par  la  propriete  suivante. 

La  surface  riciproque  d*un  sphero-cerUe  vectoriel  quelconque  par 
rapport  a  son  pdle  est  un  sphero-cerite  egal,  mats  de  sens  interverti. 

Appliquons  en  eflct  le  theoreme  fondaniental  du  N^  116.  La 
reciproque  de  la  conhelice  direc trice  sera  une  c6nhelice  syme- 
trique,  puisque  ce  mode  de  transformation  conserve  Ics  angles. 
La  nouvelle  directrice,  qui  doit  lui  etre  semblable,  sera  done  une 
conhelice  identique  a  celle-ci,  mais  device  sur  son  cone.  Quant 
au  rapport  vectoriel,  on  sait  qu'il  est  conserve  sans  alteration. 

Plus  gcneralement»  enveloppons  Ic  plan  d'une  s])irale  loga- 
ritlimique  sur  un  cone  quelconcjuc,  (ct  non  plus  de  revolution), 
ayant  son  souimet  au  pole  de  cetlc  courbe.  Tracons  sur  ce  cone 
la  transformee  par  rayons  vectcurs  rcciproques  de  la  ligne 
gauche  ainsi  obtcnue,  puis  une  lignc  homolhctique  de  celle-ci. 
Enfin  developpons  la  surface  coniquc.  (>ctle  dcrnicre  courbe 
se  ti*ansformera  en  une  nouvelle  spirale  logarithmique  egale  a 
la  premiere,  mais  de  sens  contrairc;  V\\  cil'et  renroulement,  la 
transformation,  I'liomolhetie,  le  deroulement  constituent  quatre 
operations  qui  conservent  les  angles.  Celui  de  la  courbe  avec 
son  rayon  vecteur  doit  done  rester  constant. 

Construisons  maintenant,  pour  les  deux  lignes  coniqucs 
comme  directrices,  avec  un  meme  module  vectoriel,  deux  sphe- 
rales.  Ces  deux  surfaces,  d'apres  le  theoreme  fondaniental 
(N^  llGj  seront  les  transformees  Tune  de  I'autre  par  i*ayons 
vecteurs  reciproques.  l^a  proposition  prcccdente  nest  done 
plus  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci,  relalif  au  ciine  de  revolu- 
tion. 


SURVIVANCES  DU  REGIME  COMMUNAUTAIRE  EN  PORTUGAL 

(Abr^6  d'une  monographie  in^dite) 


Par 


A.  A.  DA  RocHA  Peixoto 

Membrc  correspondant  de  TAcad^mie  Royale  dee  Sciences  de  Lisbonne, 

Aide-Naturaliste  k  TAcad^mie  Polytechnique  de  Porto^ 

R^dactcur  en  chef  de  la  PortugcUia 


II  subsiste  encore  en  Portugal,  coinme  en  d*autres  pays  euro- 
peens,  de  nonibreux  vestiges  du  regime  agraire  comniunaliste. 
C'est  principalement  dans  la  Serra  (la  Montagne)  —  car,  dans 
la  Ribeira  (la  Plaine)  it  ne  s'est  perpetue  que  des  residus  fra- 
ctionnes  et  dilues  —  que  la  possession  individuelle,  exclusive  et 
hereditaire  du  sol  coexiste  avec  le  doniaine  collectif  d'une  ou 
plusieurs  zones  territorialcs,  et,  intennediairenient,  avec  les  au- 
tres  formes  de  transition  evolutive  depuis  le  regime  pastoral 
jusqu'a  la  libre  et  pleine  propriete. 

Une  grande  partie  des  dizaines  de  milliers  d*hectares  de  terre 
portugaise  en  friche  est  soumise  a  V administration  legale  des 
fjuntesD  paroissiales.  Mais  en  fait,  tout  ce  qui  se  rapporte  soit 
a  la  jouissance,  soit  au  mode  de  tirer  parti  des  terres  incultes 
est  soumis  a  la  deliberation,  non  des  ajuntesD  ni  d'autres  pou- 
voirs  hierarcliiqucs,  niais  bien  aux  suffrages  des  assemblees  de 
tous  les  interesses.  Les  terres  en  friches  ne  produisent  guere 
que  des  p^turages,  des  bruyeres  et  des  bois  a  briilcr,  ceux-la 
mis  a  profit  indistinctement  par  tous  les  habitants  de  I'endroit 
possesseurs  de  betail,  et  les  produits  forestiers  repartis  propor- 
tionnellement  entre  tous  les  feux.  II  arrive  done  que,  si  des 
raisons  de  convenance  collective  le  conseillent,  Passemblee  des 
Vol.  Ill  —  N.o  4  .  I  •  •: 
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voisins  decide  la  prohibition  du  droit  de  pdluragc,  des  emondes 
et  taillcs  sur  certaines  surfaces  determinees,  lesquelles,  sous  ce 
regime  epheniere,  sont  appelees,  dans  Ic  BarrosOy  €couiados3. 
Sans  egard  ni  observance  dcs  forniules  elablics,  certaines  etcn- 
dues  de  tcrres  incultes  ont  ete  vendues,  er  le  produit  destine 
a  des  depcnses  d*interet  coniuiun,  par  exemple  la  reparation 
de  I'eglise  principale  ou  d'une  cliapelle,  la  construction  d'un 
lavoir,  la  restauration  d'un  nioulin  ou  d'un  four  banal,  Sexploi- 
tation des  eaux  pour  les  Fontaines  publiques,  I'etablissenient 
d'un  cinietiere.  Cepcndant  la  desaniortisation  en  masse  des  biens 
communaux  n'a  pas  ele  tenlee  et  ne  le  sera  pas,  par  suite  de 
rimpossibilite  oil  sont  les  pcuples  dc  renoncer  a  des  droits  tra- 
ditionnellement  communautaires  et  intrinsequement  dictes  par 
des  circonstances  orographiques,  climatiques  et  economiques. 
Ce  n'est  que  temporairement  que  I'on  tolere  ou  que  Pon  pcr- 
met,  a  des  habitants  indigents  ou  dont  la  moisson  est  insuffi- 
sante,  la  culture  uccidentelle  ou  Iransitoire  de  petits  lots  des 
terres  en  friches  collectives,  qui  sont  alors  labcmres,  puis  quet- 
mados  (brQies)  et'cnsuitc  semes  en  seigle,  la  recolte  de  cetle 
cereale  retournant  ulterieurement  au  regime  commun.  Du  reste, 
la  collectivite  y  trouve  profit,  puisque  non  seulement  la  produ- 
ction cerealiferc's'accrolt,  mais  les  terrains  ainsi  mis  en  valeiir 
fournissent  ensuite  de  meilleurs  pres  et  des  bruyeres  plus  abon- 
dantes. 

Ces  notions  generates  donnees,  il  convient  main  tenant  de 
specifier,  sans  entrer  pourtant  dans  de  trop  grands  details, 
(que  n'admettraient  pas  les  limites  de  cette  breve  etude)  qucl- 
ques  aspects  de  ce  regime  de  communaute  survivant,  Icquel 
reside  principalement  dans  la  possession  collective  du  terroir, 
dans  la  repartition  equitable  du  bien  commun  et  dans  les 
formes  selon  lesquelles  il  est  mis  a  profit  ou  cultive. 

A  Pitoes,  deja  sur  la  lisiere  du  plateau  de  Barroso  et  en  face 
du  massif  du  Gerez,  les  terres  de  propriete  individuelle  sont 
insuffisantes  pour  la  production  rerealifere  necessaire.  II  faut 
done  approprier,  des  terres  en  friches,  la  superficie  comple- 
mentairc.  A  cette  fin  la  population  se  reunit  en  novembre,  dis- 
cutant  et  convenant  quel  terrain  il  faut  cholsir  pour,  les  cavadas 
(labours),  attendu  que,  tons  les  ans,  et  par  suite  de  la  faible 
fertilite  regi(malc,  la  rotation  des  cultures  s'impose  de  rigueur. 
Apres  le  choix  du  local  par  Tassemblee,  le  peuple  procede  a  la 
demarcation  des  glebes  qui  reviendront  a  chacun,  et  I'on  com- 
mence la  distribution  des  lots  par  Thabitant  de  Tune  des  extre- 
mites  du  village.  Toutefois,  on  procede  d'abord  au  choix  de  la 
cavada  de  I'eglise,  c'est-a-dire,  du  terrain  qui  lui  sera  destine, 


201 


et  il  convient  que  tous,  et  jusqu'au  bout,  travaillent  dans  cette 
part  donl  Ic  produit  integral  est  destine  para  Deus  (a  Dieu). 
Ceci  rappelle  la  coutume  hellenique,  puis  romaine,  de  la  divi- 
sion de  la  terrc  en  lots  pour  la  fondation  d'une  cite,  la  distri- 
bution ne  se  faisant  qu*apr6s  que  Ton  avait  mis  a  part  les  lots 
attribues  aux  divinites'.  (Daremberg  dc  Saguo). 

Le  labour  eflectue,  ct  comnic  on  n'a  rien  a  craindre  du  betail 
jusqu'en  inai,  la  zone  n'a  pas  besoin  de  garde.  Mais  quand  sur- 
vient  la  ferranha,  c'est-a-dire  quand  les  graminees  fructifient, 
nouvelle  reunion  du  peuple  afin  d'oui'r  les  propositions  ayant 
trait  a  la  garde  des  defrichcnicnts.  Pour  empecher  les  animaux 
de  detruire  les  cultures,  on  adjuge  la  surveillance  a  eelui  qui 
s'offre  moyennant  le  plus  petit  nonibre  de  boisseaux  du  pro- 
duit, lequel  est  responsable,  jusqu'au  temps  de  la  moisson,  des 
prejudices  occasionnes  par  les  bcstiaux. 

La  moisson  se  realise  selon  le  bon  plaisir  de  cliacun,  mais 
pourtant  k  des  jours  assez  rapproches. 

Neanmoins  le  charroi  ou  carreja^  c'esl-a  dire  le  transport  de 
la  recolte  a  domicile,  est  marque  pour  lous  et  en  un  jour  fixe  par 
tous.  Pour  la  raison  suivante:  avant  le  charroi,  il  faut  verifier 
le  produit,  ce  dont  se  chargent  le  gardien  et  deux  voisins;  tout 
le  monde  a  done,  dans  son  lot,  dispose  le  seigle  en  pousadas, 
chacune  d'elles  presentant  cinq  gerbes  de  recolte;  et  comme 
le  nombrc  de  boisseaux  pour  lequel  a  ete  adjugee  la  garde  doit 
^tre  proportionnellement  reparti,  il  convient  de  verifier,  equi- 
tablement,  ce  que  chacun  a  efiectivement  retire.  De  Jubainville 
parle  d'une  analogic  lointaine  tiree  d'un  texte  archaique,  rap- 
portant  que  les  vaccaci,  peuple  celtibere  etabli  dans  le  bassin 
du  Douro  et  occupant  une  partie  de  Tancien  royaume  de  Leon, 
partageaient  tous  les  ans  la  terre  arable,  et  distribuaient  malgre 
tout,  en  parts  egales  et  apr^s  la  moisson,  le  produit  effectif  de 
la  recolte. 

Comme  I'ancien  germain  dont  parle  Tacite,  I'homme  ne  pos- 
sede  pas  la  terre:  il  n'a  la  propriete  que  de  ce  qu'elle  donne. 

(FUSTEL  DE  C0DLA^GES.) 

Sur  le  versant  ctransmon taint  du  Mar»o  certaines  localites 
reunies  en  chamados,  qui  sont  les  asscmblees  locales,  deliberent 
sur  ks  lots  a  diviser  dans  la  terre  en  friche  sur  lesquels  on  ira 
chercher,  pour  la  saison,  le  genet  indispensable  aii  fumier.  On 
discute  d'abord:  le  terrain  est  maigre  en  genets;  ceux-ci  sont 
encore  trop  jeuncs.  Mais  une  fois  fixee  la  z6ne  choisie  par  la 
majorite,  on  marque  le  jour  de  Vaffazer  (travail).  Quant  a  la 
division,  dans  certains  endroits  elle  se  fait  en  proportion  des 
biens  du  cultivateur,  car  celui  qui  poss&de  le  plus  a  le  plu$ 
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besoin  de  fumier  pour  scs  champs;  dans  d*autres,  les  lots  sent 
repartis  egalenient. 

Au  jour  marque  tous  les  hommes  du  village  vont  a  la  mon- 
tagne,  oCi  s'cft'eclue,  au  cordeau,  le  mosurage  du  polygone 
choisi.  line  fois  la  superficie  delimitee,  soil,  par  excmple,  un  re- 
ctangle, sur  Tun  des  cAtes  se  placent, 'avec  leurs  houes,  les 
representants  des  menages;  du  cote  oppose  un  autre  homme, 
considere  et  experimente,  verifie  si  les  habitants  sont  bien  pla- 
ces ;  il  les  fait  s*eloigner  ou  se  rapprochcr,  s^il  est  necessaire, 
pour  que  la  distribution  soit  juste.  Jusqu'au  moment  od,  la  jii- 
geant  exacte,  il  crie  a  haute  voix:  Bern  estd!  (C*est  bien)  —  et 
tous,  comme  un  seul  homme,  donnent  un  coup  de  houe  en 
terre.  En  grand  cela  ressembie  \\  une  ligne  pointillee;  et  chaque 
cpoint»  marque  I'cxtremite  des  lots.  Le  tirage  au  sort,  qui  suit, 
se  fait  en  ecrivant  tous  les  noms  sur  des  bulletins  qu*un  enfant 
tire  successivement.  Au  premier  nom  revient  le  premier  lot  et 
ainsi  de  suite,  tous  et  chacun  respectant  ce  que  le  sort  a  de- 
cide. 

Pareillement,  dans  certaines  communes  beiges  des  Ardennes, 
le  terroir  collectif  est  divise  annuellement  en  autant  de  parcelles 
qu'il  y  a  de  menages.  Une  fois  tirees  au  sort,  chacun  alors  net- 
toie,  brUle^  fume  et  seme.  En  certaines  localites  le  maire,  avec 
des  arpenteurs  jures,  apporte  le  cordeau,  le  reeb  germain,  qui 
est  destine  aussi  a  eifectuer  les  demarcations.  (Laveleye). 

Ces  assemblees  populaires  et  locales,  qui  tombent  rapide- 
ment  en  desuetude,  et  surlout  aux  basses  altitudes,  impriment 
au  debut  tout  leur  caraciere  aux  vestiges  de  mode  de  vie  com- 
munaliste.  Dans  le  vasle  pays  plat  de  St.  Vincent  {Cha  de  S.  Fi- 
cente)y  dans  la  Serra  das  Alturas,  et  les  autres  localites  des 
fTerres  de  BarrosoM,  les  coutos,  ou  reunions  des  agregats  com- 
munaux,  ont  lieu,  d'ordinaire,  dans  In  maison  du  four  banal, 
sur  une  place,  sur  le  parvis,  pres  de  la  croix  ct,  en  general, 
apres  la  messe.  A  I'avance,  et  en  regie  generale.  deux  ou  trois 
hommes  previennent  les  habitants,  sous  la  determination  prea- 
ble  du  rege(ior{^),  annoncant  de  nouveau,  le  jour  meme,  a  son 
de  trompe  ou  de  corne,  Tapprochc  de  Passemblee.  C*est  alors 
que  se  resolvent  les  reformes  et  reparations,  et  encore,  en 
partie,  que  se  rend  la  justice,  soit  sur  des  plaintcs  au  sujet  de 
terrains  communs  indiiment  absorbes  par  autrui,  soit  au  sujet 
de  I'irruption  du  betail  dans  le  domaine  prive  des  reclamants. 


(1)  Autorit6  de  la  commune  qui  correspond,  k  pcu  pr^e,  au  maire. 
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Deux  arbitres,  noinmes  aussitot,  enquetent  et,  dans  le  dernier 
cas,  signalent  le  prejudice,  fixant  rindenmite.  Et  celle-ci  est 
payee  sans  reserves,  vu  que,  a  son  tour,  le  delinquant  pourra 
aussi  reclamer  justice. 

Si  la  population  desire  unaninienient  une  amelioration  d'in- 
teret  general,  I'assemblee  decide,  etablissant  les  charges  compa- 
tibles. Le  hamcau  de  Villarinho  avait  son  siege  paroissial  a 
Negroes  et  il  desirait  vivement  une  chapelle  qui  lui  eiit  evite  la 
course  dominicale.  On  decida  I'edification,  et  certains  habitants 
eurent  a  s'acquilter,  en  proportion  de  leurs  nioyens,  du  trans- 
port des  materiaux  de  construction;  d'autres  durent  s*acquitter, 
toujours  equitablement,  de  la  fourniturc  des  chaumes  pour  le 
toit;  Targent  necessaire  au  payement  des  macons  ful  reparii 
parmi  les  autres;  et  finalement  chacun  nourrissait  et  logeait  les 
artisans,  a  la  journee,  sans  qu*on  perdit  de  vue,  bien  entendu, 
les  capacites  individuelles  de  Ph6te.  Enfin  et  pour  tant  de 
messes  annuellcs,  tant  d'habitants  auraient  a  payer  un  nombre 
egal  de  boisscaux,  la  charge  passant  h  d'autres  Tannee  suivante, 
puis  a  d'autres,  et  ainsi  de  suite,  andando  a  roda  ^a  tour  de 
r6le). 

Dans  les  localiies  des  bords  des  Serras  da  Nogueira,  de 
Bornes  et  a  Montesinho,  les  conselhos  (assemblees)  sont  deter- 
mines par  les  regedores,  sollicites  au  prealable  par  les  homens  do 
accordo  (les  notables);  les  sessions  sont  annoncees  a  son  de 
cloche  !i  Teglise,  a  la  prison,  ou  a  son  de  crecelle.  Les  voisins 
des  hameaux  etant  reunis,  ils  prennent  connaissance  de  Tepoque 
des  contributions,  de  la  vaccine  projelee  et  necessaire  des  bes- 
tiaux,  des  reparations  a  faire  aux  chemins  et  aux  Fontaines;  on 
frappait  d'une  amende  les  proprielaires  des  animaux  qui  cau- 
saient  des  degAts  dans  les  coutados  (terrains  defendus)  et  Ton 
notait  les  absents  sans  molif  valable  pour  leur  imposer  une 
amende  au  benefice  de  ceux  qui  etaient  presents  et  travail- 
laient.  L'habitant  charge  des  avis  jouissait  de  privileges  com- 
pensateurs:  il  n'apportait  pas  son  aide  aux  reparations,  il  ne 
pouvait  etrc  charge  des  arrestations,  il  ne  fournissait  pas  le 
logement  aux  troupes  ... 

Les  conselhos  de  la  Terra  de  Miranda,  qui  se  tenaient  aussi 
apres  la  niesse  convenluelle,  decidaient  non  seulement  des  re- 
parations et  des  coutarias,  des  pres  et  des  bois,  mais  egalement 
de  la  culture  des  biens  des  saints.  Certains,  effectivement,  pos- 
sedent  des  prairies  et  d'autres  lerres:  Notre  Dame  du  Naso  est 
proprietaire  a  Povoa;  le  Saint-Sacrement  est  proprietaire  a  Villa 
Cha ',  les  Ames  du  purgatoire,  ici  et  a  Palacoulo.  Les  frais  de 
culture   de  ces  terres  sont  communales;  et  si  le  saint  ne  pos- 
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shde  rien,  on  choisit  alors,  dans  le  terrain  en  friche,  quelques 
belgas  (glebes)  pour  la  inoisson,  comme  a  Cercio,  destinees  a 
Notre  Seigneur  J.-C.  Tout  le  nionde  travailie  avec  ardour, 
pour  le  culte  et  pour  la  fete. 

I^s  m^mes  motifs,  la  repartition  des  eaux,  les  semailles,  les 
reparations  a  I'eglise,  la  susbtitution  du  taurcau  local  forceni 
aux  a  juntos  du  Minlio,  assemblees  pareilles  annoncees  preala- 
blement,  a  Soajo,  a  Parada  do  Monte  et  a  Cidadelhe  au  son  de 
la  carrapita  (buccin,  le  Triton  not/iferus,  Lanik.).  C'est  encore 
avec  cette  trompe  que  I'on  notifie  les  reunions  aux  gens  de 
Germil  et  de  TErmida,  de  la  Serra  da  Amarella;  le  regedor  et 
ses  auxiliaires  y  assistent,  et  pour  harmoniser  les  interesses 
dans  la  liquidation  des  litiges,  se  trouvent  les  six  notables  les 
plus  respectes,  qui  sont  les  homens  do  accordo,  Ceux  qui  man- 
quent  payent  une  amende,  opportunement  applicable  en  messes 
a  St.  Roch,  pour  que  ce  dernier  protege  \evivo,  c'est-a-dire  le 
betail,  ou  a  d'autres  depenscs  collectives  neccssaires.  Meme  un 
juge  nomme  tout  expres  recucille  I'argent,  auqucl  s'ajoute  le 
produit  du  charbon  fabrique  par  la  commune.  £t  independam- 
ment  des  assemblees  regulieres,  d'autrfes  extraordinaires  reu- 
nissent,  par  aventurc,  les  voisins:  les  incendies,  relativement 
frequents  dans  la  montagne,  provoquent  toujours  une  reunion 
a  une  heure  avancee  de  la  nuit;  tout  le  monde  marcbe  pour 
les  dominer,  pour  la  preservation  des  rouros  (bruyeres),  des 
ruchers  et  des  bestiaux. 

A  Lindoso  les  reunions  sont  encores  nombreuses,  les  debats 
opinilitres,  les  sessions  lentcs  et  parfois  prorogees.  Au  son  de 
la  corna,  qui  est  le  buccin  appcle  aussi  dans  d'autres  endroits  le 
carrapito,  les  habitants  sont  prevenus.  De  chaque  menage  as- 
siste  une  personne  sous  peine,  en  cas  d'absence  non  legitime, 
de  la  traditionnelle  amende;  mais  si  le  sujet  a  discuter  est  ca- 
pitale  la  famille  tout  entiere  se  presente.  Les  semailles  des 
seigles  et  des  mai's,  la  garde  des  raisins  par  echelle  et  la  ven- 
dange  generate  sont,  comme  les  autres  affaires  dejii  connues,  des 
motifs  de  considerations  et  de  decisions  communautaires.  Ce- 
pendant  Tun  des  plus  importants  est  le  congres  oCi  Von  fixe 
les  deux  jours  de  la  fauchaison.  Le  delai  est  court  car  les  lots 
ou  cabeceiros  etant  petits  et,  a  I'interieur  du  terrain,  unis  les 
uns  aux  autres,  si  on  isolait  les  moissons,  les  recoltes  des  paes 
(cereales)  limitrophes  seraient  foulees  et  g^lees. 

Les  opinions  sont  divisees :  les  uns  jugent  que  la  recolte  n'est 
pas  mdve  a  point;  les  autres,  par  precaution,  ont  cueilli  dans 
le  champ  plusieurs  epis,  sur  la  maturation  des  quels  ils  fon- 
dent  leur  assertion.  Le  debat  se  poursuit,  les  groupes  se  sepa- 
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rent,  mais  la  majorite  I'emporte,  Ics  recalcitrants  finissant  par 
tomber  d'accord.  Le  laps  de  temps  fixe,  on  fauche,  jusqu'a.niidi 
de  la  i^^^  journee,  le  seigle;  le  soir,  on  laboure  et  on  met  k 
terre  le  mais;  le  lendemain  le  labour  continue;  et  enfin  on 
transporte  les  seigles  dans  les  granges.  Pour  que  tout  le  monde 
se  rende  au  travail,  et  a  la  meme  heure,  la  corne  sonne;  si 
quelqu'un  commence  plus  t6t,  il  doit  payer  une  amende  et  une 
forte  amende;  pour  terminer  le  travail  autre  son  de  corne;  et 
si  quelqu'un  se  retarde,  nouvelle  amende. 

Depuis  des  temps  lointains  et  imprecis  ce  sont  des  regle- 
ments  qui,  dans  les  diverses  localites  du  Gerez,  statuent  sur  les 
p&turages  et,  accessoirement,  etablissent  encore  les  lots  sur  les 
autres  aspects  du  communisme  silvicole  et  agraire.  Quelques 
uns  de  ces  dipl6mes,  fort  interessants,  ayant  des  siecles  d'anti- 
cipation  sur  des  institutions  toutes  nouvelles  qui,  en  partie  et 
sans  le  savoir,  tentent  de  se  rapprocher  d^eux,  ont  ete  publics 
integralement  depuis  peu  dans  le  seconde  tome  de  la  Porlugalta 
(Porto,  1907),  et  se  rapportent  a  Villarinho  da  Furna,  Covide, 
Rio  Caldo  et  Villar  da  Veiga.  Mais  comme  Toccasion  n'est  pas 
propre  a  des  commentaires  delailles,  il  suffit  de  noter  que  les 
concelhos  municipaux  ont  transforme  une  partie  de  ces  conven- 
tions en  ordonnanccs  municipales,  de  m^me  que  les  homens  do 
accordu,  ou  les  sets  da  fala  sont  devenus,  en  general,  le  regedor 
et  d 'autres  personnes  parmis  les  plus  ponderees  et  les  plus 
experimentees.  L'adaptation  aux  circonstances  actuelles,  avec 
les  sophismes  obliges,  est  rappelee  par  notre  paganisme  popu- 
laire  avec  les  apparences  chretiennes. 

Les  reunions  se  font,  a  S.  Joao  do  Campo,  par  exemple, 
avec  une  pai*faite  ^^gularite;  une  personne  de  chaque  maison  y 
assiste;  les  femmes  qui,  n'ayant  pas  de  mari,  possedent  fazenda, 
c'est-a-dire  du  betail,  y  participent;  on  met  a  I'amende  les 
absents,  la  peine  etant  aggravee  en  cas  de  recidive;  on  discute 
les  reparations,  les  moissons,  le  battage  sur  a  eira  commum 
(I'aire  banale)  et  principal ment  le  p^turage  a  I'interieur  du  pe- 
rimetre  alpestre;  et  en  derniere  instance  les  homens  do  accordo 
decident.  Dans  les  assemblees  on  impose  les  amendes  a  ceux 
qui  ne  montcnt  pas  dans  la  montagne  a  leur  tour,  a  ceux  qui 
conduisent  le  troupeau  general  dans  des  endroits  non  designes, 
a  ceux  qui  indQment  auraient  defriche  des  bois.  S'il  survenait  des 
divergences  ou  consultait  les  escripturas  (reglements)  anciennes 
—  et  reellement,  en  general,  elles  prevoyaient  tout;  et  si  un  abus 
etait  d'importance  lejutz  (juge)  ou  president  interrogeait  sur  la 
pratique  du  delit,  Taccuse  s'avancait  en  se  decouvrant  et  en  ex- 
pliquant  les  faits,   les  homens  do  accordo  deliberaient  et  indi- 
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quaient  au  jugc  s'il  devait  ou  condamner,  ou  absoudre.  Si  le 
produil  dcs  amendes,  des  aum6nes  et  des  offrandes  se  trouvaii 
insuiEsant  pour  les  solemnites  ^t  les  reparations,  on  convoquait 
une  asscmblee  pour  que  tout  le  monde  all^t  faire  du  charbon, 
afin  d'obtenir,  par  la  vente  h  la  Ribeira,  I'argent  qui  manquait. 

La  resistance  d'une  telle  solidarite,  le  Gouvernenient  Portu- 
gais  Pa  rencontree  quand  le  Gerez,  il  y  a  vints  ans,  est  entre 
dans  le  regime  forestier.  C'est  a  Villar  da  Veiga  que  commenca 
la  reaction ,  s'etendant  a  S.  Joao  do  Gainpo,  Covide  et  Rio 
Caldo;  tous  rnarchent  et  on  demolit  les  ponts  et  travaux  pu- 
blics, afin  de  demontrer  de  cette  nianiere  la  traditionnelle  pos- 
session inalienable  et  imprescriptible  de  ce  que  Ton  voulait  leur 
usurper.  De  nuit  divers  emissaires  parcourraient  les  paroisses, 
surveillant  les  etablcs  pour  voir  si  on  les  avait  detruites  ou 
alterees.  Le  peuple  de  Furna  ayant  meme  decide,  dans  unc 
convocation,  que,  en  guise  de  protestation,  personne  ne  travail- 
lerait  dans  les  forets  de  TEtat,  un  des  habitants  rompit  le 
pacte  et  tous  rouferent  de  coups  le  malheureux!  Tous:  pour 
que  Ton  ne  pilt  mettre  sur  personne  une  responsabilite.  indivi- 
duelle  (TuDE  de  Souza,  in  Portugalia), 

Cost  TEtat  qui  ceda.  En  garantissant  la  liberte  des  pdturages 
et  des  bois,  I'anliquile  juridiquc  d*un  droit  original  se  trou- 
vait  implicitement  reconnue. 

II  serait  tr^s  facile  de  rapprocber  beaucoup  de  cas  similaires, 
en  les  cherchant  dans  les  Asturies,  le  Leon,  la  Catalogne  et 
I'Andalousie  (Altamira,  Costa,  Lezon,  etc.).  En  diverses  localites 
de  r  Italie  egalement,  oCi  subsistent  les  assemblees  et  le  m^me 
regime,  les  biens  des  communes  sont  geres  par  des  conseils  iden- 
tiques,  Consiglio  di  vicim\  et  I'harmonie  des  interets  des  fa- 
milies avec  ceux  de  la  communaute  est  parfaite.  (Laveleye). 
Dans  les  Pyrenees,  pour  ne  rappeller  qu'un  cas  en  France, 
c'est  dans  les  assemblees  populaires  que  se  discutent  et  se  re- 
solvent toutes  les  affaires  locales  et  meme,  avec  equite,  que  se 
repartissent  les  imp6ts.  (Taine). 

Le  developpement  de  cet  apercu,  inexecutable  dans  les  limites 
imposees  a  cet  ecrit,  sera  realise  opportunement  avec  de  nora- 
breux  details  comparatifs  et  inedits.  Mais  pour  une  meilleure 
connaissance  elementaire  des  restes  d'un  regime  social  archai*- 
que,  il  convient  de  faire  encore  allusion  a  certains  aspects  sup- 
plementaires  et  derives.  L*un  deux,  certainement,  est  celui  qui 
concerne  les  vezeiras,  c'est-a-dire  les  reunions  du  betail  local 
que  Ton  mene  paitre  sous  la  garde  d'un  montagnard.  A  Campo 
do  Gerez,  comme  dans  toutes  les  autres  localites  de  la  mon- 
tagne,  les  bdtes  a  cornes  paissent  sur  la  montagne  de  mai  a  la 
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St.  Michel;  c'est  cc  que  determinent  les  escripturas  consuetu- 
dinaires.  Cependant  il  y  a  Vajunto;  et  pour  conimencer,  le 
pastcur  va  chaque  jour  sur  la  hauteur.  Dans  les  premiers  temps 
les  vaches  vont  a  Leontc;  a  la  St.  Jean  dies  changcnt  pour  le 
Telheirao;  a  la  fauchaison  elles  descendent  au  village,  puis  re- 
tournent  au  Prado.  Les  vaches  de  Villarinho  da  Furna,  pour  ne 
plus  donner  qu*un  exemple,  vont  en  troupeau  a  Abegoaria, 
pres  dc  Portela  do  Horaem;  a  la  St.  Jean  elles  sont  detachees 
pour  le  Vidoal,  a  Amarella,  ct  aussi  pour  Chao  da  Fonte;  puis 
elles  descendent  a  l\amisqucdo  et,  vers  le  mois  de  septembre, 
retournent  encore  a  Abegoaria.  La  fin  du  p&turage  et  le  fresco 
(fraicheur)  du  temps  cxpliquaient  les  mutations.  (Voir  aussi 
Alberto  Sampaio,  in  Portugalia,  t.  I). 

A  Covide  —  pour  montrer  combien  Techelle  de  garde  est 
equitable  —  celui  qui  a  deux  vaches  prend  son  tour  une  fois 
par  ronde  et  se  repose  Pautre;  celui  qui  en  a  quatre,  prend 
son  tour  dans  chaque  ronde;  celui  qui  en  a  six  est  de  garde 
deux  jours  dans  une  ronde  et  un  jour  dans  la  suivante;  celui 
qui  a  huit  vaches,  est  de  garde  deux  jours  a  chaque  ronde,  etc. 
Le  patre,  avant  de  recevoir  les  vaches,  les  compte  toutes;  si 
I'une  d'elles  manque,  c'est  son  predecesseur  qui  la  cherche. 
Ce  dernier  donne  a  souper  a  son  remplacant,  comme  I'ordonne 
la  escriptura, 

Les  gens  de  Lindoso,  qui  parfois  laissent  les  vaches  paitre 
sans  berger,  quand  ils  decident  de  former  la  vezeira  commen- 
cent  le  tour  de  garde  par  I'habitant  (tuma  ponia  (de  Tun  des 
bouts)  du  village.  Sur  les  hauteurs  il  y  a  des  curros  fixes,  paulos 
ou  ierrdes,  c'est-a-dire  des  terrains  clos  oCi  I'on  enfemie  le  be- 
tail,  et  une  hutte  od  le  pasteur  dort  et  fait  sa  cuisine.  La  hutte 
est  ronde  et  pointue,  le  lit  est  de  fougere  et  de  bruyere,  et  les 
etables,  dont  il  y  a  plusicurs,  ainsi  que  les  cercados  (enclos),  ap- 
partiennent  aux  gens  avezeirados  (associes). 

I^our  les  troupeaux  du  plateau  barrosao  chaque  proprietaire 
passe  aulant  dc  jours  sur  la  monlagne  qu'il  possede  de  paiires 
de  vaches.  La  derniere  nuit  i!  passe  la  garde  a  son  successeur 
mais  reste  avec  lui,  nc  se  retirant  que  le  matin.  Ils  procedent 
tons  deux  au  comptage  des  tetes:  si  quelqu'une  manque  du- 
rant  la  nuit  qu*ils  passent  reunis,  ils  la  payent  tous  deux;  si 
c'est  le  jour,  quand  le  patre  est  seul,  c'est  lui  qui  la  paye;  si 
c'est  le  loup  qui  la  mange  sans  que  le  pStre  Tait  vu,  il  paye 
egalcment;  s'il  I'a  vu,  il  ne  paye  rien  .  . . .  .  et  autres  regies 
qu'il  serait  oiseux  de  preciser  maintenant.  Egalement  a  Tourem, 
autre  local ite  barrosa  mais  frontifere,  le  troupeau  est  garde  par 
tous,  chacun  devant  autant  de  jours  de  garde  qu'il  possMe  de 
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paires  de  b^tes.  La  garde  commence  par  un  habitant  de  Textre- 
mite  de  la  paroissc,  et  ce  dernier,  au  retour,  passe  le  tour  a 
son  voisin. 

Ce  regime  pastoral  s'applique  aux  veaux,  aux  chevres,  aux 
chibarros  ou  reichelos  (boucs),  aux  brebis  el  aux  marranchos 
(pores).  Selon  les  zones,  cependant,  le  pourcentagc  de  t^tes 
qui  determine  les  jours  d' occupation  de  chacun  varic.  Ainsi,  a 
Campo  do  Gerez,  pour  cliaque  dix  brebis,  dix  chevres  ou  dix 
boucs,  c'est  un  jour  de  garde;  ct  deja  h  Covide,  un  peu  plus 
bas,  la  meme  periode  se  determine  pour  qui  a  20  t^tes  de 
chevres.  A  C6rtinhas  de  Brufe  et  a  Cutcllo,  a  Amarella,  le  trou- 
peau  de  chevres  est  de  quarante  et  de  vingt  par  journee  de 
garde;  et  a  Soajo  chaque  montagnard  ne  prend  son  tour  qu'une 
fois,  qu'il  ait  peu  ou  beaucoup  de  betail. 

Dans  la  Seri*a  do  Extremo  le  regime  est  mixte:  il  existe  la 
vezia  (reunion  du  betail  local)  pour  Ic  vivo  du  mont,  chevres 
et  moutons,  les  betes  se  reunissant  au  son  malinal  du  buccin; 
chaque  proprietaire  est  de  garde  pendant  un  nombre  de  jours 
porportionnel  a  la  quanlite  dc  tetes  qu'il  possfede.  Mais  il  arrive 
aussi  que  certains  laboureurs  font  paitre  Icur  betail  sous  la 
garde  de  leurs  valets. 

A  Cabreira  montent  les  troupeaux  de  chevres  de  St.  Vicente 
de  Campos  et  de  Zebral,  a  raison  de  vingt  et  dix  par  journee 
respeclivement.  Celui  de  Zebral  est  si  vaste  que  parfois  il  couvre 
le  solei'l;  et  par  suite  le  tour  se  prend  non  par  homme  mais  par 
niaison,  de  sorte  que  trois  et  quatre  personnes  de  la  famille 
suivent  les  beles.  Sur  les  monies  monts,  mais  non  si  haut,  se 
dirigent  egalemcnt  les  troupeaux  de  brebis  de  Ruivaes. 

Cette  garde  des  troupeaux  diverge  clairement  de  ce  qui  se 
pratique  pour  les  vachcs.  Les  chevres  ou  brebis  montent  le 
matin,  apres  I'appel  a  son  de  trompe  ou  par  la  voix  du  plitrc 
qui  passe  pour  inviter  \\  deiiar  a  fazenda  (lacher  le  betail).  Avec 
son  bissac,  sacola,  laleiga  ou  surrao  od  il  emporte  sa  nourriture 
pour  la  journee  et  le  baton  ou  la  houlette,  le  p^tre  marche  der- 
riere  le  betail,  reuni  d'abord  a  I'une  des  extremites  du  village. 
Toutes  les  betes  se  distinguent  par  des  marques  sur  les  oreiiles, 
les  comes  ou  les  cuisses.  Elles  paissent  pendant  le  jour,  les 
chevres  plus  haut  que  les  betes  a  laine.  Et  a  la  brune  elles  re- 
tournent  aux  pares  sans  qu'il  soit  besoin  que  les  conducieurs 
du  troupeau  leur  designent  les  bergeries.  Les  chevres  regardent 
vaguement  avec  curiosiie  et  avec  douceur;  mais  leurs  physiono- 
mies,  tristes  et  resignees,  sont  intelligentes  (Taine). 

Une  apparente  divergence  egalise  pourtant  plus  encore  le 
regime  montagnard  des  pliturages.  A  Alhocs,  dans  la  Serra  de 
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Montemuro,  les  bdtes  sont  toujours  em  vigia  (sous  garde),  sauf 
s'il  y  a  de  la  neige  ou  du  mauvais  temps.  Celui  qui  a  vingt 
betes  va  une  journee  tous  les  dix  jours;  et  celui  qui  en  possede 
vingt-quatre  va  une  journee  tous  les  cinq  jours;  s*il  est  indi- 
gent, n*en  comptant  a  peine  que  six,  son  tour  arrive  tous  les 
dix-huit  jours;  et  I'espace  est  de  trente-six,  si  le  miserable  n'en 
a  que  trois.  Toutes  les  betes  sont  divisees  en  groupes  ou  vigiei- 
7  0S;  I'on  en  compte  neuf  dans  la  localite.  L'inventaire  se  fait 
deux  fois  par  an:  a  la  tonte  et  a  la  St.  Michel;  ct  pour  la  sur* 
veillance  et  la  division  equitable,  il  y  a  m^me  des  proces-ver- 
baux. 

Deja  le  betail  de  la  Gralheira  n'a  pas  de  surveillance.  Chacun 
s'occupe  de  son  betail  sur  une  parlie  du  terrain  en  friches. 
Mais  une  autre  portion  importante  est  louee  par  le  peuple,  pen- 
dant deux  mois,  aux  pasleurs  venus  du  cote  de  I'Estrella  et 
environs,  de  Nellas  et  de  Casal  Sancho,  de  Sanla  Comba  et  de 
Canas  de  Senhorim.  C'est  la  transhumance,  derniers  et  eternels 
vestiges  de  I'Age  recule  de  la  Tcrrc  vague  —  puisque  aau  debut 
la  terre  n*elait  a  personnel  (Oliveira  MARTI^s).  Cependant  les 
pasteurs  paient  a  la  paroisse  une  somme  stipulee  d'avance,  bien 
que  le  plus  grand  avantage  pour  le  montagnard  soit  encore  la 
funmre  que  les  ovides  transhumants  laissent  sur  le  local. 

Dans  TExtremo  egalement  tous  ceux  qui  possedent  des  ju- 
ments  se  forraent  en  une  association  qui  entretient  I'etalon; 
celui-ci  est  loge  et  nourri,  chcz  chaque  societaire,  un  nombre 
de  jours  proportionel  aux  biens  de  rh6te  en  betes  chevalines. 

Enfin,  un  regime  similaire  applique  aux  pores  tend  a  prendre 
fm  dans  le  Traz-os-Montes.  A  peine  dans  quelques  localites 
subsiste  I'usage  d'envoyer  quotidiennement  dans  certains  champs 
les  troupeaux  de  pores  locaux,  mais  conduits  par  un  pOrqueiro 
(porcher)  mercenaire,  aussi  appele,  comme  un  vestige  de  I'an- 
tique  usance,  le  vizeireiro. 

Pour  les  chevres  et  les  pores  a  I'engrais  telles  sont  encore 
les  coutumes  en  vigueur  dans  certaines  regions  des  Appennins 
*(Laveleye).  Et  dans  la  montagne  francaise,  le  meme  regime  et 
les  mdmes  epoques  marquent  Tetat  d'identiques  collectivites 
pastorales  (Baudrillart). 

Or,  les  vaches  constituant  la  principale  richesse  mobili^re 
des  hauteurs,  —  en  bouvillons,  en  lait,  en  travail  et  en  partie 
des  engrais  —  le  montagnard  ne  manquerait  pas  de  prendre 
d'efficaces  mesures,  et  dans  le  meme  esprit  communiste,  sur  un 
certain  element  essentiel  pour  la  production  des  b^tes  d'ele- 
vage.  II  y  a  done  le  taureau  ou  les  deux  taureaux  du  peuple, 
Dans  une  reunion,  la  vente  de  celui  qui  existait  etant  resotue, 
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on  decide  Tacquisition  du  remplncant,  que  Von  obtienl  par  une 
imposition  qui  retombe  sur  tout  Ic  monde,  inais  dans  la  pro- 
portion dcs  vaches  que  possede  cliaquc  habitant  de  la  mon- 
tagne.  Dans  les  villages  des  concelhos  de  Montalegrc  et  de  Bo- 
ticas,  presque  en  totalite  barrosas,  il  existe,  frequemnient  deja, 
une  etable,  une  prairie  —  lamas  do  louro  —  et  un  grenier  a  foin. 
Chacun  fournit  le  foin,  ayant  en  vue,  pour  la  quanlite  a  four- 
nir,  le  nonibre  de  teles  possedees.  Et  uu  bien  les  honinies  de  la 
commune,  a  tour  de  rcMe,  vont  chaque  jour  faire  prendre  Tair 
au  taureau,  ou  bien  quelqu'un  se  charge  de  le  mener  paitre 
dans  son  pre  particulier,  en  echange  des  engrais  ou  d'autres 
privileges.  Neamnoins,  il  existe  des  localites  oCl  il  n'y  a  point 
d'etable  pour  le  taureau  du  pcuple.  II  est  done  heberge  dans 
Tetable  de  chaque  menage  autant  de  jours  que  Yon  y  compte 
de  paires  de  vaches. 

A  Covide  et  dans  la  Carvalheira,  qui  est  encore  dans  le 
cercle  du  Gerez,  on  suit  pour  les  taureaux  le  menie  regime 
barrosao;  et  a  Campo,  de  mai  a  septembre,  il  va  a  la  montagne, 
avcc  les  vaches,  passant  en  hiver  dans  la  ferme  de  chaque 
voisin  autant  de  jours  que  le  logeur  possede  de  betes  a  cornes. 
Ce  dernier  lui  fournit  a  dejeiJner,  I'envoie  ensuite  avec  quel- 
qu*un  de  la  maison  passer  la  journee  dans  une  boura  do  povo 
(friche  du  peuple)  et  le  soir  lui  donne  le  souper.  Mais  a  Cutello 
chaque  montagnard  Tentreticnt  une  annec.  Se  Tanimal  meurt 
ou  s'il  faut  le  vendrc,  comme  le  produit  ne  serait  pas  suffisant, 
on  impose  le  peuple  en  proportionnant  la  contribution  a  ses 
biens  en  betes  a  cornes. 

La  coutume  va  se  perdant  et  en  maintes  localites  on  ne  s*oc- 
cupe  deja  plus  du  taureau  reproducteur,  comme  a  Castix)  La- 
boreiro  et  a  Miranda  do  Douro.  Dans  cette  derniere  commune 
il  a  m^me  existe  autrefois,  comme  en  d'autres  villages  trans- 
montains,  le  berrao  (le  verrat)  du  peuple.  Aujourd*hui,  ou  c'est 
un  proprietaire  qui  prete  Ic  taureau  ou  Ton  paye  en  nature  ou 
en  argent  la  saillie.  Et  c'est  ainsi  avec  les  temps  que  tombera 
dans  Toubli  cet  admirable  concert  des  populations  pour  I'acqui- 
sition  de  cet  indispensable  cooperaleur  de  leur  fortune,  tirant 
de  la  terre  elle-meme  presque  epuisee  les  moyens  de  realiser  Ic 
dit  achat:  a  Germil,  c'etait  sou  vent  avec  le  charbon  du  peuple 
que  le  nouveau  taureau  entrait  dans  la  localite. 

Ce  charbon  de  la  commune,  au  quel  parfois  il  a  etc  fait  allu- 
sion, pourvoit  a  bien  des  debourses:  solcmnites  religieuses,  cire 
pour  Feglise,  travaux  locaux,  tributs.  Quand  Tun  quelconque 
de  ces  besoins  publics  Texige,  on  convoque  une  assemblee  et 
Ton  distribue  les  terrains  a  brttle7\  a  Amarella,  trois  par  trois, 
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et  Ton  stipule  que  chacun  devra  presenter  au  juiz  (president 
de  confrerie)  de  Teglise,  par  exemple,  un  panier  de  combus- 
tible. Le  peuple  se  rend  alors  a  la  coutada  (bois)  et  effectue  la 
queimada  (incendic)  ou  esldrgada,  de  sorte  a  obtenir  une  denree 
de  vente  ou  d'echange  qui,  en  regie  generate,  suilit  a  couvrir 
le  besoin  urgent.  Du  reste,  et  dans  la  terre  vague  non  prohibee, 
chacun  pent  fabriquer  du  charbon  pour  son  propre  comptc,  le 
vendre  pour  sa  gouverne,  ou,  comme  cela  se  passe  parmi  di- 
verses  populations  de  Castro  Laboreiro,  aller  I'echanger  en  Ga- 
lice,  et  meme  en  Portugal,  par  d'autres  denrees.  Pour  soi-meme 
le  montagnard  n'a  pas  besoin  de  bois  transforme:  les  bois  sont 
distribues  en  nature  et  proportionneliement  apres  une  reunion 
qui,  a  Toureni,  est  convoquee  a  son  de  cloche  et  s'effectue  sous 
le  branchage  d'un  chAtaignier.  Puis  on  repartit  avec  equite  le 
genet  sauvagc,  la  bruyere  et  le  chene. 

La  permanente  et  iniperieuse  necessite  des  irrigations,  ou  pour 
les  recoltes  de  mai  a  fin  aoi^t,  ou  pour  les  pdturages,  determine, 
outre  d'ingenieuses  machines  d'hydraulique  agricole  populaire, 
dont  on  parlera  opportunement,  le  meme  esprit  communiste 
pour  la  division  des  eaux  de  jouissance  commune.  Tous  les  ha- 
bitants les  utiliscnt  et  font  leurs  derivations  des  sources  et  Fon- 
taines situees  sur  la  hauteur,  derivant  tumultuairement  par  les 
ravins  et  les  sillons.  Mais,  lorsqu'approchc  I'epoque  de  I'irriga- 
tion  forcee,  la  convocation  a  lieu  et  alors  dans  I'assemblec  on 
resout  les  desobstructions,  les  captations.  les  guias  (directions), 
les  deviations  necessaires,  le  temps  d'irrigalion  etant  regie  par 
heures,  demi-journecs  et  journees  proportionneliement  aux  be- 
soins  de  chacun.  Le  regime  des  pocadas  (*)  ou  pocas^  dans  le 
Gerez,  est  encore  en  vigueur  selon  les  preceptes  des  ancetrcs, 
fidelement  respectes  et  suivis.  Et  parallelement  apparaissent, 
encore  comme  des  vestiges  maniFestes,  les  povas  de  groupes 
d'heritiers,  Tirrigation  de  torna  e  torna  (^),  etc. 

Avec  le  regime  hydrographique  se  trouve  naturellement  liee 
la  mouture.  Montesinho  possede,  par  exemple,  deux  moulins  du 
peuple.  N'importe  qui  mout  dans  I'un  d'eux,  lequel  en  hiver 
est.  manifestement,  sufTisant  pour  tout  le  monde.  En  ete  une 
combinaison,  jamais  meprisee,  regie  les  interets  individuels. 
Cependant,  dans  d'autres  localites  les  moulins  appartiennent  a 
des  groupes  d'heritiers.  A  S.  Joao  do  Campo  celui  qui  existe 


(^)  Sources  que  Ton  emp^che  de  couler  au  i/ioyen  d*un  petit  mar. 
p)  Eau  publique  avec  laquelle  arrose  celui  qui  arrive  le  premier,  et 
d^s  qu'il  se  retire,  un  autre  la  d6tourne  dans  sou  champ. 
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appartient  a  dix-huit;  neanmoins,  dans  la  transition,  le  regime 
communal  est  encore  partiellement  en  vigueur;  I'on  procede 
dans  le  groupe  a  Vencamtnhar  das  aguas  (acheminement  des 
eaux),  au  picar  das  mds  (repiqiier  les  meules)  et  a  d'autres  re- 
parations comme  on  eflectuerait  les  labours  dans  la  comniu- 
naute  primitive.  On  tire  au  sort  pour  Ic  tour.  Et  comme  dans 
ce  cas  encore  les  temps  sont  egaux,  la  regularisation  du  service 
se  limite  a  I'ordre  des  successcurs. 

Logiquement,  au  moulin  commun  est  lie  le  four  du  peuple,  si 
frequent  encore  sur  le  plateau  barrosao.  Comme  il  appartient  a 
tous,  ses  ameliorations  et  ses  reparations  sont  proportionnes 
aux  biens  des  participants,  selon  I'unite  fondamentale  et  regula- 
trice  de  la  vache  —  comme  dans  les  communautes  agraires  pri- 
mitives, germaniques,  italo-grecques  et  autres  (Lavfxeye). 

Dans  ce  four,  celui  qui  cuit  en  premier  lieu  c'est  le  plus 
aise,  puisque,  comme  il  y  a  une  plus  grande  consommation  de 
bois,  c'est  a  lui  que  doit  revenir  la  charge  la  plus  lourde. 

On  Tappelle,  pour  cette  raison,  le  quentadeiro  (*).  Celui-ci 
passe  le  tour  a  un  autre  et  ne  recommence  a  utiliser  le  four 
qu'apres  que  tout  le  monde  a  eu  son  tour  ou  corra  a  roda,  Les 
edifices  et  leurs  annexes  interieurs^  qui  seront  decrits  ailleurs, 
reunissent  les  conditions  cxperimentees  pour  faire  parfaitement 
face  aux  bcsoins,  et  sont  en  m^me  temps  les  auberges  que  la 
bienfaisance  des  communes  offre  genereuscment  aux  voyageurs. 
Frequemment,  les  marchands  et  les  mendiants  vont  s*y  loger 
pendant  quelques  jours  —  et  paiTois  menie  les  invesiigateurs 
ethnographiques ! . .  .  —  les  populations  fournissant,  avec  la  ge- 
nerosite  qui  s'est  tarie  dans  la  Ribeira,  toutcs  les  ressourccs 
possibles  pour  faire  dans  les  locaux  des  sejours  prolonges ! 

Dans  ses  relations  economico-individuelles  le  montagnard 
adopte  d'ordinaire  un  regime  qui  dispense,  dans  la  plupart  des 
cas,  de  la  circulation  du  numeraire,  d'ailleurs  toujours  rare  sur 
les  hauteurs.  En  echange  de  reparations  non  remunerees  en 
argent,  un  charpentier  barrosao,  par  exemple,  obtient  la  voiture 
et  les  vaches  d'autrui  pour  aller  chercher  son  bois  et  ses  foins. 
A  Canadello,  dans  le  Marao,  et  dans  un  cas  parallele,  la  reci- 
procite  des  services  de  Partisan  s'appelle  la  paga  da  retada: 
c'est  aussi  la  cession  de  la  voiture  pour  le  transport  du  genet, 
de  la  Serra  da  Meia  Via,  par  exemple.  De  meme  encore,  payer 
la  retada  dans  la  m^me  zone,  ce  sera  le  pret  de  la  voiture  pour 


.   (*)  C'est  celui  qui,  le  four  ^tant  rcfroidi,  devra  en  cons^qaencc  brtiler 
plus  4e  bois  pour  chauffer. 
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conduire  le  fumier  dans  un  enclos  ou  le  laboumge  d'une  gl^be 
en  echange  de  Taide  pretec  a  iinc  corvee.  La  mutualite  se 
montre  encore  dans  une  tres  grande  variete  dc  cas,  qu*i]  n'est 
pas  necessqirc   pour  le   moment  d'enregistrer:   la  periniasion, 

Eour  une  iemme,  de  ramasser  les  chdtaignes  dans  la  zone  com- 
inee  d'une  chataigneraie  en  echange  de  quolques  echeveaux 
qu'elle  devra  filer,  ou  pour  un  homme,  qui  prend  i'engage- 
ment,  en  rctour,  de  ceder  un  boisseau  de  sel,  sont  des  apercus 
qui  donnent  une  idee  des  pactes. 

Pour  les  emprunts,  la  forme  la  plus  habiluelle  est,  nalurelle- 
ment,  le  coramodat.  S'il  y  a  disettc  de  pain,  de  lait,  ou  de  vin, 
on  en  cherche  cliez  celui  qui  possede  ccs  deni*ees  en  abon- 
dance,  en  payant  le  commodataire,  ou  a  la  moisson,  ou  apres 
Tachat,  scion  la  quantite  initiale  et  en  cspece  egale.  M^me,  dans 
le  Marao,  si  une  paire  de  bceuTs  ue  s'adapie  pas  bien  au  joug, 
il  est  plus  facile  que  dans  la  Ribeira  d'obtenir  le  troc  avec  un 
autre  animal  de  la  locolite  qui  s'altelle  mieux;  ou  si  un  habi- 
tant a  du  betail  petit  et  plus  de  terres  labourables  qu*un  autre, 
ce  dernier  c^de  son  betail  plus  gros,  moyennant  remise  de 
quelque  argent 

Ainsi,  manifestement,  dcvraient  cocxister  les  formes  primi- 
tives du  commerce.  C'est  ce  que  I'on  constate  a  Castro  Labo- 
reiro,  par  exemple.  Le  castrejo  (habitant  de  Castro),  dans  la 
tcrre  inculte  commune,  fabriquc  le  charbon,  qu'il  vend  ensuile 
a  S.  Gregorio  ou  a  Melgaco.  Avec  Targent  obtenu,  ici  meme,  a 
Penso  ou  a  Vallinha,  il  achate  du  sel  qu'ensuite,  sur  la  lerrc 
portugaise  ou  en  Galice,  il  troque  contre  du  mai's.  Ou  alors, 
toujours  a  Melgaco  ou  aux  Arcos,  il  acquiert,  avec  le  pix)duit 
du  combustible,  de  la  vaissellc  blanche  vernissee  qu'il  trans- 
porte  aussilot,  sur  sa  tete  ou  a  cavallarias  (a  cheval),  dans  les 
villages  de  Galice.  La  bas  on  fait  generalement  le  negoce  sui- 
vant:  on  remplit  le  vase  de  mais,  que  Ton  vide  ensuite,  le  ga- 
licien  garde  clicz  lui  le  recipient  et  le  montagnard  emporte  le 
contenu. 

De  cet  apercu,  qu'il  faut  terminer,  se  tire  la  facile  conclusion 
des  infiltrations  transforma trices  qui,  lentement  et  doucement, 
reduisirent  a  Textr^me  necessaire  tout  le  regime  collectif  passe. 
II  subsistera  sculement,  en  vertu  de  determinantes  mesologi- 
ques  immuables,  le  condominium  de  certains  pres  a  fourrage 
et  de  terres  en  friche  et  encore,  par  aventure,  le  compascuo  to- 
lere  —  com  me  de  nos  jours  deja  dans  les  terrains  prives,  niais 
ou  verts  et  en  friches,  il  se  tol^rc  par  respect  pour  la  tradition 
et  la  vicille  coutume.  L'accroissement  de  la  population  a  ete, 
partout,  le  principal  vehicule  propulseur;  les  families  augmen- 
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tant,  la  part  de  chacune  est  insuffisante,  ct  alors  le  produit  de 
la  terre  ne  fait  equilibre  qu'avec  la  culture  inlensive  ct  les 
ameliurations  pour  lesquelles  il  est  besoin  du  stimulant  de  la 
possession  permanente.  D'un  autre  c6te  les  progres  de  la  cul- 
ture de  la  vigne  et  de  Tolivier  favorisent  le  developpement  de 
la  propriele  privee  (Laveleye);  et  le  reseau  des  voics  et  autres 
facilites  de  communications  et  de  transports  modifient,  jusqu'od 
il  est  possible,  un  regime  archai'que  dans  lequel  le  bien  de  tous 
ne  poussait  pas  a  des  alterations  spontanees  d 'occupation. 

Enfin,  les  adoptions  et  les  adaptations  de  coutumes  de  la 
Ribeira,  comme  on  I'a  vu,  concourent  a  la  transition  et  Tacce- 
lerent.  (cLa  plaine  est  raaitresse  du  si^cle  et  fait  la  guerre  a  la 
niontagne.»  (Michelet). 

On  a  nidme  observe,  dans  le  cas  du  moulin  du  Gerez,  entre 
autres,  comme  se  circonscrivent  deja  les  possessions;  c'est  en- 
core ce  qui  se  passe  a  Covide,  pour  les  aires  de  divers  quinhoei' 
ros  et  desquelles  quelques  voisins  seuls  usent  par  faveur;  a 
S.  Joao  do  Campo,  VAire  grande,  pour  le  seigle,  appartient  a 
seize  personnes,  les  canaslros  (depots  d'epis),  pour  le  magazi- 
nage  du  gi*ain,  sont  a  divers,  avec  ou  sans  recto  (espace  libre 
a  I'entour),  ou  seulement  avec  entree  et  sortie,  et  d'autres 
meme  sont  divisees  en  quartelas,  soit  partagees  en  deux  ou 
trois.  Mais  dans  le  Soajo,  dans  I'une  quelconque  des  aires,  celle 
de  Alto,  celle  de  Barrosa,  celle  de  Ateiral  et  celle  de  Pencdo, 
qui  est  la  plus  grande,  et  sur  le  grand  plateau  d'une  dalle, 
tous  peuvent  battre  au  fleau,  mais  seul  celui  qui  y  a  droit  pos- 
sede  les  espigueiros  (depots  d'cpisj.  Sous  pcu,  il  urrivcra  de 
meme  a  Grassao,  non  loin  de  Ponle  da  Barca,  dans  les  IViches 
environnantes  du  quel  divers  voisins  disposent  leurs  canastros, 

C'est  la,  du  reste,  le  procede  astucicux  de  la  conqucle,  cspece 
d'usucapion.  Dans  toute  terre  vague,  qui  le  pent  et  veut  de- 
marque  un  terrain  plus  ou  nioius  grand,  qu*il  entoure  ensuite 
d*un  mur.  Si  on  ne  le  renverse  pas,  la  |)osscssion  vient  avec  le 
temps,  les  enfants  en  heritent  et  opportuneincnt  sur  la  niatrice 
cadastrale  elle  se  trouve  enregistree.  Cette  ambition  donne  «H 
merveille  origine  a  d'invraisemblables  adaptations  de  mauvais 
terrains  a  la  culture.  L'habitant  du  Soajo,  done,  des  qu'il  pent 
avoir  I'engrais  et  Teau,  pousse  la  tentative  presque  sur  les 
pcntes  escarpees,  cacheando  (creusant)  la  terre  rocailleuse,  le 
granit  presque,  qu'il  desagrege  et  pulverise! 

Un  autre  exemple  de  la  denaturation  du  regime  communal 
vient  de  plus  loin.  Dans  Tepisode  beirfio  (province  da  Beira) 
deja  rapporte,  dans  lequel  les  populations  de  Montemuro  et  de 
la  Gralheira  louent  les  terrains  en  friche  pour  les  paturSges  des 
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troupeaux  de  mout;ons  des  environs  de  I'Estrella,  ces  terrains 
furent,  reellement,  repartis  dans  les  temps  passes.  Ceux  d'Alhoes 
se  partag^rent  entre  les  douze  habitants  d'alors;  de  sortc 
qu'aujourd*hui  le  produit  de  la  vente  est  encore  divise  entre 
douze  cabeceis  (representants  des  12  originaux)  et  ulterieure- 
ment  distribue  proportionncllement  aux  noinbreux  menages  qui 
depuis  lors  se  sunt  dedoubles.  (^est  ce  qui  se  passe  egalement 
dans  la  Gralheira;  il  en  est  de  mdme  dans  le  Minho,  pour  n*in- 
diquer  qu'un  seal  cas,  des  eaux  de  Ruivaes;  et  il  arrive  que 
souvent  certains  ont  de  I'eau,  beaucoup  d'eau,  et  pas  un  seul 
champ  a  irriguerl 

Pour  finir,  parmi  les  initiatives  qui  emergent  d'un  regime 
social  ecroule,  quelques  unes  domineiit  par  la  fortune  et  la 
hardiesse,  i^ppelant,  grossieres  et  minuscules,  les  audaces  de 
la  fraude,  de  Tusurpation,  de  la  violence  et  de  Tabus  avec 
lesqucls  la  noblesse  feodale  annihilait  I'autonomie  des  com- 
munes. Cela  rev^t  naturellement  divers  aspects.  Martins  da 
Pcneda,  par  exemple,  dans  la  Serra  du  m^me  nom,  brave  et 
riche,  fut  le  suzerain  de  cette  zone  alpestre.  Muletier,  charbon- 
nier,  possedant  quelque  terre  labourable  et  une  force  electdrale 
inspirant  le  respect,  il  domine  sur  les  populations  de  la  Ga- 
vieini,  permettant  ou  interdisant  transports  et  travaux,  prohi- 
bant  les  transports  a  qui  bon  lui  semble,  par  le  seul  refus  de 
la  cession  des  fourrages  aux  bestiaux,  elevant  ou  abaissant  les 
prix  des  denrecs,  se  faisant  servir  gratuitement,  s*il  veut,  et, 
indiscutablement,  toujours  respecte  et  obei.  En  echange,  le  chef 
de  la  tribu  affranchit  d'etre  soldat,  obtient  irregulier^ment  des 
reductions  d'imp6ts  et  protege  devant  les  tribunaux  • .  • 

De  cette  maniere  va  (inissant  un  regime  qui  garantissait  a 
tons  une  portion  du  sol  equitablement  partage,  le  pain  et  la 
viande,  le  v^tement  et  Tabri.  II  lui  succede,  dans  le  mirage 
d'une  fortune  aleatoire  et  dans  la  fiction  de  Tind^pendance, 
I'inegalite  des  conditions,  la  domination  du  plus  fort,  et,  avec 
des  illusions  et  des  apparences,  la  realite  de  la  servitude.  cPays 
pauvre,  pays  libre!''  (TAI^E). 

Porto,  le  30  mars  1908. 
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L'ALGfBRE  OE  PEDRO  NUNEZ 


PAR 


H.  BOSMANS  S.  J. 


L'Algebrc  de  Nunez  est  aujourd'hui  fort  peu  connue,  pour 
ne  pas  dire  tout  a  fait  oubliee.  Elle  eut  cependant  son  heure 
de  celebrite  et  elle  I'eut  a  bon  droit.  Simon  Stevin,  Adrien 
Homain,  Guillaunie  Gosselin,  par  exempic,  jugcs  coinpetents 
s'il  en  fi]^t,  en  parlent  en  tcrines  elogieux. 

D'od  vient  alors  ['inattention  des  historiens  des  mathemati- 
ques? 

11  est  a  cela  une  raison;  I'extreme  rarete  de  I'ouvrage.  II 
n'en  est  pas  d'autre,  car  TAlgebre  de  Nunez  est  a  tout  point 
point  de  vue  reraarquable. 

Quant  h  cette  rarete  elle-m^me,  n'aurait-elle  pas  pour  cause 
les  circonstances  complexes  dans  lesquelles  Pedro  Nunez  edita 
le  Libro  de  Algebra, 

Portugais  de  naissance,  I'auteur  ecrit  une  premiere  redaction 
dans  i'idiome  national.  Trente  ans  plus  tard  il  la  developpe  ct 
la  traduit  en  espagnol,  langtie  plus  parlee,  dil-il  lui-m^me,  que 
la  langue  maternelle.  II  met  enfm  Ic  volume  au  jour  bien  loin 
au  dela  des  frontieres  de  la  patrie,  a  Anvcrs,  aux  Pays-Basl 

Anvers  etait  alors,  je  le  veux  bien,  le  foyer  des  arts  et  des 
sciences.  On  devine  Tintcntion  de  Nunez.  S'il  prend  cetle  voie 
detournee  pour  editcr  son  Algebre,  il  espere  lui  assurer  ainsi 
un  succes  plus  grand,  une  plus  large  notoriete.  L'effet  fut  mal- 
heureuscment  lout  oppose.  Tres  remarque  par  les  princes  de 
la  science,  —  je  viens  de  nommer  Stevin,  Romain,  Gosselin, — 
le  Libro  Je  Algebra  scmble  etro  resle  confine  dans  leur  cercle, 
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sans  jamais  se  repandre  dans  celui  d'un  public  nombreux.  A 
Anvers  on  airaait  peu  I'Espagne. 

Autre  contre-tenips :  Jes  immortelles  decouvertes  de  Vifete. 
Elles  concentrent  bient6t  loute  I'attenlion,  eclipsent  les  meil- 
leures  algebres  de  la  seconde  moitie  du  xvi*»  siecle,  font  oublier 
les  excellcMits  manuels  de  Ruteon  de  Peleticr,  de  Gosselin,  de 
Petri.  L'Algebre  de  Nunez  partagea  la  mauvaise  fortune  gene- 
rale. 

II  y  a  la  pour  riiistorien  une  injustice  a  reparer. 

Feu  Wertheim  de  Francfort,  le  premier,  a  mis  la  main  k 
Toeuvre.  Dans  une  elude  tres  documentee,  tres  bien  faite,  il  a 
rehabilite  la  Logisit'ca  de  Buteon  (*).  Apres  lui,  j'ai  essaye  des 
travaux  analogues  sur  VAIgebie  de  Jacques  Peletier  du  Mans  (*), 
le  De  Arte  Magna  de  Guillaume  Gosselln  (^),  la  Praciicte  om 
U  leer  en  Cijp/ieren  de  Nicolas  Petri  de  De  venter  (*). 

Au  tour  de  Pedro  Nunez! 


(>)  Die  Logistik  des  Johannes  Buteo  von  G.  Wertheim.  Bibliotheoa 
Mathematioa.  3«  ser.  t.  2,  Leipzig.  1901,  pp.  213-219. 

La  «Logi8tique»  n'eut  qu'une  seule  Edition,  dont  voici  le  titre: 

loan.  Bvleonis  Ix>gistica  quae  et  Arithmetica  vulgo  dieitur  in  libros  quin^ 

que  digesta Lvgdvni,  Apvd  Gvlielmvm  Rovillium,  Svb  Scvto  Veneto. 

M.D.LIZ.  Cum  Privilegio  Kegis. 

(>)  UAlgebre  de  Jacques  Peletier  du  Mans.  Revue  des  Qnestions 
Soientifiques.  T.  61,  Bruxelles,  1907,  pp.  117-173. 

\jAlglhre  de  Peletier  parut  en  fran^ais  sous  le  titre  de : 

IjAlgehre  De  laqves  Peletier  dv  Mans,  departie  an  deus  (sic)  Liurts.  A 
Tres  illusire  Signeur  Charles  de  Cossi  Marechal  de  France.  A  Lion  Par 
Ian  De  Tournes.  m.d.liiii.  Auec  Priuilege  de  la  Court. 

L*6dition  originale  est  imprim6e  cont'ormcment  auz  regies  de  la  r^forme 
de  Torthographe  propos^e  par  I'auteur.  Je  n'en  ai  pas  tenu  compte  dans 
mes  citations. 

UAlgebre  de  Peletier  a  et6  r66ditce  plusicurs  fois  en  fran^ais.  Elle  eut 
aussi  une  traduction  latine :  lacobi  Peletarii  Cenomani,  De  OcevUa  Parle 
Nvmerorvm  Qvam  Algehram  vacant,  Lihri  duo.  Parisiis,  Apud  Qulielmom 
Cauellat...  1560. 

{})  Le  nDe  Arte  Magnan  de  Guillaume  Gosselin.  Bibliotheoa  Math6- 
matioa.  3«  ser.  t.  7.  Leipzig,  I9(i6-1907,  pp.  44-66. 

Gvlielmi  Gosselini  Cadomensis  Bellocassii  De  Arte  Magna,  sen  de  occulta 
parte  numerorum^  quae  et  Algebra  et  Almucabala  vulgo  dieitur j  Libri  Qoa' 
tvor. . .  Parisiis.  Apud  ^^gidium  Bcjs,  via  lacobaea,  ad  Insigne  Lilii  albi. 

M.D.LXXVII. 

Le  De  occulta  parte  nnmerorum  de  Gosseliu  n'eut  qu'une  Edition. 

(♦)  La  Practijcke  om  te  leeren  Cijpheren  de  Nicolas  Petri  de  Devenier, 
Axmales  de  la  Sooi6t6  Soientifique  de  Bmzelles,  t  39,  Bruxelles, 
1908,  pp.  272-303. 

L'ouvrage  de  Petri  parut  en  flamand  sous  le  titre  de : 

Practicque  Om  te  Leeren  Rekenen  cijpheren  ende  Boedchouwen  /  met  dig 
Regel  Coss  /  eh  Geometric  seer  profijklijcken  voor  aUen  Coopluyden,  Dear 
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/  Dans  un  premier  article  (^),  je  me  suis  contente  de  signaler 
qiielques  passages  oil  Nunez  fait  preuvc  d'un  talent  tres  per- 
sonnel et  se  distingue  nettenicnt  de  ses  contemporains.  Mais  le 
Libro  de  Algebra  merite  mieiix.  Je  voudrais  en  donner  une  ana> 
lyse  complete,  analyse  faile  un  peu  a  la  maniere  des  comptes- 
rendus  d'ouvrages  modernes,  analogue  en  un  mot  a  celles  des 
Algebres  de  Buteon,  Peletier  etc.  nommees  ci-dessus. 

Pour  des  parlies  emigres  du  Libro  de  Algebra,  une  simple 
transcription  des  titres  des  chapitres  en  donnera  une  idee  suf- 
fisante.  Ce  sont  celles  oh  Tauteur  n'a  rien  de  neuf  et  repfete  ce 
que  Von  trouve  alors  dans  tons  les  trnites  similaires.  Pour  d*au- 
tres,  j'y  ajoute  en  outre  les  enonces  des  probl^mes.  Us  parais- 
sent  au  premier  abord  naiTs  et  simples.  Ne  Ics  jugeons  pas  avec 
nos  idees  du  xx®  siecle.  En  remettant  Nunez  dans  son  cadre, 
ils  deviennent  bien  instruclifs.  L'historien  des  niadiematiques 
s'y  arr^lera  avec  plaisir,  car  ils  lui  perniettront  d'apprecier,  par 
lui-meme,  a  quel  point  Nunez  etait  au  niveau  de  la  science. 

Avant  d'entrer  en  matifere,  voici  d'abord  le  titre  complet  de 
I'ouvrage: 

LIBRO  //  DE  ALGEBRA  //  EN  ARITHMETICA  //  Y 
GEOMETI\IA.//Compuesto  por  el  Doctor  Pedro  Nu-//nez, 
Cosmographo  Mayor  del  Rey  de  Portugal,  y  Catliedratico 
Iubi-//lado  en  la  Cathedra  de  Matlie-//maticas  en  la  Vniuer- 
&idad//de  Coy mbra. //(Marque  d'imprimeur  de  Steelsius: 
Un  autel,  sur  lequel  un  sceptre  s'eleve  enlre  deux  colom- 
bes.  En  exergue  la  devise:)  Concordia  res  parvae  crescvnt. 
//  EN  ANVERS.  //  En  casa  de  la  Biuda  y  herederos  //  de 
luan  Stelsio.  //  1 567.  //  CON  PRIVILEGIO  REAL.  //  («). 


Nicolanm  Petri  Dauentrieruem.  —  A  la  dcmifero  page :  Ghedruckt  tot 
Amstelredam  by  Cornelia  Claesz.  wonende  opt  water  int  Sehrijfboeck. 
Anno  1583. 

L'ouvraffe  a  eu  de  nombreuses  r6^ditions,  mais  n*a  jamais  6te  traduit. 

(1)  Surle  nLdbro  de  Algebras  de  Pedro  Nvhez.  Bibliotlieoa  Mathe- 
matioa.  3e  s^r.,  t.  8,  Leipzig.  1907-1908,  pp.  154-169. 

Dans  ce  travail  je  d^veloppe  plusieurs  sujets,  dont  je  me  contente  de 
donner  ici  les  conclusions.  Le  lecteur  y  trouvera  notamment  des  renseigne- 
ments  compl^mentaires  sur  la  bibliographic  du  Libro  de  Algebra. 

(')  In  8<^  de  32  pp.  non  num^rot^es,  au  r<*  seul  de  1  &  341  et  3  pp.  blan- 
ches. 

L*exemplaire  dont  je  me  scrs  appartient  k  rUniversit6  de  Louvain 
(Cot^,  aSciences,  293i>).  Je  remercie  vivement  M.M.  les  Biblioth^cairea  de 
rUniversit^,  et  tout  particuli^rement  M.  Wils,  pour  Tobligeance  avec  la- 
quelle  iis  ont  bien  voulu  le  remettre  k  ma  disposition  k  Bruzelles,  en  vue 
de  ce  nouveau  travail. 
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Des  exemplaires  ont  comme  adressc  d'imprimeur:  fEn  An-, 
vers.  En  casa  de  los  herederos  de  Arnoldo  Birckman.  Ih67.i 
II  ne  faudrait  pas  croire  pour  cela  a  Texistence  d'une  deuxi&me 
edition.  Seul  le  litre  diffi^re.  Au  surplus,  en  mettant  ainsi  leurs 
adresses  respectives  en  Idle  d'une  m^me  edition,  les  editeurs 
ne  font  que  se  conformer  a  an  usage  alors  courant  au  Pays* 
Bas. 

On  voudra  bien  remarquer  enfin  I'orthographe  du  nom  de. 
Tauteur.  Dans  Pouvrage  actuel  il  signe  Pedro  Nunez.  J*ai  cru 
devoir  la  conserver. 

I 

Le  Libro  de  Algebra  semble  divise  en  trois  parties.  En  rea- 
lite  il  en  a  cinq,  ear  la  deuxi^me  est  subdivisee  en  trois  autres 
independantes  entre  elles.  Cependant  pour  la  clarte  je  m'en 
tiendrai  au  numerotage  de  I'auteur. 

D^s  la  premiere  partie  Nunez  donne  la  resolution  des  equa- 
tions des  deux  premiers  degres  a  une  inconnue.  Celle  partie 
ne  parait  pas  ici  a  sa  place.  L'explication  du  calcul  algebriquei 
se  trouve  dans  la  seconde  partie  seulement;  puis  la  troisieme 
partie  a  de  nouveau  le  m^me  objet  que  la  premiere:  la  theorie 
des  equations.  II  y  a  la,  a  la  fois  une  repetition  et  une  scission, 
dont  on  n'aper^oit  pas  bien  la  raison  d'etre. 

La  premiere  partie  contient  six  chapitres. 

Cap.  1.  Qual  sea  el  fin  de  la  Algebra;  y  de  sus  conjugacio- 
nes  y  reglas.  Definition  de  TAlg^bre;  enonce  de  la  resolution 
des  equations  des  deux  premiers  degres  a  une  inconnue. 

L'alg^bre,  dit  Nunez,  a  pour  but  de  determiner  les  inconnues 
par  la  resolution  des  equations.  cEn  esta  arte  de  algebra  el  fin 
que  se  pretende,  es  manifestar  la  quantidad  ignota.  El  medio 
de  que  usamos  para  alcancar  este  fm,  es  ygualdad.i  (^). 

Trois  tcrmes  interviennent  dans  Tequation  complete  du  se- 
cond degre.  Au  xvi^  siecle  ils  portent  assez  habituellement  en 
latin  les  noms  de  numeruSy  cosa  et  census,  Nuflez  traduit:  nu- 
mero,  cosa,  censo,  II  imite  en  cela  les  traductions  analogues  usi- 
tees  alors  dans  toutes  les  langues  de  I'Europe.  Nicolas  Petri*  de 
Deventer  disait:  ghetal,  coss,  zensus;  et  Jacques  Peletier  du 
Mans:  nombres  absoluSy  cossiques  et  censiques,  L'inconnue  c'etail 
la  chose  que  Pon  cherchait.   cLes  italiens,  dit  Peletier  (*),  I'ont 


(»)  F»  1.  r.o 

(')  It^Alglhre,  p.  4.  —  Peletier  ^tait  en  relations  ayec  Nuiies,  Lai  m^me 


22(> 


appelee  la  cosa,  lequel  mot  h  passe  jusqucs  aux  nations  etran- 
ges;  tant  que  StifTel  Ics  nombres  appartenant  a  I'algebre  a  ap- 
peles  nombres  cossiques,  cl  m'a  senible  bon  les  appeler  ainsi 
avecques  Iuy.»  La  scconde  puissance,  dit  encore  Peletier  (*) 
test  le  quarre,  lequel  avee  ceux  qui  ont  traicle  les  racines  nous 
appellerons  nombre  censique,  de  ce  mot  cens,  comme  si  un  nom- 
bre  quarre  Tut  le  cens  ou  revenu  de  ce  nombre  multiplie  par 
sov-mesmes.9 

Cap.  2.  Practica  de  las  reg^las.  Application  a  quelques  exem- 
pies  des  r{3gles  enoncees  dans  le  chapitre  precedent. 

Cap.  3.  Demonstracion  de  las  reglas  de  las  conjugaciones 
simples.  Par  ceonjugaciones  simplesr,  il  fuut  entendre  les  equa- 
tions a  deux  termes  des  formes 

x^  =  ax\         ar'  =x o  ;         ax=b  . 

Cap.  4.  Demonstracion  de  las  reglas  de  las  conjugaciones 
compuesias.  II  s'agit  de  Tetablissement  des  formules  de  reso- 
lution de  Tequation  complete  du  2*  degre.  Connne  tons  les  alge- 
bristes  du  temps,  Nunez  traite  separement  les  trois  formes 

oj*  =  flo?  +  A ;         x^-\-  ax  =  b\         x--\-b=^  ax 

dans  lesquels  a  ei  b  sont  positifs.  Les  demonstrations  s'appuient 
8ur  les  elements  d'Euclide  et  sont  purement  geometriques. 

L'auteur  reconnait  Texistence  des  deux  racines  de  Tequation 
de  la  troisieme  forme,  mais  de  la  troisieme  forme  seulement. 
Au  xvi«  siecle,  c'est  la  Topinion  commune  des  geomttres.  L'uti- 
lite  des  quantites  negatives  commencait  bien,  il  est  vrai,  a  etre 
soupconnee  par  quelques  esprits  supericurs.  Luc  Paciuolo  no- 
tamment  y  revient  a  plusieurs  reprises.  Mais  ses  explications 
manquent  de  nettete  et  de  rigueur.  Hien  d'etonnant,  car  c'est 
au  XIX*  siecle  que  la  theorie  des  quantites  negatives  a  ele  faite 
d'une   mani^re  vraiment   compltte  et  irreprochable.    Quant  a 


il  a  public  une  de  ees  lettres  k  Talg^briate  portugaia  (/.  Pelttarii^  In  Eu' 
didts  Elementa  Geomeirica  demomtrationum  lihrl  sex...  Lvgdvni.  Apvd 
loan.  Tornaesium,  et  Gvl.  Gazeivin.  m.d.lvii.  En  Appendice  ft>  (p^)  v.**  — 
(pe)  r.®.  II  dit  aussi  au  chap.  1,  de  son  Alg<''bre  (p.  2).  «ray  encores  oui 
dire  de  Pierre  None,  Mathematicicn  dc  Lisbonne  en  Portugal,  qu'il  Tauoit 
aussi  traict^e  (I'algcbre)  en  son  langage  Espagnol;  mais  ie  n'ay  veu  son 
Liurei).  Cette  phrase  est  6crite  en  1554.  Le  T.ihro  de  Algebra  aurait-il  cir- 
cuit en  manuscrit  ? 
(i)  L'Alffhbre,  p.  6. 
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NuSez  il  s'elfeve  contrc  remploi  des  quanlites  negatives,  chaque 
fois  qu'il  les  rencontre.  aElles  sont  une  absurdite,  dit-il,  une 
pure  contradiction »  (*). 

Ne  jugeons  pas  I'auteur  avec  nos  idees  actuelles.  II  peche 
par  I'exageration  de  sa  qualite  raaitresse:  la  logique  et  Ic  souci 
d'une  correction  minutieuse  dans  les  demonstrations.  Mais  il  est 
bien  excusable.  L'utilite  des  quantites  negatives,  loin  de  s'im- 
poser  deja  avec  evidence  etait  encore  tres  probleniatique;  la 
legitimite  surtout  de  leur  eniploi,  a  peine  entrevu,  etait  mal 
deraontree. 

Cap.  5.  Que  hecha  la  ygualacion  se  deve  todo  de  reduzir  a 
un  censo.  Examen  du  cas  oi^  le  terme  en  x^  est  affecte  d'un 
coefficient.  Avant  d'appliquer  les  regies  donnees  au  chapitre  4, 
divisez  tons  les  termes  de  Tequation  par  le  coe£Bcient  du  terme 
en  aj*. 

Cap.  6.  Como  conosceremos  si  el  caso  es  impossible  o  ne- 
cessario  a  toda  quantidad.  Nous  dirions:  impossibilite  et  inde- 
termination.  Chapitre  tres  original,  tres  curieux.  Voici  quelques 
unes  des  reflexions  de  Tauteur. 

Proposons-nous  de  partager  10  en  deux  parties,  dont  le  pro- 
duit  soit  96. 

L'equation  de  NuSez  est  (*) 


:r(IO-.a)  =  26         d'oii         aj=5±/25  — 26. 

La  soustraction  a  effecluer  sous  le  radical  est  impossible.  Done 
le  probleme  Test  egalement. 

Mais  il  peut  y  avoir  impossibilite  sans  que  celle-ci  se  mani- 
feste  dans  Tequation.  Ainsi  soit  a  partager  12  en  deux  parties 
telles  que  le  tiers  de  la  premiere  plus  le  quart  de  la  seconde 
fasse  4  (^).  L'equation  du  probleme  est 

i-:P-J-(t2-jr)=t2.         d'oil         a;=12. 
o  4 

La  racine  trouvee  verifie  Tequation.  II  y  a  neanmoins  impos- 
sibilite car  12  n'est  pas  une  partie  de  t2.  Tout  ceci  est  d'une 
exactitude  bien  rare  alors,  digne  de  nos  bons  maiiuels  moder- 
nes  des  premiers  elements  d*alg^bre. 


(I)  F.»  224  r.<»  —  Voir  aussi  £.•  126  v.»  etc. 
(»)  Pf.o  21  v.»-22  r.^ 
(5)  F.<»  21  v.» 
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Yoici  oik  Nuilcz  devient  nioins  heureux.  Soil  a  resoudre(^) 

5  j?«  =  9a?* . 

II  y  a  impossibilite.  Pour  lui  il  y  a  toujours  impossibilite  quand 
x^0\  c'est  In  un  obstacle  contre  lequel  il  se  butera  dans  tout 
le  cours  de  son  aigebre.  Logique  mal  entendue!  La  solution 
x^O,  ne  correspond  jamais  exactement  au  pn)bleme  tei  qu'il 
se  le  pose.  Quant  a  I'idee  d*en  generaliser  un  pcu  I'enonce,  s*il 
Ta  eue,  ce  qui  est  probable^  elle  lui  repugne  et  il  ne  s'y  arrdte 
pas, 

Terminons  ce  sujct  par  une  solution  trhs  reinarquable.  Cher- 
chons  un  nombrc  qui,  multiplie  par  3,  vaille  son  carre;  et  tel 
que  le  nombre,  augmente  de  ce  carre,  fasse  7  ('). 

II  me  Taut  passer  cette  fois  par  les  calculs  intermediaires  de 
Fauteur.  On  a,  dit-il 

3a?  «=  0?*         d'od         0?  +  3ar  =»  " 

c'est-a-dire 

4aj=7.  (1) 

D'autre  part,  or  a  aussi 

:r+x«=7.  (2) 

Additionnant  (1)  et  (2),  il  vicnt 

5a;  +  a?«=14  (3) 

d*oCi  a?»2.  Solution  qui  verifie  la  dernierc  equation  sans  con- 
venir  au  problfeme.  Pourquoi?  La  reponse,  remarquons-Ie,  est  de 
Nunez.  Cela  provient  de  ce  que  la  racine  de  (3)  n'est  racine  ni 
de  (t),  ni  de  (2).  Tout  naif  soit-il,  voila  bien  Win  des  plus  an- 
ciens  exemples  oil  il  soit  question  de  I'equivalence  des  equa- 
tions. A  ce  titre  il  merite  d'etre  signale. 


(1)  F.«  21  r.o 

(«)  Ff.«  22  v.o-23  r.o 
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II 

« 

La  premiere  subdivision  de  la  deuxifeme  partie  a  pour  objet 
le  calcul  alg^brique.  Cette  subdivision,  avons-nous  dit,  edt  du 
logiqueraent  prec^der  la  premiere  partie,  et  en  la  pla9ant  ici, 
peut-dtre  Nufiez  a-t-il  un  peu  manque  de  methode.  N'exage* 
rons  pas  cependant  cette  critique.  II  faut  tenir  compt«  du  peu 
d*avancement  de  la  science.  II  faut  tenir  comptc  aussi  de  Pin« 
dependance  d'esprit  de  I'auteur  et  de  sa  tendance  a  s'^carter 
des  voies  battues.  Dans  son  aig&bre,  non  seulement  il  ne  s'en 
tient  pas  a  Tordre  traditionnel,  mais  contrairement  aux  habi- 
tudes de  son  temps,  il  distingue  nettement  Palg&bre  de  Tarith- 
meiique  et  suppose  les  operations  de  celle-ci  deja  d^montrees 
ailieurs.  Aussi  bien,  s'il  v  a  chez  Nufiez  defaut  de  methode;  il 
n'y  a  rien  de  plus.  L'ordrc  adopte  n'est  pas  le  plus  naturel;  les 
demonstrations  res  tent  neanmoins  toujours  rigoureuses. 
Cette  observation  faite,  voici  les  titres  des  chapitres: 
Cap.  1.  De  la  denominacion  de  las  dignidades.  Les  cdigni- 
dadeso  sont  les  termes  contenant  Tinconnue.  II  s'agit  desnoms 
portes  par  leurs  divers  degres.  Nous  avons  deja  indique  ci- 
dessus  les  noms  des  deux  premiers;  nous  donnerons  tant6( 
celui  des  autres. 

Cap.  2.  Sumar  las  dignidades  enteras.  Addition  des  poly- 
n6mes  rationnels  et  entiers  en  jr. 

Cap.  3.  Diminuir  las  dignidades.  Soustraction  des  m^mes 
polyn6mes. 

Cap.  A,  Multiplicar  las  dignidades. 

Cap.  5.  Partir  las  dignidades. 

Cap.  6.  Los  quebrados  de  segunda  intencion,  como  se  deven 
de  reduzir  a  una  misma  denominacion  y  naturaleza.  Les  frac- 
tions algebriques  sont  dites  ade  seconde  intention*,  quand 
elles  renferment  Tinconnue  au  denominateur;  quand  leur  d^no* 
minateur  est  purement  numerique,  elles  sont  cde  premiere  in- 
tention*. Le  chapitre  a  done  pour  objet  la  reduction  au  m^me 
denominateur  des  fractions  a  denominateur  algebrique. 

Cap.  7.  Abreviar  estos  quebrados. 

Cap.  8.  Sumar  estos  quebrados. 

Cap.  9.  Diminuir  estos  quebrados. 

Cap.  to.  Multiplicar  estos  quebrados. 

Cap.  tl.  Partir  estos  quebrados. 

Reprenons  le  chapitre  1. 

Les  deux  premieres  puissances  de  rinconnue  se  nomment, 
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avons-nous  dit,  cosa  et  censo.  La  S^  est  le  cubo,  la  4^  est  le  censo 
de  censo,  la  5*  le  relato  primo^  la  6^  le  censo  de  cubo  ou  le  cubo 
de  censo.  La  r^gle  generale  de  la  formation  des  noms  s'en  de- 
duii  d'elle-meme.  Tous  les  nombres  premiers  exigent  un  nom 
nouveau;  les  puissances  dont  Texposant  est  decomposable  en 
facteurs  se  designent  en  accolant  les  noms  des  facteurs. 
Les  denominations  de  Nufiez  sont  alors  en  usage  partout. 
Quant  aux  notations,  Nunez  ignore  les  algebristes  allemands. 
Stifel  lui  mdme  lui  est  compl^tenient  inconnu.  Dans  tout  le 
LUno  de  Algebra,  pas  la  moindre  trace  de  I'influence  de  YArith- 
meiica  Iniegta  (')»  La  notation  sera  doiic  tout  naturellement 
italienne,  imitee  de  Paciuolo  (^)  et  de  Cardan  (^).  Nufiez  la  re- 
sume dans  le  tableau  suivant  (*).  Nous  ajoutons  dans  une  troi- 
si^me  ligne  la  traduction  en  notations  modem%s. 

•Co .  2 .  Ce .  4 .  Cu .  8 .  Ce .  ce .  1 6 .  Re .  p® .  32 .  Ce .  cu.o,  Cu .  ce .  64. 

Detiominacion 

1.         2.         3.         4.  5.  6.» 

Signification  actuelie 

0?,  0?*,         aj^,         03*,  03*,  x^, 

Donnons  aussi  quelques  cxemples  d'operations  algebriques. 


(^)  ArithmeiMa  inUgra.  Authore  Michaele  Stifelio, . .  Norimbergae  apud 
lotian.  Petreium.  Anno  Christi  m.d.xliiii. 

J)  Suma  de  ArU?imetica,  Geometria,  Proportioni  (&  ProportionalUa 
la  demi^re  page :  m^.cccc'.lxluho.  xx.»  Nouembris.  Venetiis. 

L'ouvrage  eat  une  r^^dition  k  Venise,  en  1523,  ne  diff^rant  de  la  pre- 
miere que  par  des  details  insignifiants.  C'est  cette  derniere  que  je  cite. 

(')  JO  cite  Cardan  d'apr^s:  Hieronymi  Cardani  Opera  Omnia  in  decern 
tomoe  digesia. . .  Lvgdvni,  Svmptibvs  loannis  Antonii  Hvgvetan,  et  Marci 
Antonii  Ravavd.  m.dc.lxiii. 

Nuucz  a  principalement  utilise  la  Practica  AriUiemeticae  qui  parut  k 
Milan,  en  1539.  11  a  certainement  connu  aussi  le  De  Arte  Magna,  dont  la 
premiere  6dition  est  de  Nuremberg,  1545. 

(*)  F.o  24  v.* 


n\ 


Multiplication  (') 

15 .        m.  1 .  CO  .  15     — 405 

3  .  ce  .  m .  5  .  CO  .  3a;*  —  bx 


45  .  ce  .  m  .  12  .  cu .  45a;* —  12x^ 

in.  75  .  CO  .  p  .  20  .  ce  .  —  75a5  +  20a;* 


Suma  65  .  ce  .  m.  75  .  CO.  m  .  12  .  cu.         65a;*  —  75a; — 12a;'. 

Autre  exemple  contenant  des  radicaux. 

La  notation  R.  V.  Radix  Vniversalis  designe  un  radical  affec- 
tant  deux  termes  consecutifs.  Ainsi  I'equation  (*) 

1  .  cu .  p .  3  .  CO .  yguales  a .  10 . 

(cr3  +  3:p=10) 
a  pour  solution 

R.V.cu.R.26.p.  5.in.R.V.cu.R.26.m.5. 


(?^/26  +  5-./v/26-.5). 

Dans  le  calcul  suivant  (3),  NuRez  applique  la  formule  {a-\-b) 
{a-b)  =  a^-b^. 


1  ^  1  ^  1  /l 

—  .ce  .  p  .  R.  V.  y  ce.  ce.  m  .  I  .  ce.      y  ^^^  +  V/ T  "^^ "" 


x* 


1^1^  1  /l 

—  .  ce  .  m .  R .  V  .  -—  ce  .  ce  .  m  .  1  .  ce .      —  jt*  —  \  /  —  J7*  —  j?^ 
2  4  2  V    4 


—  .  ce  .  ce  .  ni .  -  -  ce  .  ce  .  ni .  1  .  ce .  -r  •^^ r^  —  ^    (sic) 

4  4  4  4^ 

1  .  ce .  JF*  •     . 


(1)  F.o  28Jv.o 

(2)  F.'>  339  v.o 
(»)  P.»  111  v.o 
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On  voit  la  defectuosite  de  ccrtaines  notations.  Les  paren- 
theses n*ont  pas  encore  ete  imaginees.  Comment  indiquer  la 
soustraction  d'une  difference?  II  faut  pour  cela  une  explication. 
C*est  en  effet  dans  une  explication  {ijoutec  au  calcul  que  Tautcur 
donne  le  vrai  resultat  de  Toperation  1  .  ce .  (=  x^). 

Simplification  des  fractions  {}) 
24.  cu.  9- 96.  CO.  ikx^+^^x 


3  .  ce .  ce .  p .  12  .  ce  .  3a?^  +  12aj' 

L'auteur  divise  les  deux  termes  par  1  .co(»jr),  mais  neglige 
de  supprimer  en  outre  le  facteur  3.  II  obtient 

24.ce.p.96.  24a;2  +  96 


3.  cu.  p.  12.  CO.  3a?5+12a? 

La  disposition  des  calculs  de  la  division  s'ecarte  notablement 
de  celles  adoptees  par  les  autres  algebristes  du  xvi^  siecle.  .le 
Tai  donnee  dans  ma  note  sur  le  Libro  de  Algebra.  Elle  est  un 
peu  lonj[ue  pour  ^tre  de  nouveau  reproduite  ici;  je  n'y  reviens 
pas.  On  pent  la  lire  aussi  dans  la  Geschichie  der  ElemerUar-Ma- 
iAemaiit  de  M.  Tropfke  (*). 


Ill 

La  seconde  subdivision  de  la  deuxieme  partie  donne  le  calcul 
des  radicaux. 

Cap.  1.  Quantas  differencias  ha  de  raizes,  y  sus  definiciones. 

Cap.  2.  Como  avemos  de  reduzir  las  raizes  de  diversas  natu- 
ralezas  a  otras  de  una  misma  naturaleza  y  denominacion  con 
su  demonstracion.  Reduction  des  radicaux  au  meme  indicc. 

Cap.  3.  Multiplicar  las  raizes. 

Cap.  4.  Demonstracion  del  multipHcar  las  raizes. 

Cap.  5.  Sumar  las  raizes.  II  s*agit  des  radicaux  semblables 
du  2*  degre. 


(»)  F.o  42  v.» 

(<)  Leipzig,  Veit,  1902-1908,  t  1,  p.  325. 
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Oap.  6.  Demonstracion  del  suinar  las  raizes. 

Cap.  7.  Rcgla  general  del  sumar  las  raizes.  Generalisation 
des  regies  donnees  au  chapitre  5.  Extension  de  la  ttg\t  d'ad- 
dition  des  radicaux  semblables  du  2^  degre  aux  radicaux  sem- 
blables  de  tous  les  degres. 

Cap.  8.  Demonstracion  desta  regla  general. 

Cap.  9.  Diminuir  las  raizes  con  su  demonstracion.  Soustra- 
etion  des  radicaux  semblables  du  2^  degre. 

Cap.  10.  Regla  general  para  diminuir  las  raizes.  Radicaul 
semblables  de  degres  quelconques. 

Cap.  il.  Demonstracion  desta  regla  general. 

Cap.  12.  Repartir  las  raizes. 

Cette  partie  de  Talgebre  de  Nufiez  merite  toute  I'attention. 
Ce  n'est  pas,  il  est  vrai,  pour  Timportance  intrinseque  du  sujct 
qui  y  est  etudie,  mais  a  cause  du  caract6re  particulier  des  de- 
monstrations de  I'auteur.  Reflexion  analogue  a  propos  de  la 
3^  subdivision  de  la  secoiide  partie.  Nu&ez  y  donne  la  theorie 
des  proportions.  Comme  fond  il  n'a  rien  de  neuf,  mais  ses  de- 
monstrations sont  originates  et  trfes  remarquables.  Nous  etudie- 
rons  simultanement  les  radicaux  et  les  proportions.  Pour  ^viler 
les  redites,  il  me  suiBra  d'avoir  au  prealable  transcrit  les  titres 
des  chapitres  de  cette  dernifere  theorie. 

Cap.  1.  Definicion  de  la  pi*oporcion. 

Cap.  2.  Division  de  la  proporcion.  Classification  des  pro- 
portions. 

Cap.  3.  De  la  quantidad  y  denominacion  de  las  proporciones 
racionalcs. 

Cap.  4.  Como  conosceremos  los  numeros  de  la  proporcion 
por  el  su  nombre  en  estos  5  generos. 

Cap.  5.  Siendo  nos  propuestos  dos  numeros,  como  saberemos 
que  proporcion  tienen. 

Cap.  6.  Comparacion  entre  estos  tres  generos  de  proporcion, 
la  de  ygualdad,  y  la  de  mayor  desigualdad,  y  la  de  menor  des- 
igualdad. 

Cap.  1.  De  la  composicion  de  las  proporciones. 

Cap.  8.  Siendo  nos  propuestas  dos  proporciones,  como  co- 
nosceremos qual  dellas  es  la  mayor,  y  como  sacaremos  una  de 
otra. 

Cap.  9.  Siendo  nos  propuestas  dos  proporciones,  como  co- 
nosceremos qual  sea  la  proporcion  que  dellas  justamente  es 
compuesta,  y  quales  son  enlre  si  commensurables. 

Cap.  iO.  Si  las  dos  proporciones  que  queremos  comparar, 
fueren  enlrambas  iri*acionales,  o  una  fuere  racional,  y  la  otra 
irracional,  como  conosceremos  si  son  commensurables. 
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Cap.  11.  De  la  composicion  de  las  proporciones,  que  se  haze 
por  la  coinposicion  de  los  tcrininos. 

Cap.  12.  Por  el  note  conoscer  lo  ignoto  en  las  proporciones. 

Cap.  13,  Del  inultiplicar  y  partir  en  las  proporciones. 

Cap.  14.  De  los  niedios  proporcionales. 

Cap.  15.  De  las  raizes  de  los  binomios. 

Les  algebristres  du  xvi^  siecle  s'entendent  parfaitement  a 
donner,  de  leurs  regies,  des  demonstrations  correctes,  ne  pre- 
tant  en  rien  le  flanc  a  la  critique.  Mais  ccs  demonstrations  sont 
alors  purement  geometriques.  Le  fait  est  d'observation  gene- 
rale.  Que  s'ils  annoncent  une  demonstration  algebrique  s^ns 
geometrie,  c'est  un  leurre.  Ces  pretendues  demonstrations  sont, 
en  ce  cas,  de  simples  Terifications  numeriques.  On  propose 
une  question,  on  formule  une  regie  de  solution,  on  montre 
enfin,  par  un  exemple,  qu'en  suivant  la  regie  enoncee  on  arrive 
au  resultat.  Quant  a  expliquer  la  nature  intime  de  la  regie,  a 
prouver  par  un  raisonnement  vraiment  algebrique  pourquoi 
elle  donnc  necessairement  la  solution,  on  n'en  a  cure;  e'est 
aifaire  a  la  geometrie. 

Jordan  de  Nemore  fait  en  cela  une  glorieuse  exception  (*). 

Au  lieu  de  representer  a  la  manicre  d'Euclide  les  divers  ele- 
ments de  la  demonstration  a  la  fois  par  une  lettre  et  par  une 
ligne,  Jordan  neglige  la  ligne,  comme  inutile,  et  fait  le  raison- 
nement sur  les  lettres  seules.  C'est  de  la  vraie  algebre.  On 
trouve,  il  est  vrai,  quelques  exemplcs  isoles  de  cetle  methode, 
anterieurement  a  Jordan;  M.  Enestrom  I'a  fort  bien  montre (*). 
Mais  Jordan,  le  premier,  I'eniploie  d'une  maniere  systematique. 

Jordan  de  Nemore  venait  avant  Theure.  II  planait  trop  haut 


(1)  Dans  son  Arithmetica  decern  lihie  demonstrata. . .  Parisiis  in  Officina 
Henrici  Stephani. .  .  (1514).  L'ouvrage  eut  une  premiere  Edition,  k  Paris, 
en  1496,  chez  Jean  Higman  et  Wolfgang  Hopilius. 

(*)  BibUothoca  Mathematloa,  3^  ser.,  t.  7.  Leipzig,  1906-1907,  pp. 
85-86. 

II  7  a  dans  cette  question  des  origines  de  Talg^bre  litterale  un  c6t6 
parfois  un  peu  ti'op  perdu  de  vue.  Les  lettres  de  Icur  alphabet  avaient 
pour  les  Grecs  une  valeur  numeriqne  parfaitement  d^termin^e  et  jouaient 
chez  eux  le  r6Ie  de  nos  chififres  arabes.  Les  Euclide,  les  Archim^dc,  les 
Apollonius  ne  pouvaient  done  avoir  grand  gout  pour  une  algebre  pure- 
ment litterale.  S'ils  en  euient  I'id^e,  elle  leur  r^pugoait.  L'algebre  Utt^rale 
perdait  pour  eux  son  caract^re  de  g^n^ralit^,  c'cst-^-dire  son  plus  grand 
avnntage.  Elle  leur  pr6sentait  tous  les  inconv^nients  que  nous  offriraient, 
k  nous,  des  dc^inonstrations  nlgebriques  faites  8ur  des  chiffres  arabes.  Pour 
les  Grecs  r616inent  symbolique  abstrait  sur  IcqucI  porte  le  raisonnement, 
e'est,  k  proprement  parler,  la  ligne  ellc-meme;  la  lettre  est  un  simple  nu- 
rodro  d*ordre  servant  k  distingucr  une  ligne  d'une  autre. 
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sur  ses  contemporains  pour  en  eti'e  compris.  De  I'illustre  alle- 
niand  a  \\kte  il  s'ecoiile  deux  siecles  et  demi.  Pendant  ce  long 
espace  de  temps  seul,  jusqu'ici,  un  sicilien,  I'abbe  Maurolyco('), 
semblait  avoir  apprecie  I'importance  de  la  decouverte.  A  son 
nom,  il  faudra  adjoindre  desorniais  celui  de  Nu&ez.  Ce  rettera 
I'un  des  litres  de  gloire  de  Talgebriste  portugais. 

Adroirons,  par  exemple,  le  caractere  deja  bieu  modcrue  de 
)a  demonstration  suivante.  11  s'agit  de  la  reduction  des  radi- 
oaux  au  m^me  indice. 

fLa  demoQstracion  sera  esta:  (^) 

«Pongamos  que  una  de  las  raizes  sea  a,  y  el  numero  del 
qual  es  raiz  sea  b,  y  su  denominacion  sea  c. 

(soit  yb^^^a) 

fY  pongamos  que  la  otra  raiz  es  d,  y  el  numero  del  qual  es 
raiz  sea  e^  y  su  denominacion  f, 

(soit  encore  /  ^  =  rf) 

cMultiplicaremos  b  en  si,  y  despucs  si  cumplicre  por  lo  produ- 
zido,  conforme  a  la  denominacion  f.  De  tal  modo  que  esse  nu- 
mero b,  sea  hcclio  raiz  del  numero  produzido,  el  qual  sea  g^  y 
su  denominacion  sera  f, 

(posons//  =  ^,  d'oQ         ^=  r  g') 

ullen,  multiplicaremos  e  en  si,  y  despues  si  cumpliere  por  lo 
produzido,  conforme  a  la  denominacion  c.  De  tal  modo  que  esse 
numero  e  sea  hecho  raiz  del  numero  produzido  el  qual  sea  A^ 
Y  su  denominacion  c, 

(posons  tf*"  =  A  ,  d'ofi         ^=  y/A) 

«Y  multiplicaremos  c  por  f,  denominacion  por  denominacion,  y 
el  numero  produzido  sea  k, 

cDigo  que  a  sera  raiz  dc  g  dcnominada   de  i,  y  que  d  sera 


(1)  Francisci  Maurolyci  Arithmeticorum  lihri  dtio  nunc primntm  m  lueem 
editi. .     Venetiis.  Apud  Franciscum  Francisium  Senensem.  u.d.luv. 

(2)  Ff.o  4G  v."-47  r.o 
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raiz  de  h  denominada  lambien  de  k\ 

(Je  dis  que  a*^''yg        et         rf=  y/A) 

cPorque  pues  a  es  raiz  de  b  denominada  de  r,  tantas  propor- 
ciones  aura  luego  de  b  para  la  unidad,  cada  una  dellas  ygual 
a  la  pi*oporcion  de  a  para  la  unidad,  quantas  son  las  unidades 
que  dene  la  denominacion  c. 


cfois 


(baa  a\ 


<Y  porque  b  es  raiz  de  g  denominada  de  f^  tantas  proporciones 
aura  de  g  para  la  unidad,  cada  una  dellas  ygual  a  la  proporcion 
de  b  para  la  unidad,  quantas  son  las  unidades  que  tiene  la  de- 
nominacion f. 

/fois—' - 


( 


g  _b       b_  b_ 


aPor  lo  qual  tantas  pix)porciones  aura  de  g  para  la  unidad, 
cada  una  dellas  ygual  a  ta  proporcion  de  a  para  la  unidad, 
quantas  unidades  tiene  el  numero  que  se  pi*oduze  multipiicando 
e  en  f,  el  qual  es  k. 


( 


k  fois 


•••*» 


C  X  /"«■  k  ,  done    -i-^—X-rX Xy 


<Y  sera  por  tanto  a  raiz  de  g  denominada  de  k, 

(«  -  V~g) 

cPor  la  misma  arte  demons traremos  que  d  es  raiz  dc  h  deno- 
minada de  X',  que  es  comun  denominador. 

«Y  esta  demonstracion  es  universal,  ora  el  <i  y  el  d  scan  nu- 
meros,  ora  sean  quantidades  sordas  (r.  a  d»  des  radicaux).» 

Ni  chez  Stifel,  ni  chez  Dardan,  on  ne  trouverait  une  page 
^crite  dans  ce  style. 


n 


•* 


J'ai  I'embarras  du  choix  pour  en  trouver  d'autres.  II  s*agit, 
par  exemple,  de  demontrer  ce  theoreme: 


,  on  aura  -r<-7»  suivant 


Etants  donnas  les  rapports  -^  et  -7  ,  ^..  « ,  ^   , 

que  a  x  rf<  cxb, 

<La  demons tracion  desta  regia  es  muy  facil(^). 
cSea  la  primera  proporcion  de  a  para  b,  y  la  segunda  de  c 
para  d\  y  multiplicando  a  por  d  haga  e,  y  c  por  b  haga  f. 

(soil -T"  et -7;         posons  ax</B^,         ixc  =  /j 

cDigo,  que  si  e  (were  mayor  que  /",  mayor  sera  la  proporcion 
de  a  para  b  que  de  c  para  d\  y  si  menor,  sera  menor;  y  si  fucre 
ygual,  sera  ygual. 

[f<f  enlraine  respectivement  j-<'-t\ 

f  Porque  sea  g  lo  que  se  haze  multiplicando  b  por  d^  o  d  por 
6,  que  es  lo  mismo 

(g^bxd=^dxb) 

aY  pues  a  y  b  multiplicados  por  d  hizieron  e  y  g^  sera  de  a 
para  &,  como  de  ^  para  g. 


(a       ad       e\ 


f  Y  porque  c  y  d  multiplicados  por  b  hizieron  f  y  g,  sera  de  c 
para  d,  como  de  f  para  ^. 


w    «/*     f/ 


cPongamos  que  e  y  f  son  hallados  yguales,  sera  luego  de  e 
para  ^,  como  de  f  para  ^;  y  porque  de  a  para  b  es  como  de  ^ 
para  ^,  y  de  c  para  dy  es  como  de  f  para  ^,  sera  luego  de  a  para 
b^  como  de  c  para  d, 

(sie==»f,         ona— =»  — ,         d'oCi -r-^-rj 
^       S^  b       dj 


(«)  Ff.o  82  v.o-83  r.» 

Vox..  Ill  —  N.«  4  8 
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rY  si  e  fuere  liallado  mayor  que  /",  mayor  sera  la  proporcion 
de  e  para  g,  que  de  f  pavsi  g,  per  la  8  del  quinto;  y  porque 
de  a  para  b  es  como  de  e  para  g,  y  de  c  para  rf  es  como  de  /" 
para  g^  sera  luego  la  proporcion  de  a  para  4,  mayor  que  la  de 
c  para  d, 

«Pero  si  e  fuere  hallado  menor  que  f,  sera  por  la  misma  de- 
monstracion  menor  proporcion  de  a  para  b^  que  de  c  para  ^. 

jsi  e<Cifi         on  a  de  meme-^<-^)» 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  constatons  un  fait  important. 

Ni  Jordan  de  Nemore,  ni  Maurolyco,  ni  NuRcz  n'ont  Tidee  de 
laisser  dans  leurs  resultats  la  trace  des  donnees.  C'eut  ete  trop 
leur  demander.  Ce  progr^s  immense  dans  les  notations  alge- 
briques  est  dd  tout  entier  a  Viete.  Ce  sera  son  etemel  honneur 
de  Tavoir  imagine.  Quant  a  ses  predeccsseurs  ils  croient  indis- 
pensable de  representer  par  une  lettre  nouvelle  chaque  resultat 
des  operations.  Chose  toute  naturelle,  si  on  vent  bien  reflechir 
h  la  maniere  dont  fut  creee  Talgebre, 

Pour  nous,  hommes  du  xx*  siecle,  Talgebre  est  une  genera- 
lisation de  Tarithmetique.  Nous  ne  la  concevons  plus  autre- 
ment.  Viete  a  done  fonde  Talgebre  en  generalisant  les  opera- 
tions de  rarithmetique.  Cela  nous  semble  evident  a  priori. 

Enoncee  en  ces  termes  la  proposition  est  absoiument  fausse. 

On  ne  Ta  peut-etre  pas  assez  remarque,  Talgebre  a  pour 
origine  premiere  non  pas  une  generalisation  de  Tarithmetique, 
mais  une  simplification  des  demonstrations  geometriques.  Jordan 
de  Nemore  eut  un  trait  de  genie  (dans  cette  appreciation  je  reste, 
malgre  les  quelques  critiques  qu'on  lui  a  faites,  de  I'avis  de 
M.  Cantor)  (*);  Jordan  dc  Nemore  done  apercoit  d'un  coup 
d'oeil  d'aigle  Tinutilite  des  lignes  dans  un  grand  nombre  des 
demonstrations  d'Euclide.  Le  geometre  grec  emploie  a  la  fois 
lignes  et  lettres,  mais  son  raisonnemcnt  tout  entier  reste  debout 
en  se  servant  des  lettres  seules.  Jordan  le  voit  clairement.  II 
supprime   done   hardiment   les   lignes   et  garde  le  reste.    Mais 


(')  Vorlesungen  ueber  Geachichte  der  Mathematik,  2®  ed.  t.  2,  Leipzig, 
1900,  p.  61. 
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Euclide  represenle  toutes  les  constructions  executees  sur  les 
lignes  par  des  lettres  nouvelles.  Jordan  conservant  int^gralement 
dans  Palgorithme  du  raisonncment  d'Euclide  toute  la  partie  lit- 
terale,  agit  naturellement  de  m^me.  Cent  ete  exiger  vraiment 
trop  que  de  lui  demander  d'aller  du  premier  coup  plus  loin. 
II  ne  pouvait  pas  avoir  Tidee  de  faire  davantage.  Ses  demons- 
trations ont  deja  un  caract^re  tellement  abstrait,  tellement  mo- 
derne,  que  pendant  longlemps  elies  resterent  sans  imitatcurs. 
On  sait  avec  quelle  diiBculte  se  changent  des  habitudes  prises; 
avec  quelle  lenteur  se  generalise  Temploi  d'une  notation  nou- 
velle.  Pour  concevoir  combien,  m^me  au  xvi®  si^cle,  le  raison- 
ncment sur  lettres  invente  par  Jordan  paraissait  encore  insolite 
et  complique,  il  Taut  se  rappeler  quel  petit  nombre  dc  geome- 
tres  en  vit  les  avantages:  Viete,  et  avant  lui  Maurolyco  et  Nufiez; 
c'est  tout.  £1  cependant  nous  sommes  au  siecle  de  ces  savants 
si  originaux,  si  independants,  si  innovateurs,  qui  se  nomment 
Cardan  et  Stifel! 

IV 

La  troisiemc  partie  du  Libro  de  Algebra  en  est  la  plus  lon- 
gue ;  c'est  aussi  la  plus  importante.  NuRez  y  reprend  la  resolu- 
tion des  equations,  sujet  sommairement  traite  deja  dans  la 
premiere  partie.  II  le  developpe  cette  fois  d*une  maniere  beau- 
coup  plus  complete. 

(-ette  Iroisieme  partie,  divisee  en  7  chapilres  seulement,  se 
clot  par  une  postface  au  lecteur  ecritc  contre  Tartaglia.  Cinq 
des  chapitres  sont  iheoriques,  les  deux  autres  consacres  aux 
applications. 

Pour  la  clarte,  transcrivons  en  les  titres. 

Cap.  1.  Como  se  deve  de  hazer  la  ygualacion  assi  en  las 
dignidadcs  enleras,  como  en  los  quebrados  y  raizes. 

Cap.  2.  Dc  las  nuestras  reglas  que  responden  a  las  tres  de 
las  conjugaciones  compucstas,  que  eslan  en  la  primera  parte: 

(^.ap.  3.  De  las  reglas  semejantes  a  las  simples  de  la  primera 
parte. 

Cap.  i.  De  la  regla  general  para  las  conjugaciones  compues- 
tas,  en  las  qualcs  las  dignidadcs  fueren  proporcionales. 

(^ap.  5.  De  la  practica  de  las  reglas  de  Algebra  en  los  casos 
dc  Arilhmeiica,  que  son  110. 

Cap.  6.  De  la  regla  de  la  quantidad  snnple,  o  absoluta,  con 
sus  casos. 

Cap.  7.  De  la  practica  de  Algebra  en  los  casos  o  exemplos 
de  Geomelria. 
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Postface.  £1  auctor  desta  obra  a  ios  lectores. 

Ne  nous  occupons  pas  pour  le  moment  des  chapitres  5  et  7, 
nous  y  reviendrons  tant6t.  (Juant  aux  aulres  ce  sont  les  plus 
importants  de  Touvrage.  lis  ont  fait  de  ma  part  I'objet  d'une 
etude  anterieure  (*),  dont  voici  les  conclusions. 

Au  chapitre  1 ,  il  Taut  joindre  la  postface,  qui  lui  sert  d*ap- 
pendice.  Us  suiBraient,  a  eux  seuls,  pour  faire  de  Nu&ez  un 
makre.  L'auteur  y  traite  de  la  resolution  de  I'equation  du 
3®  degre.  La  formule  donnee  par  Tartaglia,  dit-il,  n'est  pas 
pratique.  Elle  est  toute  compliquee  de  radicaux  meme  quand 
la  racine  est  rationnclle.  II  faut  trouver  autre  chose  et  mieux. 
Yoici  comment: 

Ecrivons  Tequation  du  3^  degre  sous  la  forme 

x^  =  ax^  •\-bX'\rc  . 

Retranchons  aux  deux  membres  un  cube  j!^  convenablement 
choisi,  puis  divisons  les  par  x — p\  Tequation  sera  ramenee  au 
2*  degre. 

La  regie  est  evidemment  correcte,  car  si  p  est  une  racine  de 
la  pix)po8ee  on  a 

p^  =a  ap^  '\-bp-\-  c 
d'ofi 

Malheureusement  ajoute  Nufiez,  on  n'a  pas  encore  trouve  de 
regie  generale  pour  determiner  a  coup  silr  le  cube  a  retrancher 
aux  deux  membres.  II  donne  cependant  a  ce  sujet  quelques 
conseils  pratiques.  Mais  encore  une  fois,  tout  ceci  a  fait  Tobjet 
principal  de  ma  note  sur  le  Libro  de  Algebra  publiee  dans  la 
Bibllotheoa  Mathematioa.  J'y  ai  dit  aussi  Tinfluence  de  la  me- 
thode  de  Nu&ez  sur  les  idees  de  Simon  Stevin  et  d'Adrien 
Romain,  notamment  sur  leur  methode  de  resolution  des  equa- 
tions numeriques.  Je  n'y  reviens  pas. 

Dans  le  chapitre  2  il  est  question  d'une  regie  pour  la  reso- 
lution de  Tequation  de  2*  degre  dont  NuRez  revendique  haute- 
ment  la  paternite.  Je  I'ai  exposee  jadis,  d'apres  Guillaume  Gos- 
selin,  dans  Tetude  que  jai  consacree  au  De  Arte  Magna  de  cet 


(')  Dans  Tarticle  de  la  Bibliotheoa  Mathematioa,  citd  cidessus. 
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auteur  (').  La  lecture  du  texte  original  de  Nuficz  m'engage  a 
rectifier  un  point  de  detail.  Voici  en  realite  la  maniere  de  pro- 
c^der  de  Falgebriste  portugais. 

Etant  donnee  Tequation  du  2^  degre  sous  les  trois  formes 
elassiques  alors  en  usage 

ax^  =^bx'\-c\         ax^  +  ^ J:  =  (? ;         bx=^  ax^  +  ^  \ 

au  lieu  de  diviser  tous  les  tonnes  de  Tequalion  par  a,  comme 
le  veut  la  regie,  multipiiez  les  au  contrairc  par  a,  de  inaniere 
a  rendre  le  terme  en  j?*  carre  parfait.  Prenez  ax  comme  in- 
connue  auxiliaire.  Appliquez  lui  la  regie  generale.  Divisez  enfin 
par  a  la  valeur  ainsi  trouvee;  vous  aurez  x, 
Le  chapitre  3  donne  la  resolution  de 

Supposons  m>n.  On  ramene  la  proposee  a  la  forme 


a 


-VI 


Rien  de  special  a  y  remarquer. 
Le  chapitre  4  traite  dc  Tequation 


dont  la  solution  etait  connue  depuis  longtemps. 

Enfm  le  chapitre  6  a  pour  objet  les  equations  a  plusieurs 
inconnues.  Quel  que  fiit  le  nombre  reel  des  irconnues  d'un  pro- 
bleme,  Diophante  n'employait  jamais  plus  d'un  signe  cossiqne, 
disons  une  lettre,  pour  les  representer.  Paciuolo  et  Cardan  intro- 
duisent  Tusage  des  lettres  multiples  et  resolvent  de  vrais  syste- 
mes  d'equations  a  plusieurs  inconnues.  Nufiez  n'aime  pas  cette 
methode.  II  Texpose  cependant,  mais  dans  le  but  avoue  d'en 
montrer  la  complication.  D'apres  lui,  il  vaut  mieux  s*en  passer. 
Opinion  etrange,  partagee  par  beaucoup  des  contemporains  et 
par  les  plus  illustres;  Gemma  Frisius,  par  exemple!(*) 


(M  Bibliotheca  Mathematioa,  3^  seric,  t.  7,  p.  58. 

(')  Voir  ma  note :  Lt  commentaire  de  Gemma  Frmut  sur  VArithmetica 
Integra  de  Stifel.  Axmales  de  la  Socl6t6  Soientiflqae  de  Bmzellesy 
t  SO,  le  part.  Bruxelles,  1906,  pp.  167-168.  Dans  la  Logistica  (pp.  Id8-1%) 
Button  se  propose  un  syst^me  fort  simple  de  4  Equations  k  4  inconnaes, 


242 


Le  sysleine  d'equalions  choisi  par  Nu&ez  est  iuteressant,  parcQ 
que  malgre  son  caractere  lout  a  fait  elemcntaire,  cii  le  trouve, 
avec  les  memes  donnees  nuineriques  chez  les  principaux  alge- 
bristes  du  xvi^  siecle.  Tous,  sans  exception,  en  parlent  comme 
d'un  probleine  complique  et  diiBcile.  Propose  une  premiere  fois 
par  Cardan,  dans  sa  Praclica  Ariihmeticae{})^  puis  dans  son 
De  ArU  Magna  (*),  I'exercice  est  repris  plus  tard  par  Peletier 
sous  deux  formes  diflerentes  {}].  L'algebriste  fran^ais  traduit 
d'abord,  cpas  a  pas»,  comme  il  le  dit,  la  longue  solution  de 
Cardan  (^);  puis  il  en  essaye  une  deuxieme  dans  le  style  de 
Stifel.  Elle  est  meillcure  sans  etre  deja  aisee  ni  elegante.  Si  les 
faits  n'etaient  la,  patents,  indeniables,  jamais  on  ne  croirait  aux 
obstacles  contre  lesquels  se  buterent  les  premiers  algebristes 
pour  resoudre  les  systemes  d'equations  a  plusicurs  inconnues. 
Preuve  singuliere  de  Tinfluence  de  I'education  ct  du  milieu 
ambiant,  snr  le  developpement  de  I'intelligence  humaine !  C'est 
aussi  curieux  qu'instructif  a  observer. 

Dans  mon  analyse  de  Y Algebra  de  Jacques  Peletier  du  Mans, 
j'ai  reproduit  au  long  la  traduction  de  Cardan  par  Peletier.  J'y 
ai  ajoute  la  critique  de  Cardan  par  ce  dernier,  avec  la  vraie 
maniere  de  traiter,  d'apres  lui,  le  probleme  (^),  Ecoutons  main- 
tenant  NuBez;  il  ne  perdra  rfen  a  ^tre  compare  a  Peletier  et  a 
Cardan. 

II  s'agit  de  trouver  trois  nombres  A,  B  et  C,  verifiant  les 
relations  (^) 

A+i-(B  +  C)  =  32;     B  +  1(A  +  C)  =  28;     C  +  1(A  +  B)=31. 


dans  leqael  il  8*embrouille  compl^tement  k  trois  reprises  diffi^rentes  et  qu*il 
ne  parvient  k  resoudre  que  par  tfttonnements.  II  termine  sa  th^orie  des 
Equations  k  plusieurs  inconnues  par  cette  r^fl^xion  d6courag6e  (p.  196).  aISi 
cui  modus  iste  calculi  videatur  obscurior  in  hac  regula,  cujus  est  etiam 
rarior  usus,  certo  sciat  alium  communiter  usnrpatum  longe  plus  afFerre 
molestiae,  multoque  difficilius  capi.  Innata  enim  rebus  ipsis  obscuritas 
arte  quidem  levari  potest,  tolli  autem  nullo  modo.» 

Pour  plus  de  details,  sur  Thistoire  de  la  resolution  des  Sanations  k  plu- 
sieurs inconnues  au  xvi<»  si^cle^  voir  mes  m^moires  sur  VAlgtbre  de  Peletier 
et  le  De  Arte  Magna  de  Gosselin. 

(*)   Opera  omnia,  t.  4,  pp.  73-74. 

(^)  Opera  omnia,  t  4,  pp.  241-242.  Cette  solution  diff&re  de  la  pr^c^- 
dente. 

(3)  Alghbre,  pp.  10711 2. 

(*)  11  s'agit  de  la  solution  donnde  dans  le  De  Arte  Magna. 

(5)  Pp.  153-154. 

(6)  Ff.o  224  v.»-225  r.o 

Remarquons  le  en  passant,  dans  sa  Summa^  Luc  Paciuolo  traite  par  la 


V 


2i3 


tTeremos  tres  numeros,  que  el  primero  con  la  niitad  de  los 
otros,  haze  32;  y  el  segundo  con  el  tercio  de  los  otros  dos, 
haze  28;  Y  el  lercero  con  el  quarto  de  los  otros  dos,  haze  31; 
y  queremos  saber  quanto  es  cada  uno  dellos. 

ttPornemos  que  el  primero  es  1  .co.  x 

y  seran  luego  la  mitad.  del  segundo  y  tercero 

32.m.l.co.  32— a? 

y  el  segundo  y  tercero  64  .  m .  2  .  co .  64  —2a? 

y  pues  el  primero  es  1  .  co .  seran  luego  todos 

tres  numeros  64  .  m .  1 .  co .  64  —  a; 

c Agora  pornemos  que  el  segundo  es  1  quan- 
tidad  y 

y  sera  por  esta  cuenta  el  primero  y  el  tercero 

juntos  64  .  m .  I  .  CO  .  y  m  .  1  .  quantidad  64  —x—y 

y  el   tercio  dellos  sera  2 1  — .  m .  -^  •  co  .  m  .  — 

de  quantidad  ^^'^'~~~^^'~~^y 

cY  juntando  con  esto  el  segundo  que  es  1  .  quantidad,  ha- 
re mos 

1^1  ^2 

2 1  — .  m  .  --  .  CO .  p  .  —  de  quantidad  que  seran  yguales  a  28. 


(24-T*+Ty=^«)- 


aYgualaremos  restaurando  lo  diminuto,  y  ternemos 

1^2  ^1 

2 1  ~  .  p  .  —  de  quantidad  yguales  a  28  .  p  .  — .  co  . 


(2,l+iy  =  28+l«) 


«quantit6  8ourde»,  c^est-k-dire,  par  une  deuxi^me  inconnue,  des  probl^mes 
absolument  analogues.  Par  example: 

l.o  Diet.  9,  tract.  9,  N»  26,  ff.  191  v.o-192  r.« 

A  +  1{B  +  C)  =  90;    B  +  i(A  +  C)=80;    C+i(A  +  B)  +  6  =  87. 

2.0  Dist.  9,  tract.  9,  N^  27,  ff.  192  r.^ 

A-^-l(B  +  C)  =  50;    B  +  i(A  +  C)=:60;    C+i(A  +  B)  =  50 
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y  sacando  lo  superfluo  que  es  21-^,  quedaran 

2  .•  2    ^    1| 

—  de  quantidad  yguales  a  6  —  .  p .  -r^ .  co 

y  sera  luego 

^    1 
una  quantidad  ygual  a  10  .  p  .  -^  •  co  • 


(y-«o+lx). 


cY  porque  pusimos  el  segundo  ser  1  •  quantidad  sera  luego 
segundo  10 .  p .  y .  co  .  10  +  -^  jr 

cPor  esta  nianera  ayudando  nos  del  termino  quantidad,  al- 
cancamos  quanto  fuese  el  segundo.  ^ 

cSacando  pues  de  todos  tres  que  son  64  .  ni.  1  .co.  (=64 — x) 
el  valor  del  pnmero   que  es   l.co.(=a;),   y  el  valor  del  se- 

gundo,   que  avemos  hallado  ser  10  .  p.-^  .co.  (=  10  +  -^aj) , 

quedaran  54  .  m .  2  .  co  .  — .  por  valor  del  tercero  (54  —  2  —  a;]. 

1^3  /  1       3     \ 

fCon  el  qua!  juntaremos  21 -^  .  p  .-— .  co  .  (  =  21~  +  — jrj 

que  es  el  quarto  del  primero  y  segundo,  y  haran 

56  -^  •  m  .  2  •  CO  .  -^  que  seran  yguales  a  3 1 . 
2  o 


( 


56i-4«-3l). 


fYgualarenios  y  resultaran 


25  —  yguales  a  2 ,  co .  — 

("4-4«) 
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11- 
y  partiremos  25  — por2~  y  vernan  12   por  valor 

de  la  cosa  x 

cY  tanto  sera  el  primero  numero. 

« Y  porque  el  segundo  era  lO.p.-^.co,  10  +  -j-x 

sera  por  esta  cuenta  16  .  y==  16 

cY  porque  el  tereero  era  54  .  m .  2  .  co  .  —  54  —  2  —  05 

JL  JL 

sera  por  esta  cuenta  24 .  porque  las 

2  .  CO .  -^  Talen  .  30  . 


^2-ijr  =  30)». 


Le  troisieme  nombre  vaut  24. 

Nuiiez  ajoute(*): 

cPero  nos  avemos  tratado  esto  mismo  exempio,  que  es  el 
caso  51  (des  exercices  resolus  au  chapitre  5),  y  lo  practicamos 
muy  facilmente,  y  brevemente  por  la  cosa,  sin  usar  de  la  quan- 
tidad  absoluta.  Y  todos  los  casos  que  Fray  Lucas  practica  por 
la  quantidad,  practicamos  nos  por  las  reglas  de  la  cosa,  sin 
ayuda  deste  termino  quantidad. » 

Au  passage  indique,  Nu&ez  resout  effectiTement  le  m^me  pro- 
bleme  par  une  seule  inconnue  (^).  Quant  a  son  avis  sur  la  faci- 
lite  relative  des  deux  solutions,  il  ne  rencontrerait  plus  aujour- 
d'hui  un  seul  geometre,  pour  le  partager. 


On  ne  saurait  trop  appeler  Tattention  sur  les  110  probl^mes 
du  chapitre  5.  Avec  les  demonstrations  litterales  sur  les  radi- 
caux  et  les  proportions,  ce  sont  eux  qui  domient  au  Libro  de 
Algebra  sou  caractere  si  particulier,  deja  si  modeme. 

Considere  dans  son  ensemble  ce  chapitre  de  Nuflez  n^a  d'ana- 
logue,  chez  aucun  contemporain.  Nu&ez  a  un  certain  point  de 


(»)  F.»  225  v.o 

(2)  Ff.«»  169  v.»-170  r.o 
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vue  surpasse  lous  ses  emules,  menie  les  plus  illustres,  mcme 
les  Cardan  et  les  Stifel.  Du  premier  au  dernier  sans  une  excep- 
tion, les  problemes  du  chapiirc  5  sonl  des  cxercices  abstraits 
sur  les  nombres.  Plus  de  ces  tonneaux  de  vin,  plus  de  ces  aunes 
de  drap,  plus  de  ces  querelles  de  voleurs,  plus  de  ces  recrea- 
tions mathematiques,  qui  domient  par  moments  aux  plus  sa- 
vantes  algebres  du  xvi^  siecle  le  cachet  enfantin  de  manuels 
d'enseignement  primaire.  V Arithmetica  Integra  de  Stifel,  le 
De  arte  magna  de  Cardan  eux-memes  n'y  echappent  pas  com- 
pletement. 

Le  style  de  NuBez  se  ressent,  semble-t-il,  de  celui  de  Dio- 
phante.  Je  le  sais,  Tedition  de  Xylander  n'avait  pas  encore 
paru  (^),  mais  rien  n'empechait  notre  auteur  de  connaitre  Talge- 
bnste  grec  par  les  manuscrits. 

Quant  au  genre  des  pix)blemes,  il  diflere  chez  Diophante  et 
chez  Nuiiez.  Nunez  n'a,  a  proprement  parler,  aucun  exercice 
d'analyse  mdeterminee.  Tous  les  problemes,  a  Texception  de 
deux,  se  ramenent  a  une  equation  determinee  a  une  inconnue; 
encore  la  solution  de  Tune  des  deux  exceptions  est-elle  si  em- 
brouillee  que  Tauteur  ne  remarque  pas  I'indetermination. 

Convenait-il  d'en  donner  ici  la  liste  complete? 

Un  moment  j'ai  hesite,  je  Tavoue,  devant  la  longueur  d'une 
pareille  enumeration.  La  rarete  du  Libro  de  Algebra  m*a  engage 
a  passer  outre.  J'ose  Tesperer  on  ne  le  regrettera  pas. 

Pour  abreger  les  enonces  je  parlerai  cependant  un  langage 
conventionnel.  Les  nombres  se  designeront  par  les  lettres  a^ 
bf  Cy  d , .  ,\  les  conditions  auxquelles  ils  doivent  satisfaire'  par 
des  egalites.  En  reprenant  ensuite  Tenonce  en  langage  vulgaire, 
sans  lettres  ni  notations  algebriques,  il  sera  aise  de  reconstituer 
le  probleme  a  peu  pres  sous  sa  forme  primitive. 

L'auteur  n*emploie  jamais  plus  d'une  inconnue;  il  importe 
de  ne  pas  Toublier.  Malgre  cette  restriction  quelques  prqblemes 
restent  neanmoins  simples,  tres  simples  memes;  mais  d'autres 
demandent  alors  de  Tattention  et  deviennent  difficiles. 

Je  ne  dois  pas  le  dire,  pour  Ihistorien  des  mathematiques 
les  enonces  du  chapitre  5,  sont  du  plus  haut  interet;  ils  lui  per- 
mettent,  documents  en  main,  de  comparer  Nuiiez  a  ses  princi- 
paux  contemporains.  Puis-je  esperer  qu'ils  fei*ont  passer  aussi 
une  heure  agreable  aux  geometres  pour  qui  Thisloire  de  leur 
science  est  Tobjet  d'un  simple  delassement?  Rien  ne  pent  leur 


(>)  L'^dition  de  Diophante,  par  Xylander,  parut  k  B&le,  en  1575. 
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donner  une  meilleure  idee  de  I'eUt  de  I'algebre,  au  moment 
oii  Yi^te  va  venir  la  transformer  compl^tement. 

1.  a  +  A  =  30;       a  +  3  =  2(«  +  5). 

2.  4a' -20  =100. 

3.  a-i-A=12;       a«  =  *«-30. 

4.  a  — A  =  2;         a*  — A«  =  30. 

5.  a  +  A  =  20;       4--=20. 

o 

6.  5-(a--a)  =  a  +  5^. 

3 
5 

8.  a  =  2i;       a*  =10. 

18  — «        3 


9. 


15-fl  *"  2  * 


Au  lieu  de  resoudre  tout  bonnement  Tequation  par  rapport 
a  a,  Nuiiez  pose  15  — a  =  aj. 

10.  3  +  5a-2(2  +  «). 

11.  *  =  2fl;       ab  +  d^  +  b^  =  10. 

12.  a  +  b^tO;       ab^ia^. 

13.  6fl«=2fl3. 

14.  a  +  A  =  20;       4fl  =  6A+5. 

15.  fl  +  A  =  20;       4a  =  3.(5A). 

16.  -      -  «       -    /* 


a-hA  =  20;       t  =  '-(t)- 


q  q 

17.  ^  =  ~fl;    c  =  —b\    avecfli  =  c,    ouo^b  — ,    oua£=slOr. 

Nunez  ne   tient  naturellement  aucun  compte  de  la  solution 
fl  =  ^  =  c  =  0. 

18.  a  +  A  +  c  =  20;       9(2a)-3  (4A)  =  8c, 


248 


19.  o  +  A  +  c-20;       2a  =  36;       Ab  =  bc. 

20.  a  +  ^  +  c-lOO;       -^^ib^  —  . 

21.  a  +  b  +  c=lOO;       -|-  =  A=.i-. 

23.  a  +  A=IO-,        10  — a  =  a  — *. 

24.  «-.2a;       |..|--20. 

25.  i^=ll«. 

4a  2 

3  3 

26.  b  =  —  a\       c=-^b;       abc=i2, 

27.  a/7=4. 
28  ^-2 

^^-  ?7-3- 

29.  «  +  *=10;       a«  — A«=100  — a«. 

30.  ai  =  —  a  :=  —  A . 

31.  fl+«+c+rf+if+/'=60;     f^e=e—d=d—c=c-b=b-a=3. 

32.  a+*+r+rf+if+/'=60:     a=5;     f-^e^e^d^^d-^c^c^i^b—a. 

La  raison  £  —  a  de  la  progression  est  prise  pour  inconnue. 

33.  a  +  A=12;       a  +  \b  =  l . 

34.  a  +  A=i2;       a  +  i.4  =  4  +  i.a. 

b  5 

35.  a  +  -J-A  =  8;        b+^a^li. 

0  D 
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36.  2(6-2)  =  a  +  2;       3(a  — 2)  =  6  +  2. 

37.  8  +  a=12  +  4-a. 

O 

38.  a  +  b  +  c  +  d=l21',       b  +  c  +  d+e=^\l9\ 
c+rf+if  +  a=109;       d+e  +  a+b=^\OA\       e  +  a  +  bic=91^ 

39.  l^f  +  lai  +  ^at-a. 

40.  a  +  b  +  c  +  d+e=\00\      6-a  +  3; 

41.  a+ft+lc-lOO;       ft+c+-J-a=100;       c+ii+-j-6=<00. 

Z  6  A 

42.  a+|-(6+r)=100;    6+|-(c+a)=100;    f+^(a+6)-.100. 

43.  a  +  ^(b+c+d)  =  iO;       b+^(a+c+d)^AO\ 

c+j(a+b+d)  =  iO:       d+j(a+b+c)^iO. 

Solution;  a  =  24,  b  =  l6,  c  =  8,  d=0.  Cette  solution  deplait 
a  Nu!iez(»). 

44.  a  +  -i6  =  60;       b  +  ^-c^eO;       c  +  ^a  =  eO. 

Z  o  A 

45.  a  +  6  +  c  =  rf; 

4     ^3\3     ^4     ^5    /      3     ' 


(^)  F,^  165  y.°.  «£sto  que  en  este  caso  avemos  obrado  ygualando  40 

con  40 .  m  .  -^ .  CO .  y  concluyendo  que  cifra  de  numero  e8  ygnal  a  ^r- .  co  • 

es  lo  cj^ue  communmente  los  Aritbmeticos  practicos  dizen,  pero  ea  faera  d^ 
my  opinion,  y  lo  contrario  tengo  escripto. 
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Nu&ez  pose  £/«6jr,  puis  par  un  raisonnement  tres  embrouille 
il  arrive  a  la  solution 

a=n7,       6=92,       r  =  25,       rf=294. 

II  prouve  ensuite  minutieusement  que  cette  solution  convient, 
mais  ne  s'aper9oit  pas  que  le  probl^me  est  indeterniine.  Non 
seulement  Stifel,  mais  m^rae  Pelelier,  Petri  ou  Gosselin,  habi- 
tues a  manier  des  systemes  d'equations  a  plusieurs  inconnues, 
eussent,  probableraent,  tout  au  moins  vu  sans  peine  que  la  so- 
lution 

a==*.177,       6  =  *.92,       c  =  *.25,       rf  =  >t.294, 

convient  egalement. 

ab 

46.  — ^=16. 

Le  probl^me  est  indetermine;  mais  cette  fois  Tauteur  le  re« 
marque. 

47.  a  +  lfc^e^fc-lft);       b  +  ja^&(a^~ay 

48.  fl+  10  =  6-10;     6+l0  =  2(c-10);     c +- I0  =  3(fl- 10). 

49.  a  +  rf=2(6+r)=100;     6+rf=115;     c+rf=120. 

.      a  +  jb  +  A^2(b^jby,     b  +  ja  +  e=^b(a^ja\. 

51.  a  +  l(6+c)=-32;     6  +  i(fl  +  c)  =  28;     c+l(fl+6)  =  3l. 

Get  exercice  dil  a  Cardan  est  classique  chez  les  algebristes 
du  XVI*  siecle.  Nous  I'avons  deja  rencontre,  car,  on  se  le  rap- 
pelle,  c*est  precisement  Texemple  choisi  par  NuRez  pour  expli- 
quer  la  resolution  des  systemes  d'equations  n  plusieurs  incon- 
nues. Dans  la  solution  actuelle  il  n'en  emploie  qu'une  seule.  Je 
ne  le  repete  plus,  d'apres  lui  ccttc  solution  est  la  bonne  solu- 
tion; Tautre  un  objet  de  pure  curiosite. 

52.  fl  +  6=l0;        v/7+v/6"=4. 
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i&t 


o   .   b      ^  i6 

53.  «  +  fc=IO;  ^  +  -  =  2  —  . 

54.  a  +  6=10;  y""2^*- 

a«       6«  2 

55.  a  +  6  =  8;  -j-H =18-5^. 

0      .  a  3 

56.  6  =  2^0;  ft  — a  =  9. 

57.  a. -^-20. 

o 

58.  a+b+c+d^li\     ^=A=^;     a+c  =  4;     6+r=12. 

6       c       a 

Nu&ez  exprime  expliciienient  les  cinq  conditions.  Dans  les 
longs  enonces  du  xvi^  siecic  formules  en  langage  ordinaire,  sans 
notations  algebriques,  la  surabondance  des  conditions  se  deguise 
avec  une  Facilite  relative.  Ne  sautant  pas  immediatement  aux 
yeux,  elle  n*est  pas  choquante. 


59. 

2a  +  a« 

=  15. 

60. 

3a»  +  4<7 

-20. 

61. 

(a  +  i)a 

=  21. 

62. 

a  +  20 

=  «». 

63. 

6a  =  a* 

+  8. 

64. 

fl  +  6  =  8-,         a» 

+  6«  +  a6=49. 

65. 

a  +  6=12; 

\/a/T=h. 

66. 

ff6=  G  ; 

a2_6«  =  5. 

67. 

a  +  6=18;        \/ 

a- v/6-2. 

68. 

a  +  6=10; 

«»  +  6»  =  60. 

69. 

a  +  b  =  S;         «« 

+  6«-fl6  =  20. 

70. 

a  +  6=10; 

a         /20 
/'20~     6 

71. 

a«+6»=30; 

a&=>10. 
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Solution  tres  interessante.  Nous  y  reviendrons. 


72. 

a  +  b=lO; 

««  =  Zl>* . 

73. 

««  +  6»-34: 

a  +  b  +  ab  =  23. 

74. 

aft -10; 

a  +  b+a*+b*-36. 

75. 

a  +  6=12-, 

«>       b* 
-=-  +  —  =18. 
6         a 

76.  a  +  30  =  |-(6-30);       6.|-^.a  =  T^a-^.a) . 

77.  a  +  -.b  =  b--.b+lS;     a-^.a  =  b  +  ^.a-2i . 

a  a  0  0 

Exercice  dont  il  doit  I'idee,  dit-il,  a  frere  Luc  de  Burgo  (*). 

78.  «  +  ft  +  c  =  26;       -?-  =  -;       2a  +  3J  +  4c  =  94. 

o     ■  c 


79 


•    T  =  y"'     ''+7-*  =  K*~7-*)'     ft+y-«=4(«-|-.a). 


En   resolvant   le  problfeme   au   moyen   des  deux    premieres 
equations  Nu&ez  trouve 

a  =  l-^;       6  =  9 


11  '  11  • 

II  constate  ensuite  que  la  solution  verifie  la  3^  equation;  done  le 
probl^me  est  possible.  En  guisse  de  discussion  il  montre  que  la 
3^  condition  ne  peut  plus  se  donner  tout  a  fait  arbitrairement. 

80.  11  +  6  +  0  =  26;       -^  =  ~;       3a  +  56  =  2c. 

b        c 

Nufiez  pose 

6  =  2aB,       d'oCi  ac=4^*  ,       et  a  +  c  =  36  — 2jr. 


(*)  F.°  184  Y.^.  Beaucoup  d'autree  problemes  de  Nufiez  lui  sont  encore 
emprunt^s.  Sana  les  nommer  tons,  nous  en  indiquerons  cependant  plus  loin 
quelques  una  oi!i  la  comparaiaon  des  aolutiona  offre  de  Tint^r^t. 
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Puis  il  determine  a  el  c  en  fonction  de  x  par  une  equation 
du  2^  degre.  Get  artifice  pour  trouver  deux  nombres  dont  i) 
connait  la  somme  et  le  produit  est  chez  lui  d'une  usage  courant. 

81.  a  +  6  +  c=12;      -^  =  -;       ««  +  6«  +  c«  =  96. 

0        c 

Nous  reviendrons  a  cet  exercice. 

82.  11  +  6  =  a6;       a«  +  6«  +  fl  +  6=  90 . 

« 

L'auteur  pose  a  4~  i  =  jr,  d'oii  il  deduit  sans  peine 

sc*  — a=90. 

83.  a+6+c+rf=60;    ~  =  — =  -1';    fl+6  =  6;      c+rf=54. 

84.  a'\-b+c+d=SO;    -^  =  A  =  ^;    j  +  e  =  24;    a+rf=56. 

85.  a-6=4;       a«  +  6«  =  80. 

86.  a  +  6  +  c  +  rf=80;     -^  =  -  =  ~;     (a+6)(c+rf)  =  576. 

81.  4-  =  4-;       9-a  =  8-i. 

Nous  reviendrons  a  cet  exercice. 

88.  a  +  \/J=b'-\/T+\',       6  +  /a  =  fl-v/7+IO. 

89.  ^  =  «  +  4. 

a 

90.  a  +  6  +  c=14;       4-  =  -;       «ic=64.    • 

be 

91.  a  +  i  +  r=10;       |-=— ;       a6+ar+6c  =  30. 
Methode  analogue  a  celle  du  N^  81. 

92.  a  +  6  +  r=10;       ^  =  -;       a«  +  6«  =  c«. 

6        c 

Vol.  hi  —  N.*  4  4 
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Cardan,  dit  NuRez  (^),  propose  le  ni^me  eiercice  mais  sur  le 
nombre  14.  II  s'y  trompe  dans  le  calcul  des  i*adicaux.  II  s'agit 
bien  entendu  chez  Cardan  d*une  simple  faute  de  plume.  Mieux 
que  personne  Talgebriste  italien  connaissait  le  10*=  livre  d'Eu- 
clide  et  le  calcul  des  radicaux.  C'etait  au  xvi^  siecle  la  branche 
la  plus  relevee  de  la  science.  aObscuritatem  habet  singularemi, 
disait  Gosselin  (*). 

93.  a6  =  (a-i)«;       a«  +  6«  =  20. 

94.  (fl-6)(a«-6«)=:10;       («  +  6)(a«  +  6«)  =  20. 

Exercice  emprunte  au  chapitre  34  du  De  Arte  Magna  de 
Cardan  ('),  qui  y  expose  une  methode  de  solution  appelee  par 
lui  cRegula  medii».  ^ 

-_  a        0        c  -,  \  t      4  f 

95.  -—  =  —  =  --;         ac~b\  Oa—\h. 

oca 

96.  ^  =  A  =  i.;         ai  =  5;  rrf=IO. 

oca 

97.  -r^-'i       a«  +  6«  =  c«;       ah=\Q. 

0       c 

98.  «  +  i=12;       x  =  ^- 

99.  a6=12;       y  =  Y- 

100.  ^  =  A«JL.       a6«/  =  81;  a6  =  6. 
oca 

101.  ^  =  — =  ~;       a6crfc=:100;       ii  +  rf«7. 
oca 


(^  F.o  203  r.«  et  y.».  C'est  effectivement  Texercice  no  80  du  chap.  66  de 
la  Prdctica  Arithmdicat  (Optra  omnia,  t.  4,  pp.  159-160).  Nafiez  emprunte 
beaucoup  des  exercices  de  eon  chapitro  5,  k  ce  chapitre  de  Cardan,  mais 
en  changeant  parfois  les  donndes  num^riques.  II  est  souvent  du  plus  haut 
int^rSt  de  comparer  les  solutions  des  deux  grands  alg^bristes. 
(«)  De  Arte  magna,  lib.  2,  cap.  10,  f.°  47  v.o. 

')  Opera  omnia,  t.  4,  p.  280.  Voir  sur  ce  sujet :  Origine,  traaporio  in 
primi  progressi  in  essa  delV Algebra. ...  di  D.  Pietro  Cossali,  t.  2, 
f  arme,  1799,  cnp.  1,  pp.  3-4. 


Italia, 


255 


102.  ~«A  =  ^;     a  +  b  +  c  +  d^n;     (a  +  6)(r  +  rf)  =  36. 

oca  \         /  \         / 

103.  -^  =  A=,-i;     ^  +  j  +  e  +  rf_i5.     ^s+ji4,^i+rfs_85^ 
6        c        a 

104.  4-  =  ~;       «*  =  ^;       a^  +  b^  =  cK 

b        c 

105.  a  +  6  +  c=10;       -r  =  — ;       ac  =  3a6. 

106.  a  +  jh  +  jc^l2;       b  +  ja  +  jc=lb; 

Exercice  propose  dans  )a  Summa  de  Paciuolo  ('),  oil  il  est 
donne  sans  deveioppement  de  la  solution. 

107.  «  +  yi  +  -if=12;       6-|-lff  +  ic=15; 

c+ja+jb  =  20. 

108.  a  +  i(6  +  c)  =  90;       6  +  -i  (a+c)  =  84; 

c  +  j(a  +  i)+6  =  87. 

Emprunte   a   Paciuolo   qui   ie   resout  par  plusieurs  incon- 
nues  (^).  Nufiez  critique  la  methode  suivant  son  habitude  (^. 

109.  fl+10  =  2(i  +  c);     6+10-3(a  +  e);     c+10  =  4(a+6). 
Emprunte  a  Paciuolo  (^). 


0)  Dist.  9,  tract.  9,  n«»  37,  f.o  193  v.© 


[»)  Summa.  Dist.  9,  tract.  9,  n»  26,  flf.'  191  v.»-192  r.» 

(3)  F.°  221  r.» 

(*)  Summa.  Dist.  9,  tract.  9,  n^  28,  f.*  192  r.»  et  v.».  Paciuolo  y  repr^- 
sentc  successivemcnt  les  incoDnues  par  la  mdine  notation  1 .  co .  sans  eiQ< 
plojer  plusieurs  lettres  diff^rentes. 
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aFray  Lucas  pone  este  caso  en  los  misinos  numeros  pero  haze 
Tiueva  posicion  (r.  a  d.  une  2^  inconnue)  y  quesinios  monstrar 
mas  facil  uso  de  las  reglas  do  la  cosa.»  (^) 

C'est  toujours  la  ra^nie  chose. 

no.     «  +  4-(*  +  0  +  ^  =  100;     6  +  60  =  2(a  +  c-60)  — 4; 

Emprunte  a  Paciuolo  (*). 

Solution  ti*es  interessante  car  elle  conduit  Paciuolo  a  Tequa- 
tion 

j:+79«=0       d'oA«  =  — 79. 

Nu&ez  en  prend  occasion  pour  s'elever  violemment  contre  les 
quantites  negatives:  aLa  verdad  es,  dit-il,  que  el  caso  es  im- 
possible; porque  impossible  es,  que  numero  y  cosas  sean  ygu- 

ales  a  cifra,  y  que  l.co.  sea  ygual  a  m.79.  Y  si  entendio  que 

m.79.  es  aun  menos  que  nihil,  a  que  llaman  debito,  esto  es 
mera  vanidad,  y  pura  contradition.»  \}) 

Pour  faire  plus  ample  connaissance  avec  les  methodes  de 
Nufiez,  apprecier  son  ingeniosite  et  son  adresse,  il  convient 
d'examiner  en  detail  la  solution  de  quelques  uns  de  ces  exer- 
cices;  ils  donneront  I'idee  des  autres.  On  le  remarquera,  ils  ne 
sont  pas  choisis  parmi  les  plus  difficiles. 

Exei'cice  71.  (*) 

Chercher  deux  nombres  dont  le  produit  Fasse  10  et  la  somme 
des  Carres  30. 

Nu&ez  resout  la  question  de  trois  manieres.  II  compare  en- 
suite  les  resultats  trouves  et  les  discute,  ce  qui  ne  lui  cause  pas 
un  mince  embarras.  Je  resume,  mais  en  gardant  ccpendant, 
dans  chaque  solution  assez  d'intermediaires  pour  lui  conserver 
son  caractere  propre.  jn 

1^  Solution.   Soit  X  le  plus  petit  nombre;  sera  le   plus 


c 


*)  F.«  221,  v.o 

")  Summa.  Diet.  9,  tract.  9,  n.«  29,  f.o  192  v.** 
(»)  F.«  224  r.« 
(*)  Pf.»  179  v.»-181  r.» 
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grand  et  Ton  aura: 


a,«  +  i^  =  30:       a?^+100  =  30a?«;       aj«==  15 -/T25. 


Done    15—  K  125    est  le   carre    du    plus    petit   nombre   et 

15+  K  125  le  carre  du  plus  grand.  

Par   consequent   les    deux    nombres   sont    ri5--V^125   et 

/i5+  \fnb. 

2^  Solution.  Nu&ez,  avons-nous  dit,  considere  la  solution 
a?  =  0,  comrae  une  absurdite.  Dans  son  souci  de  la  rigueur  il 
se  croit  done  oblige  de  demontrer  au  prealable  que  cette  fay- 
pothese  ne  se  verifiera  pas.  Pour  cela,  dans  le  cas  actuel,  il 
prouve    que    les    deux    nombres    sont    certainement   inegaux. 

Car  s'ils  etaient  egaux,  dit-il,  chacun  des  deux  vaudrait  i^lO; 
la  somme  de  leurs  carres  vaudrait  done  20  et  non  pas  30  con- 
trairement  a  Thypothese. 

Ceci  etabli,  il  est  maintenant  perinis  de  representer  les  car- 
res  des  deux   nombres   respectivement  par  15 — x  et   15+flB. 

Les  nombres  eux-meraes  seront  alors  V^15— a;  et  V^15+aj.  On 
a  done: 

v/l5-a?v/l5+a:-:IO;     225-jp«=l00;     a;2«=125;     aj=»/T25. 


Les    carres    des    deux    nombres    sont    done    15 — vl25    et 
15+  V  125;  et  par  consequent  les  deux  nombres  eux-m^mes 

sont  /l5—  v/T25  et  ^^+  \^l2b. 

3^  Solution,   Euclide  a   demontre   dans   la  proposition  5  du 
livre  2  des  Elements  que 

(fl  +  6)«  =  a«  +  2fl6  +  6«. 

Par  consequent  le  carre  de  la   somme  des  deux  nombres 

donnes  vaut  50  et  la  somme  elle  meme  ^  50.  Ceci  fait,  Nu&ez 
prouve  de  nouveau  que  les  nombres  proposes  sont  certaine- 
ment inegaux.    On  pent  done   les  representer  respectivement 


y/l2i— «ety/ 


D'oii 


t2l-a:«=10;       a!»  =  2l;       x  =  i/: 
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et 


Les    deux    nombres    sont    done    t/  12-^ i/  2  — 

Que  la  solution  du  probl^me  soil  donnee  en  racines  univer- 
selles   (y  1 5  —  V^ 1 25    et    v  15+  >J  1 25;    ou    en   racines    liees 

(l/l2|-  — 1/2^  et  W^  12  y  +  W^2yV  ditici  en  substance 

Nu&ez  en  guise  dc  discussion,  peu  importe;  Tune  et  Tautre  de 
ces  formes  fournit  une  solution  exactc  du  probleme.  II  est  aise 
de  vous  en  assurer,  car  dans  chacune  de  ces  solutions,  la 
sorame  des  carres  des  nombres  trouves  vaut  30  et  leur  produit 
vaut  20. 

Puis  vient  cette  remarque  interessante(*): 

Pour  prouver  Tequivalcnce  des  solutions  vous  raisonneriez 
raal  en  disant 


y/i2l+y/2i-v^+/i25 

car  si  j^eleve  les  deux  membres  au  carre,  chacun  d*eux  me  donne 

15+  V  125.  De  Tegalite  des  carres  vous  n'avez  pas  le  droit  dc 
conclure  a  I'egalite  des  racines.   Je  vous  Tai  explique  ci  des- 

su8(*)  sur  Texemple  /9aj*+16a:*  —  24a;^.  Cette  expression  re- 
presente  indifferemment  3a:*— 4j7  ou  kx — 3a:*.  Cependant  vous 
n'avez  aucun  droit  d'on  conclure 

3aj*  —  4aj «  4a?  —  3a:* . 

NuRez  n*admettant  pas  les  quantites  negatives,  cette  existence 
incontestable  de  la  double  racine  carree  des  polynomes  prend 
pour  lui  le  caractere  du  plus  inextricable  des  paradoxes.  II  faut 
lui  ceder  ici  la  plume  et  Tecouter  lui  meme(^):  aY  en  esta 
parte,  dit-il,  notaremos  una  cosa  muy  digna  de  se  saber  y  que 
pero  es  muy  difficil,  y  muy  estra&a  a  nuestro  entendimiento, 
por  el  poco  exercicio  que  tenemos  en  las  subtilezas  de  Arithme- 
tica;  y  esto  es,  que  dos  quantidades  son  yguales,  mas  la  raiz  de 
la  una  no  es  ygual  a  la  raiz  de  la  otra». 


(»)  F.«  18 1  r.» 

]})  Au  chap.  1  de  la  d«  partie. 

(>)  Y?  134  v.» 
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En  pratique  on  voit  cependant  parfois  pourquoi  cela  a  lieu 
et  ce  qu'il  convient  de  Faire.  Ainsi  soit 

9a:*  +  16a:«  — 24aj3==225. 

Prenez  d'abord 

(3aj«-4aj)«=-225 
d'oCi 

3a?«  — 4a?=l5       et  a;  =  3. 

Cette  solution  convient. 
Prenez  au  conti*aire 

(4a?-3aj«)«  =  225 
Yous  obtiendrez 

4a;— 3aj<=15 

ce  qui  est  une  equation  impossible.  Ses  racines  sont  en  efTet 
imaginaires.  Les  deux  expressions  ne  sont  done  pas  egales.  La 
premiere  seule  est  admissible,  la  deuxieme  doit  ^tre  rejetee. 
Mais  tout  ceci  est  dit  dans  un  style  obscur,  diffus,  dont  Nu&ez, 
toujours  Sinclair,  n'est  pas  coutumier.  En  realite  il  n'a  pas  vu  la 
solution  de  la  difficulte. 

Exercice  81. 

Partager  12  eo  trois  parties  proportionnelles  dont  la  somme 
des  carres  fasse  96. 

On  peut  dit  NuBez  trouver  une  regie  generale  pour  resoudre 
toutes  les  questions  de  ce  genre.  Yoici  pas  a  pas  en  notations 
modernes  son  raisonnement  (*).  Soit  donne 

x-{  y  +  z=^a  (1) 

xz=y^  (2) 

a:«  +  y«  +  2«  =  6«.  (3) 

Elevons  (I)  au  carre 

(a?  +  y  +  «)-«*  (4) 


(')  F.°  191  v.° 
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retranchons  (3)  de  (4) 

2ajy  +  2a»  +  2y«  =  ii*  — 6* 
ou,  a  cause  de  (2) 

2a?y  +  2y*  +  2y«  =  tf «  —  i« 

ou,  ]i  cause  de  (1) 

2ay  =  a*  — i* 
d'oCi 

y  =  -2^- 

Connaissant  y,  on  connait  x-\'z  el  xz.  On  determine  x  et  z 
par  une  equation  du  2^  dcgre. 

Nous  sommes  au  xvi^  siecle,  ne  Toublions  pas,  et  ce  raisonne- 
ment  est  donne  comme  general  et  s'appliquant  a  tons  les  cas. 
Je  mets  au  defi  de  trouver  un  sujet  analogue  traite  avec  plus 
d'elegance  par  Cardan  ou  par  Stifel! 

Exercice  87  («). 

Chercher  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  dans  le  rap- 
7 
port  de  Y*  ^^  ^^^^  qu'en  retranchant  le  plus  grand  de  9  et  le 

plus  petit  de  8  les  deux  restes  soient  egaux. 

Soit  Ix  le  plus  grand  nonibre  et  Ax  le  plus  petit.  L'equation 
du  probleme  est 

9_7a;=s8  — 4x       d'oCi  a?  —  — . 

3 

1        A 
Les  deux  nombres  demandes  sont  done  -^  et  -^ . 

Pour  que  le  probleme  soit  possible,  dit  Nu&ez,  le  rapport 
des  nombres  dont  on  soustrait,  doit  dtre  inferieur  au  rapport 
des  nombres  cherches.  Admirons  le  style  de  la  demonstration. 

Soient  a  et  &  les  nombres  cherches  a>i;  c  et  d  les  deux 
nombres  dont  on  soustrait  c^d. 

cLos  dos  numeros  que  buscamos  sean  a  y  b^  el  mayor  a,  y 


(»)  F£»  1%  r.».197  v/ 
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el  raenor  h\  y  los  dos  numeros  de  los  quales  nos  ayemos  de 
sacar  sean  r  y  ^,  el  mayor  c,  y  el  menor  d. 

«Y  sacando  a  de  c  sea  lo  que  queda  ^;  y  sacando  b  de  d,  sea 
lo  que  queda  f\  y  porque  los  numeros  que  quedan  ban  de  ser 
yguales,  seran  luego  yguales  i  y  f. 

(Posons  c  —  a  SB  tf ,       d—b'^f\       on  a  tf  —  ^) 

aY  porque  a  es  mayor  que  b,  menor  proporcion  aura  luego 
de  e  para  a  que  de  f  para  i,  por  la  proposieion  10  del  5  lib. 
de  Euclid. 


( flr  >  6  ,       donne  —<■{-) 


cY  por  la  conjunta,  demonstrada  por  Campano  (')  en  el 
mismo  5  libro^  menor  sera  la  proporcion  de  ^  y  a  juntas  para 
a,  que  de  f  y  b  juntas  para  6. 


( 


e  +  a        b  +  f\ 
a     ^     b     ) 


«Y  por  que  c  consta  de  a  y  e,  y  d  consta  de  6  y  /",  menor 
sera  tambien  la  proporcion  de  c  para  a  que  de  d  para  b, 

(or,  c^se  +  a,       d=^f+b\       done  — <-r) 

cY  permutando,  menor  sera  la  proporcion  de  c  para  </,  que 
de  a  para  b. 

cPor  esta  demonstracion  queda  claro  que  los  dos  numeros 
de  que  avemos  de  sacar  otros  que  tengan  una  cierta  propor* 


(^)  Sar  la  tradaction  et  le  commentaire  d'Euclide  par  Campanus,  voir 
Cantor,  Vorlesungen,  2*  ed.,  t.  2,  pp.  100-106.  L'Euclide  de  Campanus  a 
^t^  souvent  r66dit6.  On  trouvera  le  titrc  exact  de  ces  Editions  ayec  lear 
date  dans :  Saqgio  di  una  hibliografia  Eudidea,  par  Fietro  lUccardi.  Ue- 
morie  della  Reale  Aocademia  delle  Soienze  deiristitato  di  Bologna. 
4'  aer.,  t.  8,  Bologne  18«7,  et  5«  ser.,  t.  1,  Bologne,  1889. 
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cion,  y  que  los  nufneros  que  quedan  scan  yguales,  no  pueden 
tener  ygual  proporcion  o  mayor,  que  la  proporcion  de  los  nu- 
meros  que  buscamos  para  dellos  los  sacar.» 

Ces  trois  exemples,  choisis  intentionnellement  parmi  ceux 
qui  semblent  au  premier  abord  les  plus  simples,  montrent  com- 
bien  ce  chapitre  de  Nu&ez  est  interessant.  Pour  en  trouyer 
d*autre8,  non  moins  curieux,  on  n*aurait  que  Tembarras  du 
choix. 

VI 

Pour  terminer  Tanalyse  du  Ltbro  de  Algebra,  reste  a  par- 
courir  le  chapitre  7,  contenant  Tapplication  de  Talgebre  a  la 
geomttrie.  Les  exercices  de  ce  chapitre,  au  nombre  de  77,  se 
clAssent  en  six  groupes. 

l»  Le  carre  (1-14). 

2<^  Les  rectangles  non  carres  (15-31). 

3^  Les  triangles  (32-64). 

4^  Les  rombes  et  les  romboides,  c'est  a-dire,  les  losanges  et 
les  simples  parallelogrammes  (65-69). 

5*  Les  trapezes.  Sous  ce  noni  il  faut  entendre  les  simples 
quadrilat^res,  sans  en  exclure  les  trapezes  au  sens  actuel  du 
mot  (70-74). 

6°  Les  penlagones  (75-77). 

Le  troisieme  de  ces  groupes  est,  a  la  fois,  de  beaucoup  le 
meilleur  et  le  plus  interessant.  Nufiez  se  propose  d'y  reprendre 
le  second  livre  du  traite  De  Triangults  de  Regiomontan  (*),  de 
le  completer  et  de  le  perfectionner.  II  y  reussit  a  souhait.  Voici 
les  enonc^s  des  problemes  resolus.  Dans  Tauteur,  cela  va  de 
soi,  ils  sont  exprimes  au  long,  en  langage  courant,  mais  pour 
abreger  je  designe : 

Par  A,  B,  C,  les  trois  angles;  a,  b,  c,  les  c6tes  opposes;  p, 
le  demi  perimetre;  *,  la  surface;  r,  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
R  celui  du  cercle  circonscrit;  h  la  hauteur  abaissee  de  Tangle  A. 

De  plus  k  et  I  designent  les  deux  segments  determines  sur  a 
par  le  pied  de  la  hauteur,  adjacents  respectivement  aux  c6tes 
b  et  c;  i'  et  /',  designent  de  meme  les  segments  analogues  de- 
termines sur  a,  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit. 

Les  numeros  d'ordre  qui  precedent  les  enonces,  sont  ceux 


(1)  Doctisikni  viri  et  nuUhemcUicarum  diadpUnarum  eximii  wrofeuorU 
JocmnU  de  Regio  Monte  de  triangiilis  omnimodis  libri  quinque. . .  Norimber- 
^ae,  Jz)  aedibus  Iqr.  Petri.  Anno  Chriati  m.d.zxxiii. 
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des  exercices  dans  Toriginal.   Nufiez  ne  fait  aucun  usage  des 
tables  trigonometriques. 

32.  Suivant  que  a*  =  6*  +  ^*  on  a  A=  1  droit. 

33.  On  donne  a,  i,  c;  ou  demande  A,  k  et  /. 

Longue  solution  oil  Tauteur  n'a  cependant  pas  de  difficultes 
extraordinaires  a  vaincre.  Mais  il  croit  devoir  distinguer  plu- 
sieurs  cas  suivant  la  nature  du  triangle  II  donne  ensuite,  pear 
chacun  d'eux,  par  plusieurs  procedes  differents,  le  caleul  des 
segments  determines  sur  les  c6tes  par  les  pieds  des  hauteurs. 
Ces  segments  e values,  la  longueur  des  hauteurs  se  trouve  par 
le  theoreme  du  carre  de  I'hypotenuse. 

34.  On  donne  a,  ft,  c\  on  demande  5.  Rep.  t^=^'^ah. 

35.  On  donne  A=90°,  b  et  c;  ou  bien  A=90°,  a  et  c;  on 
demande  5.  ah 

36.  On  donne  A  =90®,  2/>,  et  la  condition  --  =  — ;  on  de- 
mande a,  b,  c.  ^       . 

37.  On  donne  a,  5,  c;  on  demande*.  Rep.s^^p{p-a){p—b){p—c), 
Exercice  tres  remarquable;  nous  y  reviendrons. 

38.  On  donne  p  et  5;  on  demancle  a,  b,  c.  Probleme  indeter- 
mine. 

39.  On  donne  A  =90°,  p  el  s\  on  demande  cr,  h  et  c.  Rip. 

2/>«  -  25 
a  —-  — £ 

ip 

40.  On  donne  A  =  B  =  C  et  5;  on  demande  a  et  h, 

4 1 .  On  donne  A  =  B  =  C  et  A ;  on  demande  a  et  *. 

42.  On  donne  h  ex.  a  :b:c\  on  demande  a,  h  et  c. 

43.  On  donne  s  et  aibic\  on  demande  a,  b  et  c. 

44.  On  donne  k,  I  et  — ;  on  demande  6,  r,  h  et  *(*). 

c  ^  ^ 

45.  On  donne  A,  /,  et  4  +  c;  on  demande  6,  r,  h  et  *. 

46.  On  donne  «,  h  et  — ;  on  demande  6,  c,  A  et  /. 

c 

Probleme  dont  Regiomontan  donne  deja  une  solution  par 
Talgebre  (').  Sa  methode  differe  de  celle  de  Nufiez.  Les  solu- 


(1)  Le  mime  probleme  est  repris  plus  loin  sous  le  N*  50.  Begiomontan 
traite  aussi  deux  fois  le  probleme  au  livre  11  Dt  Triangulis,  N®  18,  pp.  51-62 
et  N»  21,  p.  55. 

(•)  De  TiHangulis.  Lib.  2.  N*  12,  p.  51.  La  solution  de  cet^exercice  est 
fort  exactement  donn^e  dans  les  Vorttmngen  de  Cantor,  2*  ed.,  t  2,  p.  269. 
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tiohs  des  deux  auteurs  sont  interessantes  a  comparer  et  Nu&ez 
lui  mdme  nous  invite  a  le  faire.  A  la  (in  de  Texercice  precedent 
il  dit  a  ce  propos  ('): 

cQuien  sabe  por  Algebra,  sabe  scientificamente.  Principal- 
mente  que  vemos  algunas  vezes,  no  poder  un  gran  Mathematico 
(entendez  Regioniontan)  resolver  una  question  por  medios  geo- 
metricos,  y  resolver  la  por  Algebra,  siendo  la  misma  Algebra 
sacada  de  la  Geometria,  que  es  cosa  de  admiracion.  Y  tal  es  la 
siguiente  question  (c.  a  d.  le  N®  46),  la  qual  es  semejante  a  la 
12,  del  segundo  libro  de  los  triangulos  de  luan  de  Monteregio, 
el  qual  confiessa,  que  no  la  pudo  resolver  per  medios  geome- 
tricos,  que  era  su  instituto  en  aquel  libro,  socorriose  por  esa 
causa  a  esta  subtilissima  arte  de  Algebra. » 

47.  On  donne  a,  h  et  4  +  c;  on  demande  h  et  c, 

Au  cours  de  la  solution,  Nu&ez  critique,  cette  fois,  la  methode 
de  Regiomontan. 

48.  On  donne  ^,  /  et  6  —  c;  on  demande  a,  h  et  c. 

49.  On  donne  i,  c  tx.  -j\  on  demande  a,  h  et  s, 

50.  On  donne  k,  /  et  — ;  on  demande  a,  6,  c,  h  et  *. 

c 

51.  On  donne  k  —  l,  b  —  c  et  A;  on  demande  A, 7,  a,  h  et  c. 
■  C'est,  on  le  sait,  un  deuxieme  exercice  de  son  livre  2,  De 
Triangulis  (*),  dont  Regiomontan  donne  la  solution  par  I'alge- 
bre.  NuRez  le  fait  de  nouveau  remarquer  (^j: 

«Esta  es  la  proposicion  23,  dit-il,  del  segundo  libro  de  los 
triangulos  de  luan  de  Monteregio,  la  qual  el  tambien  resuelve 
por  Algebra »  y  con  menos  obra.  Pero  presupone  otra  proposi- 
cion, que  se  demuestra  por  el  segundo  libro  de  Euclides.  Y 
por  esta  causa  para  mas  facilidad,  usando  de  menos  principios, 
hize  la  posicion  otra  arte.s 

Reflexion  dont  il  serait  interessant  de  discuter  T exactitude. 
Mais  il  faut  me  limiter.  Aussi  bien  toutes  les  demonstrations  de 
Nu&ez  meriteraient-elles  d'etre  comparees  a  celles  de  Regio- 
montan. 

52.  On  donne  6,  c  et  5;  on  demande  a.  h j,_^\/ j^_ jy d—c\ 

53.  On  donne  a,  h  et  c\  on  demande  r.  Rep.  ^~V/     —     —     — • 


(i)  F.»  270  v.» 

(2)  K"  23,  pp,  55-56.  Voir  la  solution  de  Regiomontan  dans  lee  Vorlt- 
sungen  de  Cantor.  2e  ed.,  t.  2,  p.  269-270. 
(5)  F.*  274  v.« 
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54    On  donne  a,  b  el  c\  on  demande  R. 

he 
All  cours  de  la  demonstration  Nu&ez  donne  la  formule  2R  =»-p- 

n 

comme  due  a  Regiomontan  (*).  On  la  trouve  effectiveraeht  dans 

la  proposition  24  du  livre  2  De  Triangulis  (J). 

55.  On  donne  R  et  a  :i  :r;  on  demande  a,  h  et  c. 

56.  On  donne  r  et  a  :&  :r;  on  demande  a,  b  et  c, 

57.  On  donne  a^b  et  r;  on  demande  k!^  l\  et  la  distance  du 
centre  du  cercle  inscrit  aux  trois  sommets  du  triangle. 

58.  On  donne  r,  Id  el  P\  on  demande  4  et  r. 

59.  On  donne  a,  b  et  r,  et  les  segments  determines  sur  a, 
par  le  pied  D  d'une  droite  AD  issue  de  A ;  on  demande  la  lon- 
gueur de  AD. 

60.  Calculer  le  c6te  du  triangle  equilateral  en  fonction  du 
I'ayon  du  cercle  circonscrit. 

61.  Calculer  le  c6te  du  carre  inscrit  dans  un  triangle  Equi- 
lateral. 

62.  Calculer  le  c6te  du  carre  inscrit  dans  un  triangle  quel- 
conque. 

63.  On  donne  a,  b  et  c;  on  demande  de  determiner  le  centre 
de  gravite  du  triangle  et  de  calculer  la  distance  de  ce  centre 
de  gravite  aux  trois  sommets. 

Demonstration  interessante  oCi  Nu&ez  fait  preuve  d'une  grande 
connaissance  des  oeuvres  d'Archimede. 

64.'  Etant  donnes  a,  b  et  s,  quelles  conditions  doivent  rem- 
plir  les  autres  elements  du  triangle,  pour  que  c  puisse  admettre 
plusieurs  valeurs?  Rep,  Les  angles  compris  entre  a  elb  doivent 
dtre  supplementaires.  Le  resultat  est  bien  simple,  mais  contrai- 
rement  a  son  habitude  Nu&ez  y  arrive  par  une  demonstration 
embrouillee. 

Que  ne  puis-je  ici  comparer  en  detail  Nu&ez  et  Regiomontan? 
Ce  serait  malheureusement  allonger  mon  travail  hors  de  toutc 
mesure.  Encore  une  fois,  il  faut  me  limiter,  et  malgre  son  in- 
ter^t,  je  renonce  a  cette  etude. 

Examinons  done  une  derniere  question  et  je  termine. 

Le  r6le  singulierement  important  joue  dans  la  theorie  des 
triangles  de  Nu&ez  par  la  formule 


s  =  \/p{p'-a){p-b){p-c) 


(1)  F.»  276  v.* 

(2)  P.  56.  Voir  cette  demonstration  dans  les  Vorluungm  de  Cantor, 
2«  ed.,  t  2,  p.  268. 
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frappe  de  prime  abord.  Elle  revient  a  tout  proQOs,  a  Tegal 
d'un  theoj^me  d'Euclide. 

La  formule  est  de  H^ron  (^).  Tout  le  monde  le  sait  aujour- 
d*hui;  maia  en  1567  il  n'en  etait  pas  de  m^met  car  Heron  etait 
alors  fort  peu  connu.  £n  realite  Nufiez  n'emprunte  pas  la  for- 
mule k  Heron;  elle  etait  alors  tombee  deja,  dit-il  lui  m^me(^), 
dans  le  doniaine  public.  Quant  h  la  demonstration  de  la  for- 
mule on  la  doit,  d'apres  lui,  a  Paciuolo  (^).  Malheureusement, 
lyoute-t-il,  fr^re  Luc  est  si  obscur  que  pour  plusieurs  il  n'y  a 
rien  a  comprendre  a  sa  demonstration  (^).  II  va  done  tftcher 
d'etre  a  la  fois  plus  rigoureux  et  plus  clair. 

Voici  comment  il  s'y  prend: 

Je  resume,  car  la  demonstration  de  Nunez  ne  compte  pas 
moins  de  21  pages  d'un  texte  des  plus  serres  et  oil  les  alineas 
sont  rares  (^).  Pour  la  suivre  il  faut,  la  plume  a  la  main,  tra- 
duire  au  fur  et  a  mesure  le  raisonnement  en  notations  moder- 
nes.  Mais  la  chaine  de  ce  raisonnement  est  si  solide,  son  agen- 
cement  si  curieux,  qu'a  en  examiner  un  h  un  tons  les  anneaux, 
on  ne  regrette  vraiment  ni  son  temps,  ni  sa  peine. 

Comme  preliminaires,  nous  avons  la  demonstration  de  trois 
cfondementsD;  nous  dirions  aujourd'hui  trois  lemmes.  Au 
premier  abord  on  n'en  apercoit  pas  I'utilite,  mais  ils  ne  sont  pas 
explicitement  dans  £uclide  et  Tauteur  va  les  invoquer  au  cours 
des  raisonnements.  Le  souci  de  la  rigueur  exige  done  Icur  de- 
monstration prealable.  Les  voici  en  langage  moderne. 

Lemme  /.  Etant  donnes  deux  nombres  a  et  &,  on  a 


a 


^       ab       a 


ah       b^       b  ' 


Lemme  II,  Etant  donne  un  triangle  ABC,  si  pour  un  point  D 


(1)  Heronis  Alexandrini  quae  Bupersunt  opera  omnia,  edid.  Wilhelm 
Schmidt  et  Hermann  Scli5ne,  T.  3,  Leipzig,  Teubner,  1903,  pp.  18-25. 

(*)  aEsta  arte  de  medir  hallo  en  todos  los  libros  que  tratan  de  midicion.* 
F.*  249  v.» 

(*)  II  la  donne  en  eflfet  dans  la  Summa  Geometriae,  Dist.  1,  f,°  11  r.» 
Voir  sur  ce  sujet  Cantor.  Vorlesungen  neber  Gtschichte  der  Mathematik^ 
2«  ed.,  t.  2,  p.  330. 

(*)  «La  demonstraclon  trac  Fray  Lucas  de  BuYgo,  pcro  tan  obscura- 
mente  que  no  se  podra  en  tender  de  todos. »  Ff.*  249  v.°-250  r.« 

(*)  Ff.»  249  r.».259  r.» 
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de  la  base  BC,  on  a  la  relation 


CD'-BD"  =  CA'-BA" 

la  droite  AD  est  perpendiculaire  sur  BC. 

La  demonstration  se  fait  par  Tabsurde. 

Nous  dirions  aujourd'hui  plus  simplement:  Le  lieti  des  points 
dont  la  diflerence  des  carres  des  distances  a  deux  points  fixes 
est  constante,  est  une  pei*pendiculaire  a  la  droite  qui  joint  les 
deux  points.  Mais  un  enonce  de  cette  forme  est  absolument 
etranger  au  style  du  xvi^  siecle. 

Lemme  IIL  Dans  un  produit  de  trots  facteurs  on  peut  inter- 
vertir  Tordre  des  facteurs. 

Ces  lemmes  prennent  huit  pages;  puis  vient  la  tiolution  de 
Texercice. 

Pour  la  donner  en  langage  moderne,  soient,  comme  prece- 
demment,  A,  B,  C,  les  trois  sommets  du  triangle;  a,  b,  c,  les 
longueurs  des  trois  c6tes;  p,  le  demi-perimeti*e ;  s  la  surface; 
I  et  r,  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  inscrit;  A',  B',  C  les 
points  de  contact  du  cercle  inscrit  respectivcment  ayec  a,  &,  r. 

Enfin  !«,  ray  A",  B'',  C",  sont  cinq  elements  qui,  de  fait, 
sont  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  dans  Tangle  A, 
ainsi  que  les  points  de  contact  de  ce  cercle,  avec  les  cot^s  a, 
i  et  c;  mais,  il  importe  de  le  remarquer,  Tauteur  ne  les  definit 
pas  comme  tels.  Nous  donnerons  la  definition  adoptee  par  Nunez 
au  moment  voulu. 

Ceci  pose  la  demonstration  se  divise  en  quatre  parties. 

V  partie.  La  surface  d'un  triangle  peut  s'exprimer  par 

*  ^pr . 
Nous  ecririons  au  jourd'hui  en  trois  lignes 

*  =  IBC+ICA  +  IAB 

IBC  =  yr.a;       ICA  =  ir.*;       lAB  =  lr.c 

5  =»  Y  r  (a  +  6  +  c)  =  j[;r . 

C*est  pas  a  pas  le  raisonnement  de  Nu£lez.  Mais  donne  sans 
aiicune  notalion  algebrique,  a  grand  renfoi^t  d'enonces  de  theo- 
remes  d'Euclide,  il  devient  d'une  longueur  inyraisemblable. 
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Arrive  au  bout,  I'auteur  sent  le  besoin  de  reprendre  haleine: 

cY  esto,  dit-il,  apr^s  avoir  etabli  la  formule,  se  guarde  en  la 
memoria  para  su  tiempo.s  (^) 

Remarquons  le  cependant  en  passant^  Tcxpression  s^^pr 
n*etait  pas  neuve.  Les  Grecs  Tavaient  connue  et  d^s  le  debut 
du  xvl^  siecle  elle  etait  partout,  chez  les  Latins,  d'un  usage 
coui*ant.  Pour  ne  citer  que  le  De  Triangtdis  de  Regiomontan, 
Nufiez  pouvait  la  lire  au  cours  de  la  proposition  15  du  livre  2. 

2^  par  tie.  On  a 

AB'-AC'  =  /i-a;       BC  =  BA'=/?-6;       CA'  =  CB'=p-c. 

lei  vient  la  definition  des  points  A'^  B'\  C.  On  les  obtient 
en  portant  sur  BC  la  longueur 

BA"  =  CA' 

puis  respectivement  sur  AB  et  AC  prolonges 

BC"  -  B  A ' ;       CB'  =  CA" . 

On  demontre  alors  que 

BC' «  B  A''  -  /I  -  c ;       CB"  «  CA"  =/?  -  6 . 

AB"  =  AC"=/?. 

3^  pariie.  Les  triangles  IJiC^  KG  sont  equiangles;  ainsi  que 
les  triangles  laAC,  lAC 

Nufiez  sent  ici  le  besoin  de  s'excuser.  Sa  demonstration  se 
fait,  dit-il,  cpor  un  prolixo  discurso!»  (*). 

La  difficulte  provient  de  la  nianiere  dont  il  a  defini  les  points 
A",  B'',  C".  II  doit  demontrer  maintenant  qu'en  les  joignant  au 
centre  U  du  cercle  ex-inscrit,  il  forme  des  triangles  rectangles. 
Voici  le  moyen  detourne  par  lequel  il  y  reussit. 

En  C"  il  elfeve  une  perpendiculaire  au  c6te  AC",  et  nomme 
la  le  point  d'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  la  bissec- 
trice  de  Tangle  A.  (Jusqu'ici  la  n'etait  pas  encore  defini).  II 
joint  laB"  et  forme  ainsi  deux  triangles  laAB",  la  AC",  qui  ont 


[>)  F.'  253  v.o 
[»)  F.»  256  !,• 
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un  angle  egal  coinpris  entre  deux  c6tes  egaux  chacun  h  chaeun ; 
d'oii  il  conelut  que  l^B"  est  perpendiculaire  a  AB'\ 

II  joint  maintenant  IgA'^ 

Les  triangles  rectangles  laBC",  laCB''  lui  donnent: 

d'oei 

i^B^-i^C*^  BA''^- cF'* . 

II  en  conelut  enfin,  par  son  lemme  2,  que  laA''  est  perpendicu- 
laire  a  BC. 

Ceci  oblenu,  il  prouve  aisement  que  laB  et  laC  sont  les  bis- 
sectrices  exterieures  des  angles  B  et  C.  Les  similitudes  des 
triangles  se  demontrent  maintenant  sans  difficulte. 

4^  par  lie.  Apices  tous  ces  preliminaires,  il  s'agit  de  les  utiliser 
enfm,  pour  exprimer  r  en  fonction  des  c6tes  dans  la  formule 

((confiee  naguere,  on  se  le  rappelle,  a  notre  memoirev. 
Ii'i  Nufiez  devient  de  plus  en  plus  intei^ssant.  II  ecrit  d'abord 

Puis  les  triangles  semblables  laBC,  IBC  lui  donnent 

p  —  c  r 

formule  qu'il  transforme  successivemcnt  en 


(p^b)(p'-c)^rra 


(P  —  *)  (/^  —  ^)  ^'"fl  ^'« 

Les  triangles  semblables  laAC,  lAC  lui  donnent  cnsuite 


—  a        r 


Vol.  in  —  N.«  4  & 
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H  en  lire 


r*  p'—a 


i^p^^ip-c)  p 

pr^^{p^a){p^h)[p'-c) 
ph-^  ==p  (p  -'a)(p--  b)  (p  -  c) 


s^=p(p'-o)(P'-b)(p  —  c)     etenfin  s  =  \/p(p—a)(p—b){p—'c), 

Dans  ces  transformations  il  est  fait  usage  des  lemnies  1  et  3. 

Tout  ceci  est  exprime  a  la  maniere  d'Euclide,  en  langage 
courant,  sans  notation  algebrique,  sans  omettre  le  moindre  in- 
termediaire,  en  enoncant  au  long  a  chaque  transformation  le 
theoreme  justificatif.  NuRez  en  croyait  I'indication  explicite  exi- 
gee  par  la  rigueur.  C'est  le  style  du  xvi*  siecle.  II  est  prolixe, 
mais  quelle  puissance  daltention  il  exige!  Quelle  penetration! 
Quelle  vigueur  d*intelligence!  Car  cet  interminable  raisonne- 
ment  est  conduit  du  commencement  a  la  fin  d*un  pas  lent  ct 
regulier,  marchant  tout  le  temps  sans  cahots,  sans  lieurts,  avan- 
^ant  toujours.  Oui  Nufiez  est  long,  mais  il  ne  se  pique  pas 
d'etre  court.  11  voulait  rendre  rigoureuse  et  claire  Tobscure  de- 
monstration de  frere  Luc  de  Burgo;  donnons  en  lui  acte,  car 
c'est  justice,  il  y  a  pleinement  reussi. 


VII 

Concluons  cette  etude. 

De  Tartaglia,  Cardan  ct  Stifel,  a  Viete,  il  s'ecoule  cinquante 
ans.  Bien  a  tort  Phistoire  de  Taigebre  s'en  occupe  peu.  Pendant 
tout  ce  temps,  des  hommes  de  talent  font  progresser  lente- 
ment,  mais  si]ircment  la  science.  Malhcureusement  pour  eux, 
la  gloire  incomparable  des  maitres  qui  les  precedent,  celle  sur- 
tout  de  Viete  qui  les  suit,  emp^che  d'apercevoir  Teclat  de  leur 
merite,  d'apprecier  Timportance  de  leurs  services. 

C'etaient  cependant  des  travailleurs  adroits  et  consciencieux, 
disons  mieux,  des  hommes  vraiment  grands,  que  Buteon,  Gos- 
selin,  Peletier,  Petri  NuRezI 

Sans  leur  labeur  intelligent  et  tenace,  les  immortelles  decou- 
vertes  dc  Viete  eussent  ete  impossibles.  Pour  evoluer  la  science 
demande  un  terrain  prepare;  plus  on  eludie  Thistoirc,  plus  on 
s'en  convainc.  Elle  avance  et  marche;  elle  ne  court  pas  en  se 
precipitant  en  avant  par  sauls  et  par  bonds. 

Viete  a  done  eu  des  precurseurs.  NuRez  fut  Tun  des  princi- 
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paux.  Aucun  conteinporain  ne  le  surpasse  en  rigueur,  Maurolyco 
seul  Tatteint  par  rabstraction  et  la  generalite  du  raisonncment, 
par  Telegance  et  Theui^eux  choix  de  ralgorithme. 

Reconnaissons  le  cependant,  cette  grande  justesse  d'espril  en 
a  parfois  quelque  peu  diminue  Tenvergure.  Nu&ez  n'apercut 
pas,  par  exemple,  Tavenir  reserve  aux  solutions  negatives  des 
equations,  dont  Tutilite  etait  deja  si  bien  entrevue  par  d'autres, 
notamment  par  Luc  de  Burgo. 

N'importe  malgre  la  tr^s  leg^re  ombre  qui  plane,  pent  dtre, 
de  ce  fait,  sur  sa  memoire,  Nu&ez  n'en  est  pas  nioins  un  des 
algebristes  les  plus  eminents  du  xvi^  siecle.  II  fallait,  disait 
Gosselin  tjurer  par  un  pareil  maitre»  (*).  Parini  les  grands  ma- 
tlieinaticicns  qui  separent  Slifel  et  Cardan,  de  Viele,  il  brille  au 
tout  premier  rang.  C'est  Tune  des  gloires  du  Portugal.  Puisse 
cette  etude  sur  le  Lihro  de  Algebra  avoir  pu  contribuer  a  le 
montrerl 

Bruzellee,  College  Saint  Michel,  mai-juin  1908. 


(1)  «In  cujus  verba  jaraviu,  dit-il,  dans  la  d6dicace,  apr^s  avoir  nommS 
Nunez  dans  la  liste  des  auteurs  dont  il  s'est  servi.  Dt  Arte  Magna,  f.*  aiiij 
v.*> 
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VISITA  DE  SUA  MAGESTADE  EL  REI 

0  SENHOR  D.  MANOEL  II 

A  ACADERIA  POLYTECHNICA  DO  PORTO 


No  dia  10  de  novembro  de  1908  Foi  a  Academia  Polytechnica 
do  Porlo  honrada  com  a  visita  de  Sua  Magestade  El-Rci  o 
Senlior  D.  Manoel  II,  que  iiessa  occasiMo  se  di<;^nou  entregar 
por  suas  proprias  niaos  ao  Director  d*este  cslabelecimento  uma 
carta  regia  cui  que  concede  a  rererida  Academia  a  merce  de 
se  dcclarar  scu  protector.  Publicam-se  cm  scguida  a  allocucao 
pronun(*iada  ncssa  occa.siao  pelo  Director  da  Academia,  a  res- 
posta  de  El-Rei,  e  a  rcfenda  carta  rcgia. 


I 

Alloeuf^ilo  proiiuiieiada  pelo  Dr.  Fraiieiseo  Ooincs  Teixeira, 

Director  da  Aeadcinla 

Semioh! — Os  n;is  da  dvnastia  de  Bra$irnnca  intcressaram  se 
quasi  todos  pelas  sciciicias  e  pelas  leltras.  Uecordemos  que  o 
Senhor  D.  Pedko  V  fundou  o  Observatorio  astronomico  de 
Lisboa,  dando  die  mesmo  os  mcios  para  a  construccao  do  edi- 
ficio;  que  o  Senhor  D.  Lciz  I  instituiu  na  Academia  de  Scicn- 
cias  de  Lisboa  o  premio  conhecido  pelo  seu  nome;  c  que  estc 
ultimo  monarclia  e  o  Senhor  D.  Carlos  consagraram  muito  do 
tempo  que  Ihes  deixou  livre  o  exercicio  das  suas  altas  e  diflB- 
ceis  Tunccoes,  o  primeim  a  cultura  das  lettras,  o  segundo  & 
cultura  das  sciencias. 

Quando,  ha  poucos  annos  ainda,  o  Senhor  D.  Cahlos  visitou 


a  Franca,  o  govcrno  d'estc  paiz  incluiu,  cnlre  as  feslas  e  sole- 
mnidades  organisadas  cm  sua  honra,  uiiia  scssao  solemiic  no 
Museu  de  Hislona  Natural  de  Paris,  convcncido  de  que  nada 
poderia  ser  mais  agradavel  ao  monarclia  que  com  tanlo  sue- 
cesso  cullivava  as  sciencias  naturaes,  do  que  ver-se  rodeado 
dos  principes  da  sciencia  francesa,  ncsta  casa  celebre  na  historia 
da  mesma  sciencia,  e  ouvir  da  bocca  de  alguns  dos  mais  emi- 
nentes  a  descripcao  das  suas  mais  importantes  descoberlas;  e, 
nesla  sessao  memorave),  Kdmond  PEnuiEM,  o.eminente  naturalista 
fez,  em  phrases  expressivas,  o  clogio  da  obra  scientifica  do  mo- 
narcha  portugues. 

E-me  extremamente  agradavcl  recordar  aqui  este  Facto,  unico 
na  hisloria.  ao  qual  ja  me  referi  nos  j4nnae$  d'esta  Academia, 
porque  d'elle  resulla  grande  honra  para  o  sabio  monaivha  e 
para  o  paiz  que  governou. 

O  descendente  de  reis  tao  illustrados,  herdeiro  de  taes  ira- 
di^oes,  nao  podia  deixar  de  se  interessar  pclo  progrcsso  das 
sciencias  e  dos  estabelecimentos  em  que  ellas  se  ensinam. 

Visitando  esta  Acadcmia,  da  V.  M.  uma  prova  d'esse  inte- 
ressc.  Bem  vindo  seja.  Agradeco,  profundamente  rcconbecido, 
em  nome  do  conselho  academico  e  em  meu  pi*oprio  nome. 


Senhor! — Ha  ja  bastanles  atinos  foi  esta  Escola  visitada  pclo 
auguslo  pae  de  V.  M.  Viviamos  entao  nas  ruinas  de  um  edificio 
velho,  cercadas  pelas  paredes  incomplelas  de  um  edificio  novo. 

Em  uma  breve  allocu9ao  que  live  a  honra  de  pronunciar 
nessa  occasiao,  chamei  a  aitencao  do  illustrado  monarclia  para 
o  estado  deploravel  do  edificio,  e  pedi-Ihe,  em  nome  do  con- 
selho academico,  que  se  interessasse  por  esle  estabelecimento 
e  que  recommendasse  aos  seus  ministros  a  continuacao  das 
obras  do  edificio,  suspensas  havia  quasi  um  seculo.  S.  M.  di- 
gnou-se  attender  ao  nosso  pedido.  Poucos  annos  depois  as 
obras  recomecai*am,  e  teem  conlinuado  scm  interrupcao  ate 
hoje. 

Muito  resta,  porem,  ainda  Tazer.  As  salas  postas  a  nossa  dis- 
posicao  sao  insufficientes  para  installar  as  aulas,  museus,  labo- 
ratorios,  officinas,  etc.  A  biblioiheca,  os  laboralorios  de  chimica 
e  algumas  aulas  estao  installadas  ainda  em  mas  condicocs  nas 
salas  do  velho  edificio,  e  muito  material  de  ensino  esta  amon- 
toado  e  algum  cncaixotado  em  deposiios  do  mesmo  edificio,  por 
iaita  de  logar  c  mobilia  para  o  dispor.  Por  isso  ouso  fazer  a 
y.  M.  um  pedido  similhanle  ao  que  {\/.  ao  Senhor  D.  Caulos. 
Peco  que  reconmiende  aos  seus  ministros  que  niandem  abreviar 


a  construccao  do  edificio  e  que  o  dotem  com  a  mobilia  apro- 
priada. 

Antes  de  terminar,  seja-me  pennitlido  exp6r  urn  dcsejo  e 
exprimir  uma  espcran^a.  Peco  a  Y.  M.,  que  ha  pouco  tempo 
se  declarou  protector  da  vcneranda  Universidadc  de  Coimbra, 
o  mais  velho  dos  institutos  scientificos  do  nosso  paiz,  que  seja 
tambcm  o  protector  d'esia  Academia,  que  e  um  dos  mais  no- 
vos.  Entre  instituicoes,  como  entre  pcssoas,  as  mais  novas  sao 
as  que  carecem  de  mais  proteccao. 

A  esperanca  que  desejo  expnmir  e  que  V.  M.  honrara  com 
a  sua  presenca  a  solcmnidade  da  inauguracao  dcfinitiva  do  edi- 
ficio, quando  estivcr  acabndo. 

Tcrmino  agradccendo  de  novo  a  V.  M.  a  honra  que  dcu  a 
esta  Academia  com  a  sua  visit  a,  e  (azcndo  votos  pela  prosperi- 
dade  de  V.  M.  e  de  toda  a  Familia  Heal. 


II 

Sesposta  de  Sua  Magestade  El-Bei 

Nada  podia  ser  mais  grato  ao  meu  coracao  do  que  ouvir  da 
bocca  de  um  portuguez  tao  eminente  nas  sciencias  e  director 
de  uma  Escola  que  tanto  honra  a  nossa  patria,  o  elogio  dc 
meus  antepassados,  que  pela  largueza  do  seu  espirito,  amor  as 
sciencias  e  lettras  mereccram  hoje  ser  aqui  tao  gratamenle  lem- 
bi*ados. 

Nada  podia  tocar  mais  proFundamente  as  fibras  mais  intimas 
e  delicadas  da  minha  ahna  do  que  a  homenagem  prestada  a 
memoria,  para  mim  semprc  querida  e  tao  sinceramente  respei- 
tada,  do  rei  que  foi  meu  pae  e  a  cujo  espii*ito  superior  acabaes 
de  i*ender  o  prcito  que  merccidamente  Ihe  e  devido. 

Obrigado! 

Kspero  que  nao  liei-de  desuienlir  as  honmsas  tradi^oes  que 
herdei  e  me  Icmbraes.  E  pelo  amor  as  sciencias  e  lettras  que  o 
espirito  das  nacocs  se  afcre  e  sc  Icvanta.  Nunca  o  meu  auxilio 
e  intcrcsse  faltara  aos  cultorcs  da  instruccao  nacional,  c  cm 
ccrteza  da  minha  affirmacao  aqui  vos  entrego  o  publico  teste- 
munho  do  meu  apreco  por  esta  casa  de  ensino,  a  carta  regia 
que  vos  e  dirigida  e  pela  qual  me  declaro  protector  da  Acade- 
mia Polytechnica. 

Agradeco  tamhem  aos  estudantes  da  Academia  Polytechnica 
do  Porto  a  carinhosa  i*ccepcao  que  hoje  me  fizeram  e  ficara 
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gravada  no  mcu  coracao;  vos  sercis  os  tneus  companheiros  para 
de  futuro  trabalharmos  conjunclamentc  para  o  desenvolvimenio 
do  nosso  querido  paiz. 

Estudantes  hoje  e  meus  companheiros  dc  traballio  no  futuro, 
affirmo-lhes  que  as  siias  saudacoes  pei*durarao  no  mais  intimo 
da  ininha  alma  com  o  mnis  cnti*anliado  rcconliccimento. 


HI 

Carta  regia  cm  qne  £1-Rci 
se  declara  protector  da  Acadcinia  Polytcchiiica 

Dr.  Francisco  Gomes  Teixeira,  aniigo  lente  da  Universidade 
de  Coimbra,  socio  effectivo  da  Jcademia  Real  das  Scien- 
das  de  Lisboa  e  de  varias  academias  e  sociedades  scienii- 
ficas  estrangeiras,  director  da  Academia  Polytechnica  do 
Porlo^  Amigo,  lentes  e  mais  pessoas  que  compdem  o  corpo 
docente  da  mesma  Academia 

Eu,  El-rei,  vos  envio  muilo  saudar. 

Querendo  dar  a  Academia  Polylecluiica  do  Porlo  uma  -prova 
da  minha  consideracao  pelos  servicos  por  clla  prestados  ao 
ensino  e  um  claro  testcmunho  da  minlia  inicncao  dc  auxiliar, 
como  rei  e  chcfe  do  Poder  Executivo,  o  desenvolvimenio  d*esse 
estabelecimenlo  scienlifico: 

Hei  por  bem  e  me  apraz  fazer  merce  de  me  declarar  seu 
protector.  O  que  me  pareceu  communicar-vos,  para  vossa  inlel- 
ligcncia  e  satisfacao  e  de  todos  os  lentes  e  mais  pessoas  que 
'compoem  o  corpo  docente  da  Academia  Polytechnica  do  Porto. 
—  Escripta  no  Paco  Heal  dc»  Porto,  aos  10  de  novembro  de 
1908.  —  El-Rei.  —  Francisco  Joaquim  Ferreira  do  AmaraL 

Para  o  Dr.  Francisco  Ciomcs  Tcixcira,  aniigo  Icnie  da  Univer- 
sidade de  Coimbra,  socio  cfVcciivo  da  Academia  Ural  das  Scicn- 
cias  de  lisboa  e  de  varias  academias  e  sociedades  scientificas 
estrangeiras,  director  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  lentes 
e  mais  pessoas  que  compoem  o  corpo  docente  da  mesma  Aca- 
demia, 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  LES  EQUATIONS 
DU  MOUVEMENT  DUNE  CHAINE  PARFAITEMENT  FLEXIBLE 


PAR 

Paul  Appell 

Membre  de  rinstitut  de  France 


(Premier  m^moire) 

1.  Nous  nous  proposons  dc  fairc  quelqucs  remarques  sur  les 
equations  du  niouvcment  d'un  fil  materiel  paiTaiteinent  flexible 
et  inextensible,  en  mettant  en  evidence  les  quantites  et  les  ve- 
cteurs  qui  sont  independants  du  clioix  dcs  axes.  Comnie  nous 
Tavons  Tait  dans  un  memoire  oii  nous  avons  traite  un  pro- 
bleme  analogue  pour  le  inonvement  d'un  fluide  (Journal  He  Ma- 
ihematiques  de  M.  JonoAN,  1903,  et  Bulletin  de  la  Societe  mathe- 
malique  de  France,  1903),  on  pourra  classer  ces  grandeurs 
d'apres  Tordrc  dcs  derivecs  qui  y  figurenl.  Jc  me  bornerai  ici  a 
Teiude  dcs  grandeurs  du  premier  et  du  second  ordre.  On  trou- 
yei*a  dcs  renscigncnients  bibliograpliiques  sur  le  mouvement 
des  fils  dans  le  Memoire  que  j'ai  public  dans  le  tome  12  dcs 
Ada  mathematical  On  pourra  comparer  quelqucs  uncs  de  nos 
rormules  actucllcs  avcc  les  intercssants  resultats  donnes  par 
M.  Fi.oQURT  dans  les  travaux  suivants: 

1.  Sur  Ic  mouvement  d'un   fil   dans   Tespace  (C.  B.,    10, 

8»'»-«,  1892). 

2.  Sur  le  mouvement  d'un  c^ble  dans  un  milieu  resistant, 

en  tenant  comptc  de  la  rotation  de  la  terre  (Bull,  des 
seances  de  la  Societe  des  sciences  de  Nancy^  n®  de  No- 
vembre-Dcccmbrc,  1893). 

3.  Sur  le  mouvement  d'lm  point  ou  d'un  fil  glissant  siir 

un  plan  horizontal  fixe,  lorsqu'on  tient  compte  de  la 
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rotation  dc  la  terre  et  du  frottcment  {Bull,  dt  la  So- 
cieti  den  saences  de  Nancy,   1897). 

4.  Sur  le  mouvemcnt  d*un  fil  dans  un  cas  ou  il  presente 

partout  egale  chance  k  la  rupture  (Bu/L  des  seances  de 
la  Societe  des  sciences  de  Nancy,  n®  de  Juin-Juillet, 
1 900). 

5.  $ur  Ic  mouvement   d*un   111   dans   Tespace  {C.  R.,  25 

Juin,  1900). 

6.  Sur   le   mouvement  dun   fil   dans  Tespace  (C   R.,  2 

Juillet,  1900). 

7.  Sur  les  equations  du  mouvement  d'un  fil  en  coordon- 

nees  quelronques  (C.  R.,  9  Juillet,  1900). 

8.  Sur  les  equations  intrinseques  du  mouvement  d'un  fil 

et  sur  le  calcul  de  sa  tension  (C.  A.,  22  octobre,  1900). 

2.  Rappelons  d*abord  les  equations  classiques  du  mouve- 
ment d'un  fil  en  coordonnees  cartesiennes,  sous  Taction  de 
forces  continues  admettant  une  Tonction  des  forces. 

Soient(')  a\  y,  x\  les  coordonnees  d'un  element  infinitesimal 

J    A     n        J  T        .       •  d\]       dl]      d\]     , 

ds  du  III,  mas   sa  masse,  T  sa  tension,   — ; — ,  — ; — .,  —. —    les 

dx        dy        dz 

projections  sur  les  axes  dc  la  force  qui  agit   sur  un  point  de 

masse  unite  ayant  pour  coordonnees  a;,  y,  x.  La  fonction  des 

forces  U  est  une  fonction  donnee  de  x,  y,  «,  m  une  fonction 

donnee  de  Tare  s,  Les  equations  du  mouvement  sont 

d*x       d  /^  dx  \  ,       d{] 

m  — j-j- = -7- 1 T  — 7- 1  +  wi 


(-$) 


m^  =  i(T$)in.''' 


(0 


M*        ds  \     tit  J  dx 

=^'v±y\ . ... 

dt*       ds\     ds)  '       dy 
d*x        d  (-,dz\  ,       r/U 

TsViur'^-di: 


dt*       ds\     ds  / 


Elles  definissent  ar,  y,  z,  T  en  fonctions  des  variables  indepen- 


(1)  Nous  employons  des  notations  conformes  k  celles  de  noire  m6moire 
•Sur  lo  inoavemcnt  d*un  fil  dans  an  plain  fixeu  (Acta  matematica,  tome  12, 
1889). 
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dantes  s  et  ^,  sous  les  conditions  aux  limites  et  Ics  conditions 
initiales.  Les  vecleurs  et  grandeurs  dependant  des  elements  du 
premier  ordre  sont: 

1®  la  Vitesse  V  de  Telement  (/s  ayant  pour  pmjections 

dx        dy         dz 

lu'   'dT'   In 

et  pour  grandeur 

2^  la  tension  T  du  m^me  element  ayant  pour  projections 

T—       T-^       T  ^^ 


ds   ^  ds   ^  ds  ^ 

3®  Ic  produit  exterieur  H  de  V  et  T,  c'est-a-dire  le  moment  H 
dc  Tun  de  ces  vecteurs  par  rapport  a  Textremite  de  Tautre, 
ayant  pour  pi^ojections 


\dt    ds        dl     ds  ) 


^         \dt    ds        dt     d$  ) 

H  =Tf— -^--^  — "^ 
\ds    ds         dt    d$  ) 

et  pour  grandeur 

H  =  TV  sin  (T,  V) 

4®  le  produit  geouietriquc  ou  produit  interieur  de  T  et  V 

TVcos(T,V) 
ayant  pour  expression 

(dxdx       dy   dy        dz    dz 


\dt    ds        dt    ds        dt    ds  ) 


ou 
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en  designant  par  v  la  projeclion  clc  la  vitessc  V  siir  la  tension 

(/x  dx    ,    ily   dxf    ,    dz    dz 

^='-r-7'  +  —f--T-+-T--r-' 
dt    ds         dt    ds         dt    ds 

3.  Parmi  Ics  elenionls  du  second  ordrc,  il  conviendrait  do 
considercr  racceteralion,  la  derivec  goonietrique  de  la  vitesse 
par  rapport  \\  Tan*,  Ics  dcrivt'cs  geometriqucs  de  la  tension 
par  rapport  a  /  et  a  s,  celles  du  vecteur  II,  etc. 

Nous  nous  bornerons  a  ecrirc  les  composantes  de  la  rotation 
instantanec   de  Felenicnt  ds.    Get  element  a,   a  Tinstant  /,   des 

J.  Q        .  *     ^^3'        ^y        '^*  '   n- 

cosinus  directeurs  a,  p,  y  esraux  a  — 7--  ,  —f-  ,  — ;— ,  et,  a  i  instant 

ds        ds        ds 
t-^-di  des  cosinus  directeurs 

On  pent  amcner  ces  deux  directions  en  coincidence  par  une 
infinite  de  rotations:  noCls  choisirons  celle  qui  est  pcrpendi- 
culaire  a  la  fois  aux  deux  dircclions:  soicnt  w  le  veclcur  re- 
presenlatir  de  celle  rotation  instantanec,  />,  <y,  /•  ses  projections, 
on  a 


(2)  9  = 


df  lis    dsfU        ds   dsdt 

f ai  —  cqfi       dz    d^x        dx   d^z 
dt  ds    dsdi        ds   dsdl 


a,3|— jSoti       dx    d-ij        dy   d^x 
\     "        dt~     ~"  'cli  dsdt  ""  ~ds'  ~dsdt 

4.  Voici  d*abord  certaines  combinaisons  des  equations  du 
mouvenient  qui  sont  inlinicnient  liees  au  tlieoreuie  des  forces 
vives  ou  au  iheor^uie  donnant  Ics  variations  de  la  tension  dans 
une  chaine  liomogene  en  equilibre.  D'apres  la  quatricme  des 
equations  du  niouveincnt  differen'iee  par  i^pport  a  /,  on  a 

dx    d^x    ,    dy    d-ii     ,    dz    d-z 
ds    dsdt        ds   dsdl        ds   dsdl 
par  suite 

.„.  dv  __  d^x  dx       d^y   dy       d-z    dz 

^  ^  Ih^  d?'  W  '^  ds^~  It  "^  Tis^  IF  • 
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D'autre  part 

I 

dv_     dx  dhi      dy  dPy       dx  dPx      .1  d\* 
^  ^  dt  "  ds    dt*  '^  ds   dl*  "^  dt   dt*  "^  2    ds   ' 

Cela  pose,  multiplions  le  premiere  des  equations  du  mouve- 
inent  par  --^ ,  le  deuxieme  par  --~ ,  le  troisi^me  par  -r—  puis 

Qf€  0L€  ul 

ajoutons,  nous  aurons 

m   dV«  rfT   .  ^  d»    ,       dU 

V  ■-: \-  T  —: \-  m 


2     dt  di  ds    '       dt  ' 

ou,  piiisquc  m  depend  dc  s  sculcincnt 

V* 

rf(Ti 


(5) 


•f)  '^[V-"*^' 


ds  dt 


Done  en  designant  por  P(^«/)  une  certainc  fonction  de  s  ct  /, 
on  a 

,.,  T  "^^  ^«V*  IT         ^P 

(6)  T.  =  --,     _-^^U  =  -^, 

oCi  Tv  a  la  signification  indiquee  plus  haul  TVcosT,  V. 

Prenous  un  point  determine  de  la  ciiaine  qui  occupe  la  po- 
sition M  au  temps  /q  et  la  position  M|  au  temps  /f,  on  aura 


Jt 


TV  cos  (T, V)  d/  =  P  (5.  /|)  -  P  (5,  i^) 

to 


oCi  le  premier  mcmbre  represente  le  travail  de  la  tension  applj- 
quee  au  point  considere  quand  ce  point  passe  de  la  premiere 
position  a  la  seconde. 

Considerons  au  contraire,  la  chaine  a  Pinstant  /  et  sur  la 
chaine  un  arc  M'M^'  correspondant  aux  valeurs  s'  ct  5"  de  «,  on 
aura 


d5  =  P(y'./)-P(5',/) 


oil  le  premier  niembre  pent  etre  considere  comme  rcpresentaot 
Tenergie  lotale  de  Tarn  M'M'^  dans  le  champs  de  forces  donne. 
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Si  la  fonction  P  est  unirorme,  on  deduit  de  la  une  significa- 
tion, simple  de  la  difference  P  (5,  /)  —  P  (sq,  /q),  qu'il  suffit  d'ecrire 
sous  I'une  des  deux  formes 

P  (5, /)  -  P  (*. /„)  +  P  (5. /„)  -  P  (V /o)  . 
P  (*,  /)  -  P  (*<,,/)  +  P  (*o.  /)  -  P  (*o,  /„)  , 

en  appliquant  les  interpretations    precedcntes    a   chacun   des 
groupes  de  deux  termes. 

6*   Supposons  maintenant   la  chaine  hamogene,  m  constant 

Noiis  aurons,  alors,  une  autre  combinaison  analogue,  obtcnue  en 

,.,.,,.,  dx     dy      dz 

multipliant  les  equations  du  mouvement  par  -j- ,  —f- ,  -7—  et 

ajoutant.  On  a  ainsi  ^'       ^*      ^ 

(dv       t   dV«\      dT  ,      dU 


c'est  a  dire 


0) 


d(mv) 


di  ds 


equation  qui  exprimc  que  Ton  pcut  poser 

(8)  '""-"ST'  ^+-2-+'"^'"dr 

oh  Q  designe  une  fonction  Q(^t/)  de  s  et  e. 

En  donnant  a  /  une  valeur  constanlc  et  considerant  un  aix: 
de  la  courbe  M'M'^  de  s'  a  5'',  on  a 


/; 


8" 

mvds^Q(s'',s)  —  Q{s',t) 


oil  le  premier  membre  represcnte  la  somme  des  composantes 
tangentielles  au  fil  des  quantites  de  mouvement  de  tons  les 
elements  de  Tare  considere. 

Si  la  chaine  est  en  equilibre,  x,  y,  z,  T  sont  independants 
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de  /,  V  est  nul  et  I'equation  (7)  donne 

d(T  +  »»U)      Q 
ds 

T  +  iwU-A, 

formule  bien  connue. 

6*  II  est  evident  que  les  functions  P  et  Q  ne  peuvent  pas 
dtre  choisies  arbitral rcinent. 

Supposons  par  exemple  m  »  f ,  U  »  0,  c'est  a  dire  supposons 
qu'il  n'y  aft  pas  de  forces.  On  a  alors 


dt  '     2  dt 

(Is   '        ^2  dt 

d'oCi  une  premiere  relation  entre  les  fonctions  P  et  Q 

(dq_dP\dQ       dP 
^^  \dt        dsjds^di' 

7.  Cherchons  la  condition  pour  que  la  chaine  soit  constam- 
ment  disposec  suivant  une  ligne  geodesique  de  la  surface  qu'elle 
decrit?  Nous  allons  voir  qu'il  faut  ct  sufflt  que  v  soit  fonction 
de  /  seul.  En  elfct,  les  cosinus  dirccleurs  dc  la  normale  prin- 
cipale  a  la  chaine  sont  proportionnels  a 

d}x        d^y        d*z 
'd^'      ds^'     ~di^' 

Pour  que  cette  droite  soit  nonnale  n  la  surface  decrite  par  la 
chaine,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  suit  normale  a  la  vilesse  de 
Teleinent  considere,  c'est  a  dire 

dx  d^x       dy  d^y       dz   dH 
'W~d^'^W'ds*''^~dr'di^^ 

ou  encore 

dv 


d$ 


0.     !'  =  ?(/) 
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La  signification  geometrique  de  —j-  est,  en  general,   en  appe- 
lant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  chaine 


P 
car  on  a 


^_-cos(V.p) 


/I\«      /d«x\«      /d*y\«      /(i««\* 

8.  On  obtiendra  immediatement  des  combinaisons  integrates 
du  m6me  genre  que  les  precedentes  dans  les  deux  cas  suivants 
dans  lesquels  m  peut  dependre  de  s, 

1^  Si  la  force  qui  agit  sur  Telcment  ds  est  constamnient  pa- 
rallele  a  un  plan  fixe,  le  plan  des  yz  par  exenipic,  on  a 


equation  qui  exprime  que 

dt        '       ds 

est  une  diiKrenticlle  totale  exacte  d'une  fonction  R  (5,  /). 

2*^  Si  la  force  est  constamnient  dans  un  meme  plan  avcc  un 
axe  fixe,  Oz  par  excinple,  on  a 


ds 
ce  qui  montre  que 


m 


{'^-y^Y^^{''-^->'^y 


est  une  differenticlle  totale  exacte. 

9*  Cas  de  la  pesanteur.  Si  les  forces  qui  agissent  sur  les  ele- 
ments ds  sont  seulcment  leurs  poids,  m^ds,  on  peut  toujours 
raniener  le  probleme  au  cas  oCi  les  forces  exterieurs,  sauf 
bien  entendu  les  forces  aux  extremites,  seraient  nulles. 


n 


En  effet  rapportons  le  mouvement  a  trois  axes  rectangulaires 
Oxyz,  animes  d'un  mouvement  de  translation  dans  lequel  le 
point  O  descend  suivant  une  verticale  fixe  d'un  mouvement 
uniformement  accelere  d*acceleration  g,  egale  a  celle  de  la 
pesanteur.  D'apr^s  la  theorie  des  mouvements  relatifs,  ou  pourra 
regarder  ces  axes  comme  fixes,  en  ajoutaut  aux  forces  appli- 
quees  a  I'el^ment  ds  une  force  verticale  ascendanie  mgds^  qui 
detruira  le  poids  de  I'element.  Les  equations  du  mouvement 
relatif  seront  done 

dh! 


ds\     ds )      ^  di^ 


<'»)         V^H)- 


m 


d^ 
dt^ 


dz  \  cP 


z 


m 


ds  \     ds )      '"  dfl 

comme  s'il  n'y  avait  pas  de  forces  exterieures. 

Cette  remarque  donne  une  realite  physique  aux  cas  particu- 
liem  que  j'ai  etudies  a  la  fin  du  paragraphe  II  de  mon  memoire 
des  Acta  mathematica  (tome  12). 

(A  suivrej. 


Vol.  IV  —  N.o  1 


SUL  PRINCIPIO  DELU  CONSERVAZIONE  DEL  NUMERO 
E  SUL  CALCOLO  SIMBOLICO  Dl  HERMANN  SCHUBERT 


NOTA  DI 


Giovanni  Z.  Giambelli 


Nel  1904  (^)  ho  gia  esposto  una  modificazione  esatta  del  prin- 
cipio  della  conservazione  del  numero  applicabile  ad  alcuni  no- 
tevoli  problemi  di  Geometria  numerativa  (algebrica).  Le  consi- 
derazioni  ivi  svolte  parlirono  da  alcuni  concetti,  che  in  sostanza 
sono  contenuli  in  una  importante  Nota  dl  R.  Sturm  (^).  Non 
esporrb,  per  ora  almeno,  tali  concetti  coniuni  a  quelli  della 
delta  Nota  di  R.  Sturh.;  ma  invece  dopo  aver  per  maggior 
chiarezza  npetuto  nel  §  f  la  parte  principale  della  mia  modifi- 
cazione, se  ne  fara  nel  §  2  un'applicazione  ad  un  nuovo  escni- 
pio,  che  E.  Study  (^)  pretende  di  far  ritenere  in  contraddizione 
al  principio  della  conservazione  del  numero.  In  conseguenza  di 
quanto  si  trova  in  una  mia  Memoria  (di  prossima  pubblicazione), 
Risoluxione  del  problema  generale  numerativo  per  gli  spazt  plurt- 


(')  Cfr.  la  mia  Nota:  Sul  principio  della  conservazione  del  numero, 
•  Jaresb.  der  Dent.  Mathematiker-Verein  »,  13,  oppure  rAjrticolo:  Abzdlhende 
Methoden,  di  H.  G.  Zbuthen,  nella  «£ncvklopSdie  der  Mathematischen 
Wissenschaftenv,  Band  III,  Teil  2,  C,  3,  g  33,  pag.  311.  Conviene  inoltre 
leggere  il  g  9  (pag.  422  23)  deirappendice,  Sguardo  sopra  ipro^resn  deUa 
geometria  in  que»Vvltimo  decennio,  del  bel  libro  de  G.  Loria,  H  passalo  ed 
il  presente  delle  principali  teorie  geometriche,  Torino,  C.  Clausen,  H.  Rinck 
Buce,  3*  ediz. 

(^)  Das  Prinzips  der  speziellen  Laqe,  Archiv  der  Mathematik  und  Phy- 
sik.,  (3),  12,  1907. 

(^)  Uber  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl,  vVerhandlungen  desIII. 
International  en  Mathematiker-Kongresses  in  Heidelberg  1904». 
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secanii  diuna  curva  algebricUy  «Mem.  della  R.  Ace.  delle  Scienze 
di  Torino^,  (2),  59,  1909,  nella  quale  si  risolve  una  questione 
numerativa  fondamentale  per  le  curve  algebriche,  si  potra  trat- 
tare  ncl  §  3  di  questa  Nota  delVimportanza  del  calcolo  sitnbolico 
delio  Schubert  e  come  il  concetto  di  condizione  possa  fornire 
notevoli  risultati  in  campi,  dove  le  ipotesi  restrittive  delta  mia 
modificazione  del  principio  della  conservazione  del  numero  non 
pcrmettono  le  relative  applicazioni. 

1.  In  questo  §  1  per  chiarire  il  concetto  di  particolarizza- 
zione  uniforvu  di  una  data  condizione  si  esporra  con  qualche 
seniplificazione  la  prima  parte  del  §  1  della  mia  citata  Nota. 

Sia  Gf  un  gruppo  di  dati  enti  algebrici  ed  E  un  campo  alge- 
brico  Qcp(p>0)  di  gruppi  Gm  di  enti  algebrici  di  data  defini- 
zione.  Essendo  F  un  ente  algebrico  di  data  definizione,  si  desi- 
gnino  con  Kp  alcune  (ben  dePmite)  relazioni  di  posizionc  tra  T 
e  gli  enti  di  Gp,  con  B|f  alcune  (ben  definite)  relazioni  di  posi- 
zione  tra  F  e  gli  enti  di  un  qualunque  Gm  del  campo  E.  Con 
Ce  si  chiamino  le  condizioni  imposte  alFente  F  definite  me- 
diante  le  relazioni  di  posizione  Bf  tra  F  e  Gp  e  le  relazioni  di 
posizione  R|f  tra  F  e  un  Gm  del  campo  E.  Nel  campo  E  si  deve 
poter  prenderc  un  campo  E'  di  Gm  pure  ocp ,  per  cui  i  Gm  non 
appartenenti  ad  E,  qualora  esistano,  siano  ocp  (essendo  p'<Cp)« 
e  soddisfacenle  inoitre  alia  condizione  che  le  Ce  relative  al 
campo  E'  siano  tutte  della  stessa  dimensione  e  tra  loro  equiva- 
lenti,  in  modo  che  nessuna  di  esse  si  decomponga  in  parti  da 
contarsi  colla  molteplicith  maggiorc  di  uno,  oppure  da  escludere. 

Se  la  condizione  C  e  una  Ce  e  se  la  particolarizzazione  01 
di  C  e  una  Ce  relativa  al  campo  E',  allora  si  dira  che  la  C  ^ 
una  particolarizzazione  uniforme  della  condizione  C. 

La  mia  modificazione  del  principio  della  conservazione  del 
numero  si  cnuncia  cosi: 

Se  CJ  e  una  particolarizzazione  uniforme  della  condizione  C 
imposta  ad  un  ente  F  e  si  e  decomposta  in  pitt^  condizioni  Cq, 
C'i,  .  . .,  C'ty  di  dimensione  uguale  a  quella  di  C,  iali  ch$  ogni 
C'l  mediante  Vaggiunta  di  altre  relazioni  di  posizione  tra  I' ente  V 
e  tutti  gli  enti  introdotti  fesplicitamente,  od  implicit amente)  nel 
definire  la  condizione  C  non  si  possa  ulteriormente  decomporre  in 
pitt^  condizioni  C',,i,  C'^2,  ecc,  senza  che  tutte  tranne  una  siano 
di  dimensione  maggiore  di  quella  di  C',,  allora  vale  la  relaxione 
simbolica : 
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ove  f  numeri  ao,  ai,  . , , ,  at  sono  inieri  posiiivi,  oppure  nuUi,  ma 
non  iuUi  nuUi  (*). 

2*  II  nuovo  esempio  dello  Study  (cfr.  la  relativa  Note  gia  ci- 
tata)  si  riferisce  al  numero 

(I)  2  mm' +  wiji' +  »wV 

delle  intersezioni,  che  due  curve  f  c  f'  situate  sopra  un  cono  K 
di  2^  ordinc  hanno  fuori  del  vertice  O  del  cono  K,  essendo  7 
di  ordine  2m  +  |i,  f'  di  ordine  2m'  +  |i',  ed  O  un  punto  |iP*<>  per 
J,  fx'P'o  per  f . 

Per  mostrarc  come  tale  risultato  non  sia  contraddittorio  alia 
mia  modificazione  del  principio  della  conservazione  del  numero, 
bisognera  ricorrere  anzitutto  alia  definizione  di  curva  gobba 
nello  spazio,  pensandola  p.  es.  come  intersezione  completa,  o 
parziale,  di  due  superficie  e  nel  caso  deirintersezione  parziale 
tener  conto  della  parte  residua. 

Tenendo  conto  del  concetto  di  particolarizzazione  uniforme, 

si  supporra  -^  intero  ed  inoltre  che  f  risuiti  la  completa  inter- 
sezione di  K  con  una  superficie  4>,  eventualmente  anche  ridu- 
cibile,  di  ordine  m  +  v,  dove  e  v  =  -^,  e  che  in  O  ha  un  punto 

At 

vpK  Si  chiami  <Pi  una  superficie  costituita  da  m-f-v  piani  cui, 
(i)i,  ••.,  (Om+y,  dei  quali  coi,  coi,  ...,  is^m  ^^^  passano  per  O, 
(i>in4-i«  ci>m-fi»  •  •  •«  (Om-fv  ii^vece  vi  passano  senza  perb  toccare  f'; 
inoltre  per  maggior  semplicita  si  ammettera  che  nessuno  di 
questi  piani  ne  tocchi  ^'9  ne  passi  per  gli  altri  punti  multipli, 
che  y'  pub  avere  eventualmente  oltre  O.  Si  chiami  poi  E  il 
fascio  di  superficie  individuato  da  4>  e  4>i  e  Yi  1^  curva  com- 
pleta intersezione  di  K  con  4>i. 

Yariando  la  superficie  nel   fascio  E,   si  ottengono   sopra  K 


(M  1&  importante  osservare  che,  anche  toglieudo  la  restriiione  che  debba 
essere  uniformt  la  particolarizzazione  C  di  C,  pure  non  si  hanno  finora 
eaempi  contrarii  al  nuovo  enunciato  del  principio  della  conservazione  del 
numero.  Qiiesto  fatto  sebbene  non  sia  stato  finora  notato,  pure  risulta  iro- 
plicitamente  evidente,  rispetto  ai  noti  eseinpi  dello  Study  e  del  Kohn,  dal 
%  2  della  oitata  mia  Nota  ed  in  parte  da  quella  dello  Sturm  ;  per  il  nuovo 
esempio  dello  Study  si  veda  il  §  2  della  presente  Nota.  Questa  restrizione 
della  particolarizzazione  uniforme  h  per6  nectssama  per  la  dimostrazione 
del  dctto  mio  enunciate  del  principio  della  conservazione  del  numero. 

La  semplificazionc  poi  introdotta  sopra  nel  de6nire  la  particolarizza- 
aioue  uniforme  dipende  dairaver  supposto  algebrico  il  campo  £. 
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delle  curve  di  ordine  2m-|-i^«  in  modo  che,  detto  C  il  numero 
dei  punti  coniuni  a  f  e  y'  fuori  di  O,  C  il  numero  dei  punti 
comuni  a  71  e  f'  fuori  di  O,  risulti  CJ  una  particolarizzazione 
unirorme  di  C(').  Tenendo  conto  di  tulti  gli  enti  introdotti  nel 
definire  C,  si  dovra  decomporre  questa  condizione  nelle  C'o* 
C|,  ...,  Cm-f-v— I,  ove  C',(i  =  0,  1,  ...,  m  +  v— 1)  indica  il 
numero  dei  punti  comuni  a  f'  e  alia  conica  sezione  di  K  con 
(i)i.|-i,  i  quali  non  cadono  in  O.  Quindi  in  questo  caso  vale  il 
principio  della  conservazione  del  numero  sotto  la  forma  sopra 
cnunciata,  essendo  aos-ai  =  . . .  «^fl»_l_v— 1=  1. 

Ora  per  brevita  qui  ed  in  seguito,  essendo  f,  fi,  ft^  ecc. 
delle  curve,  si  converrSi,  che  i  simboli 

T+T. 
T  +  T*  +  T«^ 

ecc. 

significhino  rispettivamente  le  curve  costituite 

da  Y  e  Yi , 
da  Y,  T4  c  Y2  , 

da  -Ji  e  fa , 
ecc. 

Essendo  sempre  |i  pari,  quando  y  non  si  puo  pensare  come 

completa  intersezione  di  K  con  un'ajtra  superficie,  allora  e  pos- 

sibile  in  infiniti  modi  costruire  una  curva  Yi  di  ordine  2mi-|-2vi, 

dove  mi  e  vi  sono  interi  convenienti,  in  modo  che 

V  O  sia  un  punto  2viP'®  per  la  y«» 

*2®  Yi  risulti  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  super- 

ficie,  che  ha  in  O  un  punto  v^p***, 
3®  la  curva  Y  +  Y*  risulti  una  curva  completa  intersezione  di  K 
con  un'altra  superficie,  che  in  O  ha  un  punto  (v4-vi)p^<>(*). 
Da  questa  osservazione   segue   subito  la   (1),   purch^  [i  sia 


(^)  Non  occorre  ricordare  che  il  coucette  di  numero  ^  an  caso  partioo- 
lare  di  quelle  di  condizione. 

0  Bench^  sia  questione  molto  facile,  pure  si  esporr^  un  metodo  ele- 
mentare  per  costruire  una  curva  T|  soddisfacente  alle  dette  condiiioni. 

Si  definisca  come  operazione  T  sopra  una  curva  T  giacente  sul  cono  di 
2.^  ordine  K  la  seguente : 
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pari,  anche  qiiando  y  non  e  completa  intersezione  di  K  con 
un'altra  superficie. 

Quando  poi  /x  k  di^pari,  basta  considerare  la  7  +  ^,  essendo  g 
una  generatrice  del  cono  K,  la  quale  taglia  y'  (fuori  di  O)  in 
m'  punti  distinti,  e  mediante  il  risultato  relativo  a  |i  pari  si 
otterra  subito  la  (1)  anche  per  |i  dispari. 

Non  sara  inutile  discutere  il  concetto  di  diminuzione  prodotta 
dal  punto  O  sul  numero  delle  intersezioni  delle  due  curve  y«  ^ 
giacenti  sul  cono  K.   Si  designi  per  brevita  con  D  (7,  y')  tale 
diminuzione  prodotta  dal  punto  O. 
•    Se  almeno  una  delle  due  curve  f,  y'  e  completa  intersezione 

di  K  con  un'altra  superficie,  segue:  D{'fy'{')  =  —  \L\i'\  ed  anche 

quando  non  e  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  super- 
ficie ne  Y  ne  y'«  nia  perb  h  pari  almeno  uno  dei  due  inter!  (i,  )i\ 

segue  pure :  D  (y,  y')  =  y  |A|a'  (*). 

Quando  |jl,  fi'  sono  entrambi  dispari,  sia  p.  es.  Yo  un'altra 
curva  giacente  sopra  K«  che  ha  in  O  un  punto  |jlP'^,  dotata 
dcgli  stessi  caratteri  proiettivi  di  y  ^  non  avente  nessuna  rela- 
zione  di  contatto  con  y»  «  si  convenga  di  definirc  D(y,  yO  = 

=  Y D  (y  +  Yo>  T').  ne  segue :  D  (y.  y')  =  y  1^1^'  (*)• 


Da  an  punto  non  singolare  di  7  si  proietta  T  stessa  e  si  trova  la  residua 
intersezione  di  questo  cono  con  K. 

Si  chiami  poi  RT  la  residua  intersezione  ott«nuta. 

Se  RT  non  si  pu6  ottenere  come  completa  intersezione  di  K  con  un'altra 
superficie,  si  eseguisca  sopra  RT  roperazione'  T,  onde  si  ottiene  una  nuova 
curva  RRT,  che  si  designer^  sempl icemen te  con  R^T.  Se  R^  non  si  pu6 
ottenere  come  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  superficie,  si  ese- 
guisca ancora  roperazione  T;  e  cosi  si  proceda,  finch^  si  giunga  ad  una 
curva  R'T  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  superficie  avente  in  O 
an  punto  vplo. 

Segue  che  t  non  supera  m  e  che  si  pu6  pensare  come  Ti  la  curva 
BT  -f- R'T  4-  •  •  •  -{-  ^^  completa  intersezione  di  K  con  una  superficie  di 

ordine  (m  -j-  v)  <  —  -^  <  (^  -j-  ^ )  ®  ^^^  ^^  i^  ^  ^^  punto  v^plo. 

(^)  Infatti  se  per  fissare  le  idee  u.  k  pari,  basta  pensare  che  si  pu6  defi- 
nire  D(T,T')  come  la  difl^erenza  D  (T -h  T,,T')  —  D(Ti,r),  dove  T,  k  una 
curva  che  si  comporta  rispetto  a  T  nel  modo  esposto  sopra,  cio^,  confron- 
tando  la  nota  precedente,  una  curva  Ti  6  la  RT  +  R^T  +  •  •  •  +  R^T, 

(2)  Nelle  questioni  di  limite  si  deve  scmpre  usare  una  stessa  definizione 
per  evitare  paradossi.  Cosi  p.  es.  essendo  (jl,  (jl',  r  interi  dispari.  dette  ^|, 
9ii  • '  '1  9r  delle  generatrici  del  cono  K  che  tagliano  T',  fuori  di  O,  in  m* 
punti  distinti,  si  potrebbe  pensare  D  (T,  T')  come  la  differenza 

» 0  +  9^  +9t+- ■  -+9^ V)  - D (,,  +j,,  +.  ..  +  gr, V)  = 

=  Da+^l+^»  +  -.+^r,T')-D(?i.T')-D(^ftT')-...-D(yr,T')' 
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La  convenzione  introdatta  per  |i,  \i'  ehtrambi  dispari  non 
contraddice  alia  definizione  relativa  al  caso,  in  cui  una  delle 
due  curve  -(,  7'  sia  completa  intersezione  di  K  con  un'altra  su- 
perRcie,  ma  introduce  numeH  fraUi{^).  Dunque  si  deve  pen* 
sare  alia  possibilita  di  definire  tale  concetto  di  diminuzione  ed 
esaminare  quali  nuove  convenzioni  si  debbano  fare  (cfr.  per  un 
altro  esempio  analogo  il  seguente  §  3). 

Ora  in  fine  si  mostrera.  come,  senza  tener  alcun  conto  della 
restrizione  che  la  parlicolarizzazione  debba  essere  uniforme,  si 
possa  applicare  la  mia  modificazione  del  principio  della  con- 
servazione  del  numero  a  questo  esempio  dello  Study. 

Si  considerino  le  due  curve  f,  y'  definite  sopra,  e  non  si 
faccia  alcuna  ipotesi  sulla  parita,  o  disparita  di  |jl,  (i\  Si  spezzi 
p.  es.  Y  in  2iii  +  |i  gencratrici  ^i,  ^,  . . . ,  g^-\-^  del  cono  K, 
tali  che  ciascuna  di  esse  tagli  y'*  Tuori  di  O,  in  m'  punti  di- 
stinti.  I  punti  comuni  alle  gi{i==\,  2,  . . . ,  2m -f  i^)  e  a  -(  si  dis- 
tribuiscono  anzitutto  nelle  seguenti  4i7i-f~2|Ji  class!  L|,  Ls,  . . . , 
Lim^^SfA,  ove  L,(t=  1,  2,  . . .  ,  2m  +  |i)  indica  la  classe  costituita 
dai  punti  fuori  di  O  comuni  alia  gi  e  a  f',  e  L,(i  =  2m4-|i+  1| 
2m  4"  |i  +  2,  . . . ,  4i»H-  2|i)  la  classe  costituita  dal  punto  O  pen- 
sato  come  intersezione  di  ^i_2,n_^  e  di  7'.  Per  Tapplicabilita 
della  mia  modificazione  del  principio  della  conservazione  del 
numero,  detto  C',(i  =  0;  1,  ...,  4wi  +  2|i — 1)  il  numero  dei 
punti  distinti  appartenenti  alia  classe  L/^4,  si  ponga  ai=\ 
(t  =  0,  1,  .. . ,  2m  +  |i— I)  e  degli  altri  coefficienti  £ii(i«=2i»  +  |A. 
2wi  +  |x  +  1 ,  . . . ,  4m  +  2|i  —  1)  se  ne  prendano  m  uguali  a  [i'  ed 
i  rimanenti  m  +  |i  uguali  a  zero  (*). 

Quindi  questo  nuovo  esempio  dello  Study  non  contraddice 
la  nostra  modificazione  del  principio  della  conservazione  del 
numero,  anche  quando  non  si  icnga  conto  della  restrizione, 
che  la  particolarizzazione  debba  essere  uniforme  (^. 


cio^ 

risuUato  che  dipende  da  r. 

Per  spiegare  auesto  paradosso  si  pensi  che  la  definizione  D  (g^  V)  =  u/ 
(t  =  1,  2,  • . ,  r)  e  incompatibile  con  quella  usata  sopra  per  D  (T,  T ),  qaanao 
T,  oppure  T',  sia  completa  intersezione  di  K  con  un  altra  superficie. 

(1)  In  questo  caso  i  detti  numeri  fratti  hanno  per  denominatore  2,  ma 
si  possono  subito  costruire  esempi  analoghi  di  numeri  fratti  col  denomina- 
tore n,  numero  intero  qualunaue.  Si  osservi  poi  che,  partendo  da  quetti 
esempi,  si  potrcbbe  benissimo  mtrodurre  il  concetto  di  numero  fiwswnario 
uella  Geometria  numerativa. 

(')  Ed  ^  ancora  importante  osservare,  come  non  sia  stato  necessario 
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3.  LfC  scarse  cognizioni  attuali  sulla  geometria  proiettiva  delle 
curve  algebriche  iperspaziali  e  le  condizioni  restrittive  della 
mia  modificazione  del  principio  dclia  conservazione  del  numero 
non  permettono  di  poteria  applicare  al  problema  del  numero 
degli  spazi  plurisecanti  una  data  curva  algebrica.  Per  tale  que- 
stione  occorre  tener  conto  delKimportante  concetto  di  condizioue 
introdotto  dallo  Schubi£rt.  In  virtii  di  questo  concetto  si  dovi4i 
risolvere  invece  del  detto  problema  il  seguente  piCi  generate: 

Tratformare  in  una  somma  di  condizioni  carat Unsliche  la  con- 
dizione  imposta  ad  uno  spazio  [s]  di  secare  i  volte  una  data  curva 
priva  di  punii  singolari,  di  ordine  m  e  di  genere  p,  giacenie  in 
uno  spazio  [h]  (*). 

Come  risultera  dalla  mia  Memoria  citata,  bastera  ti*asformare 
la  detta  condizione  di  plurisecazione,  quando  sia  s>i —  1,  ed  A 
sufficieniemente  grande;  e  siccome  in  tale  ipotesi  ^  funzione  solo 
di  m,  p^  i  e  non  dipende  da  «  e  da  A,  si  potra  designare  questa 
condizione  p.  es.  semplicemente  col  simbolo  (m,  p\  f). 

Essendo  ?Cjt(^=  1,  2,  .. . ,  t)  la  condizione  imposta  ad  uno 
spazio  [s]  di  tagliare  un  dato  [k]  secondo  un  f^—  IJ*  seguendo 
un  metodo  di  degenerazione  ho  stabilito  nella  detta  mia  Me- 
moria le  due  formole  ricorrenli 

(2)  (m,  p\  t)  =  (m—  I,  p\  i)  +  (m  —  2,  p;  i  —  1)7C|  +  • . .  + 

-^im  —  i.p',  l)7r,-i  +  7Ci, 

(3)  (m,/>;i")  =  (m-2,/?;t)  +  2.(iii-3,/?-l;t-l)ici  +  ...+ 

+  t.(iii  — I— 1  ,/)— 1;  l)7:i-i  +  (t*+l)-iCi 

(ove  p>0), 

le  quali  risolvono  completamente  la  questione  sopra  enunciata. 
Sebbene  le  restrizioni  imposte  alia  mia  modificazione  del 
principio  della  conservazione  del  numero  non  permcttano  di 
dimostrare  il  concetto  di  limite  usato  in  questo  metodo  di  de- 
generazione, pure  si  deve  osservare  die  nella  mia  Memoria  si 
dimostra  analiticamente   la  (2),   quando  p  =  0,   si  studiano   le 


suddividere  le  condizioni  C't  (t  =  0,  1,  . . .,  4m  +  2(jl  — >  1),  tenendo  conto 
di  tutti  gli  enti  introdotti  nel  de6nire  la  particolarizzazione  (p*  es.  non  si 
h  tenuto  conto  dei  rami  che  V  ha  in  O). 

(1)  Eyidentemente  e  8<^d  —  1,  h<dj  chiamando  [d]  lo  spazio  fonda- 
mentole. 
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mutue  relazioni  tra  il  delto  metodo  di  degenerazione  ed  il  me* 
todo  funzionale  associato  al  calcolo  simbolico  dello  Schobebt,  e 
inoltre  si  dimostra,  come  il  sulo  metodo  funzionale,  associato 
al  calcolo  simbolico  dello  Schubebt,  dia  luogo  alle  stesse  for- 
mole  ricorrenti  (2),  (3),  Osservando  poi  che  la  (2)  per p<0  h 
conseguenza  della  (3)  e  della  (2)  stessa  per  p  =  0,  sara  lecito 
non  dubitare  dell'esattezza  delle  dette  formole  ricorrenti. 

Hispetto  al  problema  particolare  del  numero  degli  spazf,  che 
plurisecano  una  curva  generica  di  ordine  m  e  di  genere  p,  non 
solo  non  esisteva  finora  un  procedimento,  che  permettesse  di 
risolvei^  i  singoli  casi  numerici,  ma  i  metodi  usali  erano  ineifi- 
caci  per  giungere  a  tale  procedimento,  perche  non  si  faceva 
uso  ne  del  concetto  di  condizione  introdotto  dallo  Sghubkbt,  ne 
dal  calcolo  simbolico  dello  Schubebt. 

Rispetto  al  meiodo  dello  spezzamenlo  tottzle,  che  consiste  nel 
sostiluire  ad  una  curva  priva  di  punti  singolari  di  ordine  m  e  di 
genere  p  un  sistema  connesso  di  m  rette  in  posizione  generica  con 
p  -{-  m  -[-  1  intersezioni  semplici,  si  dimostra  subito  la  seguente 
proposizione : 

Nel/e  trasformazioni  della  condizione  imposla  ad  uno  spazio  [s] 
di  plurisecare  una  curva  priva  di  punti  singolari  dt  ordine  m  e 
genere  p  e  falso  applicare  il  metodo  dello  spezzamento  totale,  se 
fp>2. 

Infalti,  quando  h  p>2,  e  impossibile  costruire  un  sistema 
connesso  di  m  rette  con  p  +  m-{-l  intersezioni  semplici,  senza 
che  almeno  tre  di  queste  intersezioni  cadano  sopra  uno  stesso 
lato  del  poligono;  cioe  la  curva  cosl  spezzata  ammette  almeno 
una  trisecante. 

In  un  altro  Lavoro  poi  si  dimosti*era,  come  la  condizione  di- 
penda  non  solo  dal  numero  delle  trisecanti,  ma  anche  dalla 
posizione  delle  trisecanti.  Un  fatto  analogo  accade  pure  per  le 
curve  razionali  spezzate  in  rette.  Per  maggior  chiarezza  si 
spieghera  meglio  questo  fatto  per  le  curve  razionali  degeneri 
dotate  di  una  sola  trisecante. 

Si  consideri  un  poligono  gobbo  aperto  costituito  dalle  rette 
^4,  asi  . . . ,  dr^  tali  che  a  partire  dalla  seconda  inclusa  ognuna 
si  appoggia  alia  precedents  in  modo  che  r  sia  la  dimensione 
dello  spazio  congiungente  ^i,  a^,  ... ,  a^.  Sia  poi  b  una  retta 
appoggia ta  al  lato  ak{i=^2,  3,  ., . ,  r—  1)  in  un  punto  distinto 
dai  vertici  tfjt_|  a^,  akafg^i,  e  tale  che  risuiti  r  +  1  la  dimensione 
dello  spazio  congente  ai,  af,  ...,  a,.,  b.  L'insieme  delle  rette 
^i*  ai,  . . . «  ^ri  ^  costituisce  quindi  una  curva  razionale  nor- 
male  degenere  dello  spazio  [^+1],  la  quale  ammette|a&  come 
trisecante.  La  condizione  imposta  ad  uno  spazio  [s]  di  plurise- 
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care  la  curva  razionale  cosi  degenerata  dipende  dalla  posizione 
della  trisecante,  cioe  p.  es.  si  ottengono  risultati  diversi 

secondoche  la  trisecante  e  ai,  oppure  as,         se  r^  5, 

secondoche  la  trisecante  e  Ui,  03,  oppure  ^4,  se  r^  7, 

ecc. 

Dunqiie  nel  definire  il  concetto  di  diminuzione  prodotta  da 
una  trisecante  rispetto  alia  condizione  imposta  ad  uno  spazio 
di  plurisecare  una  curva  algebrica  bisogna  tenere  conto,  o  della 
posizione  della  trisecante,  oppure  delle  singolarita  inerenti  alia 
posizione  della  trisecante. 

La  risposta  si  trovera  in  un  seguente  Lavoro. 

Volendo  fare  qualche  passo  nello  studio  delle  curve  razio- 
nali,  sarebbe  utile  determinare  la  condizione  imposta  ad  uno 
spazio  di  plurisecare  una  curva  razionale  costituita  da  un  insieme 
connesso  di  m  rette,  avente  alcune  di  queste  come  rette  trise- 
canti,  quadrisecanti,  ecc.  Non  sara  difficile  applicare  il  calcolo 
simbolico  dello  Schubert  e  trasformare  questa  condizione  in  una 
somma  di  condizioni  caratteristiche,  pero  non  avverra  sempre  che 
queste  condizioni  caratteristiche  siano  tutte  della  stessa  dimensione. 

Questi  nuovi  risultati  sulla  teoria  delle  curve  dipendono  es- 
senzialmente  dall'uso  conveniente  del  calcolo  simbolico  dello 
Schubert  e  sarebbe  impossile  giungere  altrimenti  alle  stesse  con- 
seguenze. 

Rispetto  agli  altri  metodi  sopra  tali  questioni  per  le  curve  si 
ricordera  Timportante  Memoria  di  H.  G.  Zeuthbn,  Sur  les  singu- 
laritis  ordinaires  d'^une  courbe  gauche  et  d'une  surface  developpa- 
bUy  «Annali  di  Matematica  p.  ed  app.9  (2),  3,  1869,  pag.  175- 
217.  Per  estcndere  questo  metodo  dello  Zeuthen  alle  questioni 
analoghe  sulle  curve  degli  iperspazi  occorre  applicare  il  cal- 
colo simbolico  dello  Schubbrt.  Finch^  lo  spazio  fondamentale  \d] 
h  di  dimensione  piccola,  p.  es.  ^=4,  5,  6,  si  possono  benis- 
simo  evitare  il  calcolo  simbolico  dello  Schubert  ed  il  concetto 
di  condizione.  Infatti  in  questi  casi  non  si  vedc,  come  sia  ne- 
cessario  ricorrerre  alia  trasformazione  del  prodotto  di  due 
condizioni  caratteristiche  imposte  ad  uno  spazio,  perche  sem- 
plici  ragionamenti  geometrici,  o  qualche  applicazione  del  prin- 
cipio  di  corrispondenza  di  Chasles,  oppure-  note  Formole  di 
coincidenza  di  punti  o  di  spazi,  lasciano  sfuggire  la  sostanza  del 
problema  generate;  ma  nel  caso  generale  questi  procedimenti 
sono  inefficaci  anche  per  problemi  numerici.  Nella  citata  Me- 
moria dello  Zeuthen  si  considerano  poi  per  le  curve  dello  *spazio 
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ordinario  non  solo  problemi  di  plurisecazione,  di  contatto,  ma 
anche  question!  di  singolarita,  ricerche  importantissime,  che 
meriterebbero  di  essere  cstese  alle  curve  iperspaziali. 

Si  osservera  infine  come  il  calcolo  siii\bolico  dello  Schubert 
sia  slrettamente  collegato  alia  mia  modificazione  del  principio 
delle  conservazione  del  numero.  Questa  mia  modificazione  for- 
nisce  risultati,  die  si  giudicano  di  poca  utilita,  quando  si  pensa 
al  concetto  (particolare)  di  numero,  ma,  se  invece  si  pensa  al 
concetto  di  condizione,  questi  risultati  per  mezzo  del  calcolo 
simbolico  dello  Schubert  permettono  subito  di  trovare  proposi- 
zioni,  che  non  si  sanno  dimostrare  con  altri  metodi.  P.  es.  ris- 
petto  a!  problema  del  prodotto  di  piCi  condizioni  caratteristiche 
imposte  ad  uno  stesso  spazio  i  metodi  geometric!  (})  ordinarii 
si  presentano  deficient!,  ed  e  necessario  ricorrere,  o  al  metodo 
usato  in  una  mia  Memoria  (^),  oppure  ad  una  formola  dello 
Schubert  (^). 


(>)  Per  uno  studio  analitico  nel  caso  delle  rette  si  ricorder&  rimportante 
Nota  di  Max  Caspar,  Abzdhlungtn  bezUglich  des  Sirahh  im  n^dimennanalen 
Raum,  «Math.  AuDalenu,  59,  19(14. 

(2)  Risoluzione  del  probUma  degli  spazt  stcanti,  «Mem.  della  E-  Aec. 
delle  Scienze  di  Torino,  (2),  52,  1902. 

(3)  Gleicfiungen  twiscsien  Bedingungen  beitpecieller  Lage  linearer  BHumt, 
«Mittheilungen  der  Math.  Gesell.  in  Hamburgw,  4,  1908,  pag.  104.  Per 
questa  formola  dello  si  cfr.  pure  Tultima  pagina  del  |  della  mia  Nota:  La 
teoria  delle  formole  d'incidcnza  e  di  pasixione  ijaecialc  e  It  forme  binarie, 
«Atti  della  R.  Ace.  delle  Scienie  di  Torino*,  40, 1905. 


NOTAS  SOBRE  DUAS  CURVAS  ESPHERICAS  PARTICULARES 


POB 


F.  Gomes  Teixeira 


I 
Sobre  a  catenaria  cspherica 

A  catenaria  espherica  e  a  curva  de  equiiibrio  d'um  fio  pe- 
sado,  homogeneo,  flexivel  e  inextensivel,  coliocado  sobre  uma 
esphera  sobre  a  qual  p6de  escorregar  sem  attricto,  e  fixa  nas 
suas  extremidades  a  dois  pontos  da  esphera. 

Demonstra-se  em  Mecanica  (^)  que  esta  curva  p6de  ser  re- 
presentada  pel  as  equa9oes  seguintes,  referidas  a  eixos  orthogo- 
naes  que  passem  pelo  centro  da  esphera: 

Aa 

onde 

Z-(«-A)«(fl«-««)-A«  =  -(«3  +  A««-a«z-Aa«  +  A*). 

r  e  9  designando  as  coordenadas  polares  da  projeccao  do 
ponto  sobre  o  piano  a?y,  a  o  raio  da  esphera  e  A  e  A  duas 
constantes  arbitrarias. 

V^-se  pois  que,  em  geral,  o  calculo  de  cp  depende  das  Tunc- 


(■)  V6r,  por  exemplo,  Appell,  TraiU  dt  Micanigut,  torn,  i,  pag.  202. 
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cues  eliipticas.  A  expressao  de  cp  por  meio  d'estas  func9oe8  foi 
obtida  por  diversos  georaetra:*,  e  depende  do  logarithmo  d*uma 
funccao  duplamente  periodica  de  segunda  especie.  Apezar  d'isso, 
M.  Appbll  raostrou  que  se  podem  exprimir  as  coordenadas  x, 
y  e  z  por  meio  de  funcyoes  eliipticas  uniforines,  em  um  tra- 
baiho  notavei  publicado  no  BuUelin  de  la  Socieii  Mathemaiique 
de  France  (1885,  t.  xiii,  pag.  65).  E  d'esta  queslao  que  vanios 
occupar-nos,  para  obler  as  formulas  de  M.  Appell  por  meio  de 
uma  analyse  differente  da  que  foi  empregada  por  este  eminente 
geomelra. 

Representemos  por  a,  p,  y  ^  ^  ^^  raizes  da  equa9ao  Z  =  0,  e 
notemos  que  eslas  raizes  nao  podem  ser  todas  imaginarias.  Com 
effeilo,  se  estas  raizes  fossem  todas  imaginarias,  o  radical  que 
entra  na  formula  (1)  seria  imaginario,  qualquer  que  i&sse  o 
valor  de  z,  Supponhamos  pois  que  as  quantidades  a  e  P  sao 
reaes  e  ponhamos 

a  —  z 


Temos,  pondo  a  expressao  de  t/tp  debaixo  da  f6rma 

A^  r        dx dz        ] 

e  considerando  o  primeiro  termo  d'esta  egualdade, 

dx  dz 


{z  —  a)  \/z       (z  —  a)  v/(z_a)(z  — p)(z  — t)(«  — 8) 
K    r  dt  p-g ^ 1 


onde 


_  a  — a  _  g  — T    I    g— ^  (t  — g)(8  — «) 

««-p_a'      /'-p_T  +  p38-'       *"  (P-T)(P-8)  • 

K=-(p-Tr«(P-8r'^. 

Ponhamos  agora  /  =  /|  — -«-/?.   A  equacao  precedente  toma  a 
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(6rma. 


dz        _    2K   Vdtj       p  — g  dtj         "| 

onde 

^i«  ^  sendo  duas  constantes,  de  que  nao  e  necessario  escrever 
OS  valores. 

Introduzindo  agora  as  fuiiC9ocs  ellipticas  de  Weirstrass,  po- 
nhamos  /i  =  ptf  c  representemos  por  m  o  valor  que  u  toma 
quando  pu  =  a'i,  Yem 

(«  — «)v/Z^     «  — PL  ?—«    pw  — pwij 

Mas  («) 

pu  — pi^i        p'tti    L    ®0(w  +  tt|) 
Varaos  procurar  agora  o  valor  p't^i.  Para  isso  notemos  que 


hm— =  =  — — , 

r=av/Z  A. 


e  que,  por  outro  lado. 


H™  4=  =  .^Iim        ('+')' 


lim ■  = : ?rT  lini 


2K     (fli  +  1)^        2K(a-p) 


f      1 


a-P       P'**!  (?-«)^P'«« 


(>)  Veja-se  o  nosso   Cuno  de  Analyse  infinitesimal,   Calculo  integral, 
2.*  parte,  pag.  281. 
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logo 

1     _     (p— a)*t 
p^~  2AK(p-a)  • 
Portanto 


/      du        _    (P  —  g)*  I     r       g(«  — m)  I 

i  p«  -  p«i  ~  2  AK  (p  -  a)  1.  "^  a  (« + «,)  "^  ^^  '"' J  ' 


e  em  seguida 


f      dz  2K  f    f,      o(»-«i)  ,  „         1 


Do  mesmo  modo  se  deduz  a  egualdade 


f      dx  2K         t   r,      o(tf  — ttj)   ,  ^         n 


onde 


a  +  a  ,    1 


Logo 
onde 
Ao  niesmo  tempo 


X  = 


Temos  assim   as  duas  formulas  que  deterrainam  cp  e  z  em 
funccao  do  parametro  a, 

Eliminando  agora  a  —  a  enlre  as  equa9oes 

,_„=. __^ ,      p„,=  +_.^, 

p«--^/>+l 
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e  pondo  pu'  =  -^p  —  1  ,  vem 


3 


z  — a  = 


pu  —  ptt' 


ou,  applicando  unia  formula  fundamental  da  iheoria  das  func- 
9oes  elliplicas  (^), 

(p  —  a)  o*tt'     a  (f/i  +  tt)  0  {u\  —  u) 

2j  —  ^  ^u • 

Do  mesmo  modo 

(P  +  «)  0*tt'       0  (t'l  +  W)  0  («*4  —  «*) 

Mas 

e  portanlo,  allendendo  as  formulas  precedenles  e  a  formula  (2), 


Do  mesmo  modo 


Deduz-se  immediatamente  d'estas  formulas  as  cxpressoes  dc 
as  e  y  em  func^uo  uniforms  dc  u,  que  e  o  rcsultado  que  pre- 
tend iamos  obter. 

II 

Sobrc  as  curras  esphero-eyllndrleas 

Sabe-se  que  a  curva  inversa  de  uma  cyclica  espherica  e  outra 
cyclica  espherica.  £sla  proposicao  da  alguns  resultados  nota- 
veis  quando  sc  applica  as  curvas  que  rcsullam  da  interseccao 


(>)  Cur9o  de  Analyst,  Calctdo  integral,  2."  parte,  pag.  181. 
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d'uma  esphera  com  um  cylindro  de  revolu9ao.  Pode-se  repre- 
sentar  estas  iinhas  pelas  equa9oes 

«*  +  »*  +  «*  =  «*,       a*  +  (y  — i)*  =  ^*. 

ou,  iransportando  a  origem  das  coordenadas  ao  ponto  da  es- 
phera cujas  coordenadas  sao  (0,  a,  0), 

ir*  +  (y  +  <jr)*  +  2*  =  «*»       a5«  +  (y  +  a-A)«  =  c«. 

Appiicando  agora  a  estas  equac5es  a  transforina9ao  por  raios 
vec tores  reciprocos  definida  peias  equa9oes 

2aX  2aY  2aZ 

obt^em-se  duas  equa^oes  que,  pela  eliminacao  de  Y,  tomam  a 
r6nna 

Y  =  -a 

(1)  {  [(a-ft)«-c«J^X«  +  Z«)  +  2a«(«*  +  **-^*)>^' 

A  primeira  equacao  representa  um  piano,  que  passa  pelo 
centro  da  esphera,  e  e  perpendicular  ao  eixo  dos  y.  A  segunda, 
pondo 

toma  a  forma 

(X«  +  Z«  +  /«  +  A«  +  R«)«  =  4/«(X«  +  A«). 

Mudando  a  em  — a,  obtemse  uma  equacao  analoga,  corres- 
pondente  ao  caso  em  que  o  centro  de  inversao  tem  por  coor- 
denadas (0,  —a,  0). 

Logo  a  linha  inter sa  da  curva  que  resuUa  da  inter seccao  d^uma 
esphera  com  um  cylindro  de  revolucao  e  uma  espirica  de  Perseus  (^), 
quando  o  centro  de  inversao  estd  situado  soore  a  secfiio  recta  do 


(')  Veja-8c  sobre  osta  linha  o  noBso  Traitd  des  courbes  tpieialu  remar- 
qttables,  plaiies  tt  gauchtM,  Coimbre,  1908,  pag.  153. 

Vol.  IV  —  N.^  1  8 
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cylindro  que  pasiti  pelo  centra  da  esphera  e  sobre  a  recta  que  liga 
0  ceniro  d'esia  secrao  com  o  ceniro  da  esphera,  e  o  modulo  e  egual 

a  ay/a. 

No  caso  de  ser  [a  —  A)*  =  c*,  a  transformada  reduz-se  a  uma 
conica. 

Consideremos  ein  particular  o  caso  em  que  a  superficie  do 
cyUndro  passa  pelo  centro  da  esphera.  Temos  entao  i  =  c,  e  a 
curva  que  resulta  da  interseccao  das  duas  superficies  -e  uma 
cyclo-cylindrica,  A  equacao  precedente  reduz-se  e  seguinte: 

(2)  (24  -  a)  (X«  +  Z«)  =  2fl3  (X«  -  Z«)  +  a*  (a  +  U)  , 

que  representa  uma  oval  de  Cassini  (^). 

Logo  as  curvas  cyclo-cylindricas  sao  linhas  inversas  das  ovaes  de 
Cassini. 

No  caso  de  ser  24  =  a,  esta  equacao  reduz-se  a  de  uma  hy- 
perbole equiiatera.  No  caso  de  ser  a  =  —  26,  teraos  a  lemniscaia 
de  Bernoulu.  Nestes  casos  a  esphera  e  o  cylindro  sao  tangentes, 
e  a  linha  de  interseccao  e  a  curva  de  Viviani. 

A  equacao  polar  da  oval  de  Cassini  representada  pela  equa- 
cao (2)  6 

2aH 
rir%=  , 

20  +  a 


I     a^ 
e  a  distancia  dos  polos  ao  centro  e  egual  a  1/     .         . 

Como  consequencia  do  theoreina  que  vimos  de  demonstrar 
e  das  >propriedades  da  transformacao  por  raios  vectores  recipro- 
cos,  obtem-se  a  propriedade  seguinte  da  curva  cyclo-cylindrica: 

A  curva  iem  quatro  fdcos,  dots  colocados  sobre  o  piano  zy  e 
dots  sobre  o  piano  xy.  O  producio  das  distancias  de  um  ponto  da 
curva  aos  fdcos  sUuados  no  piano  zy  e  proporcional  ao  quadrado 
da  distancia  do  mesmo  ponto  ao  ponto  (0,  — a,  0).  Os  fdcos  si- 
tuados  no  piano  xy  e  o  ponto  (0,  a,  0)  gozam  de  uma  proprie- 
dade analoga. 

No  caso  de  o  cylindro  ser  tangentc  a  esphera,  mas  nao  passar 
pelo  centro,  temos  c  =  ai6,  onde  6>0,  e  a  equacao  (1)  re- 
duzyse  as  seguintes: 

b{y^'\'^^)^=a^{a-b)^*-a^b\}, 


(')  TraiU  dee  courbes,  etc.,  pag.  165. 


^^ 


A  curva  e  chamada  neste  caso  Inppopeda  de  Eudosso,  e  por- 
tanto  esla  curva  i  inverta  de  uma  lemniscaia  hjfperbolica  (^),  quanJo 
0  centra  de  inversao  e  diameiralmenie  opposto  ao  ponto  de  con- 
tacio  da  esphera  e  do  cylindro,  e  i  uma  hyperbole  quando  o  ceniro 
de  inversao  coincide  com  o  ponto  de  contacto  dae  duas  superficies. 

Demonstrou  M.  Newensglowski  nos  Annates  de  tj^cole  Normale 
Superieure  de  Paris  (1873,  pag.  148)  que  a  somma  e  a  diife- 
rcii^a  de  dois  arcos  eonveBientemeiite  escolhidba*  da  transfor- 
mada  de  uma  oval  de  Cassini  podem  ser  expressas  por  um 
integral  elliptico  de  terceira  especie.  Do  que  vimos  ae  dizer 
conclue-se  que  as  linhas  que  gozam  d'esta  propriedade  sao  as 
curvas  cyclo-cylimlricas. 


(1)  Lcc.  cit.y  pag.  185. 
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PRdDROMO  DA  FLORA  PORTUGUEZA 


POR 


GoNgALO  Sampaio 


Fam.  I  —  RANUNCULACEAE,  Juss. 


1.  CLEMATIS,  Rupp. 

1.  O.    vitic^lla^    Lin. —  Entre    Santarem    e   Tancos,    na 

*  margein  do  Tejo  (ex  Brolero  in  Fi.  lusit.  ii,  359). 

var.  campanifldra  (Brot.).  C.  campaniflora,  Brot.  in 
Fl.  iusit.  II,  359  et  in  Phyl.  lusit.  i,  198,  tab.  81. — 
Desde  o  Minho  e  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

2.  O.  fl^Uliiiiiila.9  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  358. — Al- 

garve. 

var.  mariiima  (Lin.);  Mari/.  in  Bol.  Soc.  Brot.  iv,  103. 
—  Algarve. 

3.  O.  vltAlba,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  358.  —  Desde  o 

Minho  e  Traz  dos   Montes   ao  Alemtcjo.  Vulg.    Cipd  do 
reinOy  Vide  branca. 

4.  C  cli*t*h^sa,  Lin.;  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iv,  102. 

• — Algarve  e  Baixo  Alcmlejo  littoral  (n.  v.). 
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2.  THALfCTRUM,  Tour. 

5.  nr.  AAvvLm^  Lin. 

mq,  glaaemn  (Desf.)  —  Th.  glaucum,  Desf.;  J.  Henriq. 
in  Exp.  sclent.  124;  Th.  flavum  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii, 
358.  —  Todo  o  paiz.  Yulg.  Thaliclro,  Ruibarbo  dos 
pobres. 

6.  nr.  mfnv&s,  Un.;  Mariz  in  Bol*  Soc.  Brot.  ii,  104. — 

Yiiia  Velha  do  R6dao,  Fonte  das  Yirtudes,  na  margem  do 
Tejo  (n.  v.). 

3.  ANEMONE,  Tour. 

7.  A.,  trit61iSL^  Lin.;  Mach.  in  Cat.  met.  3;  A.  albida,  Ma- 

riz, in  Bol.  Soc.  Brot.  iv,  101,  tab.  ii. — Desde  o  Minho 
ao  Douro  littoral. 

Brotero,  na  Fl.  lusit.  ii,  d62,  indica  a  A*  nemorosa  entre  Louzi 
e  Miranda  do  Corvo  e  outras  localidades  da  Beira.  Esta  especie,  por^m, 
n2o  tern  aparecido  modemamente  no  paiz,  sendo  provavel  que  a  cita^io 
do  no880  botanico  antes  se  refira  &  A,  trifdlia,  que  nfto  6  rara  ao  norte. 

8.  A.,  coron&ria,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  362. 

ra^.  cyanea  (Ris.)  —  Lisboa,    naturalisada    nas   vinhas. 
Vulg.  Anemona,  Anemola, 

9.  A.,  palm&ta.^  Lin.;  Brot.  in  FK  lusit.  u,  362.  —  Desde 

o  Douro  ao  Algarve. 


4.  AD6nLS,  Rupp. 

10.  A,  polym^rphus,  Zuin.;  A.  annua,  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,  376,  non  Mill.  Vulg.  Adonis,  Goia  de  sangue^ 
Olho  de  perdiz. 

ra^.  aatamnalls  (Lin.);  A.  baetica,  Mariz  in  Bol.  Soc. 

Brot.  IT,  100,  non  Coss.  r— Extremadura  e  Alemtejo. 
rac.    mlcroearpa  (DC);  A.  dentata,  Mariz  in   Boh 

Soc.  Brot.  IV,  100,  non  auct..  gall.  —  Desde  a  Extre- 

madura  ao  Algarve. 
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5.  RANl)NCULUS,  Tour. 

11.31.  tiricliopliyllruB,  Chaix.;  MarizinBol.  Soc.  BroU 
IT,  89;  R.  pantothrix,  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  375.  —  Extre- 
madura. 

ra^.  imaetotamfneiia  (Tausch.) — DesdeTraz  dos  Mon- 
ies ao  Alto  Aiemtejo. 

12.  R.  diversifSSliv&s,  Gilb.;  it.  aquatilis,  Lin.  in  sensu 

auct.  mult,  non  Brot.;  R.  peltatus,  Schrank.  —  Baixo 
Aiemtejo  (raro). 

13.  XI.  oonf\i8iifii,  Godr.;  R.  heterophyllus,  Brot.  in  FI. 

lusit.  II,  374;  R.  peltatus.  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iv,  87 
non  Schrank +  R.  pseudofluitans,  Mariz  non  Hiern.+ 
R.  Baudoti,  Mariz  non  Godr. 

rac.  Brot^rl,  Samp.  —  Desde  o  centro  ao  sul  do  paiz. 
ra9.  oecidentalls.  Samp. — Desde   o  Minho    ao    Al- 

garvc. 
ra9.  al^arvieiislsy  Samp.  —  Algarve. 
rac.  leontinenslB  (Freyn).  —  Baixo  Aiemtejo. 

14.  XI.  tripartitns,   DC;   Mach.   in  Cat.    met.,   4.t- 

Desde  o  Minho  a  Extremadura. 

« 

raf,  lositAnleiis  (Freyn);  R.  lusitanicus,  Freyn  in  Flora 
n.®  2.  —  Desde  a  Serra  d'Arga  a  Serra  da  Estrella. 

raf.  obtmlf6ltvft9  DC;  R.  hololeucus^  Lloyd;  Mach. 
in  Cat.  met.  4.  —  Desde  o  Minho  a  Serra  da  Estrella. 

Esta  espccie  e  a  precedente  apresentam  com  firequencia  formaa  ter- 
restres  e  aquaticas  mnito  distinctaa,  mas  completamente  instaveis  no 
mesmo  indiTiduo. 

15.  XI,  I^enorin&ndii,   Schuiu.;  Mariz  in  Bol.   Soc. 

Brot.  iv,  85;  R.  hederaceus,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  374. — 
Desde  o  Minho  ao  Aiemtejo. 

ra9.  latAiins  (Rev.)  —  Desde  o  Minho  ao  Aiemtejo. 

16.  It.,  ]ieder&cev&fii9  Lin.;  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iv, 

85.  —  Desde  as  Beiras  ao  Aiemtejo. 

var,  hamaophylius  (Ten.)  —  Douro  littoral. 
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17.  XI.  fkc&ricL^  Lin.;   Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  364.  Ficaria 

ranunculoides,  Roth.  •— Todo  o  paiz.  Vulg.  Ficaria,   Ce- 
lidonia  menor. 

var.  grandiflora  (Borb.)  —  Centro  e  sul. 

18.  n.  sceler&tiiS9  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  373. — 

Entre  Douro  e  Tejo.  Vulg.  Paialou  dos  vaUes^ 

19.  n.  opliioe^lossifiSliv&s,  Yill.;  Mach.  in  Cat.  met. 

7.  —  Desde  o  Minho  ao  Algarve. 

for.  pmillus  Beg.  — Norte. 

20.  n.   dicliotomifl^ras.  Lag.;  Mariz  in  Boi.   Soc« 

Brot.  IV,  95  —  Provincias  do  norte. 

var.  latifolius,  Freyn  in  Mariz,  ioc.  cit.  —  Cabeceiras 

de  Basto. 
var.  pdrvulus.  Samp,  in  excic.  —  Matosinhos. 

21.  R.  fl&minula,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  365. — De 

norte  a  sul  do  paiz.  Vulg.  Ranunculo  inflamaiorio, 

var.  serrdtm,  DC.  —  Norte. 

var.  angusiifoliusy  Walr. — Norte  a  sul. 

22.  R.  G^raminevtSy  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  365. — 

Alemtejo  e  Algarve. 

var.  luzulaefdliuSy  Bois.  —  Com  o  typo. 

23.'  n.  bv&pleuroides,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  365  et  in 
Phyt.  lusit.  I,  194,  tab.  79.  —  Desde  o  Minho  ao  Baixo- 
Alemtejo. 

24.  n.  bv&ll&tus,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  365. — Desde 

Coimbra  ao  Alemtejo.  Vulg.  Monia  do  ouidno. 

25.  n.  fla.l>ell&ta89  Desf. ;  R.  dimorphorhizus,  Brot.  in 

Phyt.  lusit.  II,  227,  tab.  180;  R.  chaerophyllus,  DC.  nOn 
Lin.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

var.  comdius.  Link. — Desde  a  Beira  ao  Alemtejo. 
var.   subpinndius,   Freyn  —  De  Traz  dos  Montes  ao 
Alemtejo. 


iO 


var.  flavescens,  Freyn.  —  De  Coimbra  ao  Algarve. 
var.  cAaerophyUotdes  (Jord.)  —  Do  Douro  ao  Alemtejo. 

26.  XI.  Henriqu^sil,  Freyn,  in  Flora  ijlui,  234  (an.  1880) 

et  Zur  Ken.  Art.  Gott.  Ran.  23,  tab.  n;  it.  rufubis,  Brot.? 
in  Fl.  lusit.  ii,  367. — Desde  o  Douro  a  Beira. 

27.  n.  gfregf&rius,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  369,  non  DC. 

nee.  Freyn.;  Samp,  in  Bui.  Soc.  Port.  So.  Nat.  i,  fasc.  2; 
R.  olysiponensis,  Pers. ;  R.  Holianus,  Rechb.;  R.  subor- 
biculatus,  Freyn.  —  Desde  o  Douro  ao  Alemtejo. 

var.  escurialensis  (Bois.  et  Reut.);  R*  escurialensis, 
Bois.  et  Reut.;  J.  Henriq.  in  Exp.  Scient.,  123. — 
De  Traz  dos  Montes  a  Beira. 

28.  n.  Iiigfi*6scen8,  Freyn,   in  Prod.  Fl.  Hip.  Willk  et 

Lge.  Ill,  921;  Willk.  in  III.  Fl.  Hisp.  28,  lab.  18.  — Desde 
o  Minho  a  Beira  (nas  altas  montanhas). 

29.  n.  bulb^sus,  Lin. 

rac.  Alleae  (Willk.);  R.  Alleae,  Willk.;  Mariz  in  Bol. 
Soc.  Brot.  IV,  97.  —  Desde  Braganca  ao  Alemtejo. 
var.  deniaius,  Freyn.  — Traz  dos  Montes  e  Beiras. 
var.  laciniatus,  Freyn.  —  Serra  de  Montesinho. 

30.  H.  Brot6ri,  Freyn  (an,  1880);  R.  adscendens,  Brot. 

in  Phyt.  lusit.  ii,  229,  tab.  181,  non  in  Fl.  lusit.  —  Desde 
a  Extremadura  ao  Algarve. 

var.  ^randifdlius,  Freyn.  —  Alemtejo  e  Algarve. 

31.  R.  adsic^ndens,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  370,  non  in 

Phyt.  lusit.  —  Todo  o  paiz. 

var.  margindtusy  Freyn.  —  Algarve. 
var.   galUcicus    (Frevn);    R.    occidentalis,    Freyn   in 
Prod.  Fl.  Hisp.  Willk.  et  Lge.  in,  931.  — Norte. 

Entre  os  R,  AUecie,  E  Broteri  e  R.  adscendens  ha  formas  arobiguas, 
cuja  claMifica92o  ^  um  pouco  arbitraria. 

32.  H.  ripens,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  366. — Todo  o 

paiz. 

for.  macf'opAyl/us,  Freyn.  —  Norte. 

Com  o  nome  de  Botdo  de  oiro  ^  frequentemente  cultivada  nos  jardins 
uma  variedade  d'esta  especie  com  flores  dobradas. 
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33.  R.  mnricAtxjLH^  Lin.;  Brot.  in  FI.  lusit.  ii,  373. 

var.  lusilanicus.   Samp.  —  Todo   o    paiz,.   Vulg.   Bu- 
galhd. 

34.  n.   arv^nsis,   Lin.;   Brot.   in    Fi.    iusit.    n,   373. — 

Quasi  todo  o  paiz. 

35.  XI.  s&rdoiis,  Crtz. 

rac.  trilobas  (Desf.);  R.  trilobus,  Desf.;  Mariz  in  BoK 
Soc.  Brot.  IV,  97;  R.  sardous,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n, 
371. — Todo  o  paiz. 

36.  XI.  parvifl^ras,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  371. — 

Desde  o  Minho  ao  Alemtejo. 

var.  subapelalus,  Gr.  —  Almeida. 

Nob  jardins  S  frequentemente  cultivado  o  R.  aslatlevfty  Lin.  com 
flores  dobradas  e  dc  cores  diveraas. 


6.  CALTHA,  Rupp. 

37.  O.  paltiLstris,    Lin.;   Brot.   in  Fl.   lusit.   u,   377. 
Desde  o  Minho  a  Beira. 

var.  cornuta  (Schot.)  —  Castro  Laboreiro. 


7.  HELLEBORUS.  Tour. 

38.  H.  fbetidtis,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  301.  —  Desde 

Traz  dos  Montes  ao  Alemtejo.  Vulg.  Erva  besieira,  Er9a 

dos  besCetros, 

8.  NIGELLA,  Tour. 

39.  IV.  damasc^na,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  334. — 

Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve.  Vulg.  Barbas  de  velho* 

for.  minor ^  Bois.  —  Sul,  com  o  typo. 

40.  IN*,  gf&llica,  Jord. 

var.   divaricdta.   Brand.;   N.   arvensis,   Brot.   in   Fl. 
lusit.  II,  334,  non  Lin.  —  Alto  Douro. 
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41.  !N.  liifiip&iiica.,  Lin.;  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  it,  106. 
Desde  o  Alemtejo  tin  Algarve. 


9.  AQUILEGU.  Tour. 

42.  A.,  vulgrdris,  Lin. 

1*89.  dichroa  (Freyn);  A.  dichroa,  Freyn  in  Flora 
(an.  1880);  A.  vulgaris,  Brot.  +  A.  viscosa,  Brot*  in 
FL  iusit.  II,  333.  — Norte  do  paiz. 

for.  Molleriana  (Borb.)  —  Serra  da  Estrella. 

10.  DELPHINIUM,  Tour. 

43.  r>.   cons^lida,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  Iusit.  11,   302. — 

Alemtejo  e  Algarve  (raro).  Vulg.  Esporas  bravas^  Consolda 
real  (n.  v.). 

44.  I>.  pub^scens,  DC. 

ra9.  Ii<Mic6sl  (Costa):  Rouy  et  Fouc.  in  Fl.  Fr.  i.  130. 
—  Extreinadum  e  Alemtejo.  (ex  P.  Cout.  in  litt.). 
Vulg.  Esporas  bravaSy  Consolda  real  (n.  v.). 

45.  I>.  AjAci»9  Lin.;   Brot.   in  Fl.   Iusit.  11,  302.  —  Culti- 

vado  e  subespontaneo  em  varias  iocalidades.  Vulg.  Espo- 
ras, Consolda  real, 

raf.  liljspaiiiciiiii  (Willk.);  J.  Henriq.  in  Exp.  Scient., 
124.  —  Beiras  (n.  v.). 

46.  r>.  peree^rfnum,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  Iusit.  n,  303. — 

Da  Beira  ao  Algarve.  Vulg.  Esporas  bravas. 

ra9.  lialteratiuii,  Sm.  et  Sibtli, 

var.   verdunense  (Balb.);    D.   cardiopetalum,   DC. — 

Norte  e  sui. 
var.  longipes  (Moris).  —  Centro  e  sul. 

47.  I>.  staphys&grria,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  Iusit.  11,  304. 

—  Desde   o   Alto   Douro   ao   Alemtejo.    Vulg.   Paparraz, 
Erva  piolheira. 

48.  D.  pentds^ynum,  Desf.  in  Fl.  At.  ub.  Ill;  Brot. 
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in  Phyt.  lusit.  fasc.  1.®  (edic.  an.  1800)  tab.  Tin. — Desde 
Coimbra  ao  Algarve. 

11.  ACONITUM,  Tour. 

49.  A,,  nap^llus,  Lin. 

rac.  Insitanlciun,  Rouy;  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  it, 
111;  A.  panicu latum,  Mach.  in  Cat.  met.  12,  non 
Lamk. — Traz  dos  Montes.  Vulg.  Aconito. 

12.  PCEONIA,  Tour. 

50.  P.   rndscula.  (Lin.)  Desf.;   P.  officinalis,  Brot.  in  Fl. 

lusit.  II,  299.  Vulg.  Peonia,  Rosa  albardeira, 

rac,  Insitanica  (Mill.);   P.   Broteri,  Bois.  et  Reut. — 

Desde  Traz  dos  iMontes  ao  Algarve. 
rac.  ovaUfoUa  (Bois.  et  Reut.);  P.   Broteri  y*  ovati'- 

folia,  Mariz  in  Bol.  Soc  Brot.  iv,  112.  —  Castello  de 

Vide. 

51.  P.  feminea.  (Lin.)  Desf. — Vulg.  Peonia. 

ra9.  liiinilllfi  (Retz.);  P.  microcarpa,  Bois.  et  Reut.; 
Mach.  in  Cat.  met.,  12;  P.  peregrina  y*  leiocarpa, 
Coss.  —  Ribeira  de  Niza  (n.  v.). 


Fam.  II  —  BERBERACEAE,  Lindley 

13.  BERBERIS,  Tour. 

52.  B.  vulgfdris,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  556.  —  Sub- 
espontanea  em  varias  localidades  do  norte.  Vulg.  Birbe- 
rts,  Uva  espim. 


Fam.  in  —  NYMPHEACEAE,  Salisb. 

14.  NYMPHAEA,  Tour. 

53.  IV.   dll>a,   Lin.;  Brot.  in  Fl.   lusit.  n,  288.  —  Do  Alto 
Minho  ao  Alemtejo.  Vulg.  G6lfo  bronco,  BoUira  branca. 
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15.  NUPHAB,  Sm.  et  Sibth. 

54.  N.  lliteiun  (Lin.)  Sm.  et  Sibth.;  Nymphaea  lutea, 
Lin;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  283.  —Do  Alto  Minho  ao  Alem- 
tejo.  Vulg.  Gdlfo  amarello,  Boleira  amareUa,  Figueira 
cTagua. 

▼ar.  punciatum,   Cout.  in  Bol,  Soc.  Brot.  x,  90.  — 
Coimbra  (S.  Facundo). 


Fam.  IV  — PAPAVERACEAE,  Juss. 


16.  PAPAVER,  Tour. 

55.  P.   somniferaiii,   Lin.;  Brot.   in  Fl.  lusit.  ii,  254. 

Vulg.  Papoila,  Dormidiira. 

ra^.  setifi^eniiii  (DC);   P.  Cout.  in  Bol.  Soc.   Brot. 

X,  48.  —  Varias   localidades,  desde  o  Douro  ao  Al- 

garve. 
ra9.   Itort^nse  (Huds.);  P.    somniferum   p.   glabrum, 

Bois.;   P.  Cout.   in  loc.  cit.  —  Cultivada  nos  jardins 

e  subcspontanea  ds  vezes. 
ra^.  offlcinale  (Gmel.);  P.  album,  Mill,  in  Die.  Jard. 

—  Pouco  cultivada. 

56.  P.  rliceas,  Lin.;  Brot.  in  Fl.   lusit.  ii,  253.  —  Quasi 

todo  o  paiz.  Vulg.  Papoila  dos  campos,  Papoila  das  searas» 

var.  ceredle  (Jord.)  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
var.  intermedium  (Beck.)  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
var.  caudatifdlium  (Timb.)  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
ra^.  strii^dfliuii  (Boen.);  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot. 
X,  45. — Do  Douro  a  Extremadura. 

57.  P.  dlibiuni,  Lin.;  Bn)t.  in  Fl.  lusit.  n,  253.  —  Quasi 

todo  o  paiz.  —  Vulg.  Papoila  longa, 

rac.  collinam  (Bog.)  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 
var.  LamoUei  (Bor.)  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
var.  modesium  (Jord.)  —  Do  Douro  ao  Algarve. 
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ra9.  Iiee6qiili  (Lamt.);   P.  Cout.   in  Bol.  Soc.   Brot. 
X,  48,  —  Arredores  de  Lisboa  (n.  v.). 

Eflta  especie  e  a  precedente  cruzam-Be,  quando  yivem  em  mistura, 
dando  origem  ao  hybrido  P«  dnbiimi  X  rlioeaSy  cujos  caraeteres 
sio  bastante  variaveis  de  indiyiduo  para  individuo. 

58.  P.   hispidum,   Lamk.;   P.  hybriduiu,  T.in.;  Brot.  in 

Fl.  lusit.  II,  253.  —  Desde  Traz  dos  Monies  ao  Algarve. 
Vulg.  Papoila  peUuda. 

59.  P.  argfeiii<iiie,  Lin.;  J.  Hcariq.  in  Exp.  Scient.  120. 

Desde  o  Douro  a  Beira  Baixa. 

var.  gldbrum,  Kock.  —  Douro  (rara). 

17.  GLAUCIUM,  Tour. 

60.  O.  fldvuLiiiy  CrU.  in  St.  Aust.  (an.  1769);  G.  luteum, 

Scop,  in  Fl.  Car,  ed.  2.^  (an.  1772).  Chelidoniuni  glau- 
cium,  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  255.  —  Costa  maritima, 
do  Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Papoila  pontuda, 

for.  vesliCum  (Lge.)  —  Aqui  e  ali. 
for.  giabraium  (Lge.)  —  Aqui  e  ali. 

61.  O.  coi*niciil&ti].iii  (Lin.)  Curt.;  Mach.  in  Cat.  met. 

125;  Chelidonium  corniculalum,  Lin. 

var.  phoeniceum  (Crtz)  —  Desde  o  Alto  Douro  ao  Al- 
garve. 

18.  CHELIDONIUM,  Tour. 

62.  O.  m^jvxSy  Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  255.  —  Desde  o 

Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Celidonia,  Ceruda,  Erva  ando- 
rinha. 


Fam.  V  —  FUMARUCEAE,  DC. 

19.  HYPECOUM,  Tour. 

63.  XX.  pi*octiLiiil>eiis,   Lin.;  Brot.  p.  p.  in  Fl.  lusit.  k, 
209.  —  Algarve,  nos  areacs  maritiinos. 

var.  giaucescens  (Guss.)  —  Algarve. 


46 


64.  H.  8Bqr&il6biuii9  Yiv.  in  Fl.  Lyb.  7,  ub.  3  (an.  I824)i 
H.  grandiflorum  Benth.  in  Cat.  Pyr.  (an.  1826);  Mariz  in 
Bol.  Soc.  Brot.  vii,  74.  —  De  Traz  dos  Moutes  ao  Algarve. 


20.  COBYDALIS,  Vent. 

65.  O.  c^vOy  (f  Jn.)  Schwg  et  Koert.;  Fumaria  bulbosa,  cava, 

Lin.;   Brot.   in   Fl.   lusit.  i,    590.  —  Serra  de  Rebordaos 
(Braganca). 

66.  O.    clavicnldta,   (Lin.)   DC;    Fumaria   elayiculata, 

Lin.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  591. — Desde  o  Minho  a  Serra 
da  Estrella. 


21.  PLATYCAPNOS,  Bernh. 

67.  P.    sptcdtus    (Lin.)   Bernh.;    Fumaria  spicata,    Lin.; 

Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  591. — De  Traz  dos  Montes  ao  Al- 
garve. 

22.  FUMARIA,  Tour. 

68.  F.  capi*eol&ta.9  Lin.;  Brot.  p.  p.  in  Fl.  lusit.  i,  591. 

—  Desde  o  Minho  ao  Algarve.  Vulg.  Fumaria,  Erva  mola- 
rinlia^  Erva  do  Menino  Jesus,  Calharinas  queimadas, 

var.  pallxdi(i6ra  (Jord.)  —  De  norle  a  sul. 
var.  specidsa  (Jord.)  —  Do  centro  a  sul. 

69.  F.   Iiiixi*d,ll8,   Sond.;   F.    media,   Ham,  non  Lois.;  F. 

capreolata  et  F.  officinalis,  Brot.  p.  p.  in  loc.  cit. ;  F.  ca- 
preolata,  p.  Bastardi,  Mach.  —  Todo  o  paiz.  Vulg.  Fuma- 
ria, Erva  molarinha^  Salta-sebes,  Mata-fogo,  Erva  do  Me- 
nino Jesus,  Catharinas  queimadas. 

var.  serotina  (Gus.);  F.  muralis,  p.  Bastardi,  P.  Cout. 

in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  63.  —  Do  Minho  ao  Algarve. 
var.  vdgans  (Jord.) ;  F.  muralis  y  Boraei,  P.  Cout.  in 

Bol.  Soc.  Brot.  x,  63. — Norte  a  sul. 

70.  F.  a.gfi:*dria.  Lag.;  Mach.  in  Cat.  met.  127;  F.  offici- 

naUs  Brot.  p.  p.  in  Fl.  lusit.  loc.  cit.  —  Desde  a  Extre- 
madura  ao  Algarve.  Vulg.  Fumaria  maior. 
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71.  F.  oiBcindliH,  Lin.;  Brot.  p.  p.  in  PI.  lusit.  ii,  590; 

Mach.  in  Cat.  Met.,  127. — De  Traz  dos  Montes  ao  Al- 
garve.  Vulg.  Fumaria,  Erva  molarinha. 

var.  media  (Lois.)  —  Centro  littoral  (n.  v.). 

72.  F.  iiiici*d,iitlici9   Lag.;  F.    densiflora,   DC.   (p.p.); 

P.  Cout.  in  BoL  Soc.  Brot.  x,  61.  —  Braganca.  Vulg.  Fu- 
maria  menor  (n.  v.). 

73.  F.  parvifl^ra,  Lamk.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  592. — 

De  Traz  dos  Monies  ao  A.lgarve.  Vulg.  Fumaria  menor, 

Ab  diyersas  especies  de  Famaria  cruzam-se  dSo  raras  vezes  entre 
Bj,  quando  vivem  junctas,  produzindo  formas  hybridas  muito  variadas. 
£  provavelmente  a  uma  d'estas  formas  que  pertence  a  planta  indicada 
com  o  nome  de  F.  segetalis  pelo  sr.  P.  Coutinho  do  «Boletim  da  Socie- 
dade  Broteriana*  z,  pag.  62. 


Fam.  VI  —  BBA88ICACEAE,  Undley 

23.  RAPHANUS,  Tour. 

74.  R.  silv68ter9  Lamk.;  R.  raphanistrum,  Lin.;  Brot.  in 

Fl.  lusit.  I,  574. — Centro  e  sul.  Vulg.  Saramago. 

microcarpiui  (Lge.);  R.  microcarpus,  Lge.;  Mariz  in 
Bol.  Soc.  Brot,  in,  73.  —  Todo  o  paiz. 

O  R«  Bativiis^  Lin.  (Rahantte)  6  bastante  cultivado  naa  hortas,  em 
duaa  yariedades. 

24.  BRASSICA,  Tour. 

75.  B.  sabuldria,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  fasc.  i  (edit.  1.^ 

an.  1800)  pag.  49,  Phyl.  lusit.  i,'  pag.  97,  tab.  43;  Sisym- 
brium Parra,  Lin.  (?);  B.  sabularia  +  B.  Tournefortii, 
Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  jii,  100-101.  —  Quasi  todo  o 
paiz.  Vulg.  Labresto. 

var.  papillaris,  Bois.  —  Cabo  Sines. 

var.  laevigata  (Lag.);  Brassica  laevigata,  Lag.-^Minho. 

76.  B.  ox.vrrtiina,  Coss.;  Willk.  et  Lge.  in  Prd.  Fl.  Hisp. 

ill,  855.  —  Littoral  do  sul  (n.  v.). 
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ra9.  nostali^ea*  Samp,  in  An.  Sc.  Nat.  x;  Sisym- 
brium Parra,  Lin.  (r).  Da  Exlremadura  ao  Alganre 
(littoral). 

77.  B.  clielrdiitiiS9  Vill.;  J.  Henriq.  in  Exp.  Scient.  120. 

—  Desde  o  Minho  ao  Alemtejo. 

rae.   monfihia  (DC);   Mariz  in  Bol.   Soc.  Brot.   iir, 

102.  —  Desde  o  Minho  a  Serra  da  Estrella. 
ra^.  pseadoemeastmiii  (Brot.);  B.   Pseudo-Enicas- 

trum,   Brot.   in   Fl.   lusit.  i,   581;   B.   Vaientina,   p. 

pseudoerucastrum,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iii,  101. 

—  De  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

78.  B.  Johnstoni,  Samp,  in  An.  Sc.  Nat.  x  (an.  1905); 

B.  Toumeforti  et  B.  cheirantiflora,  Johnston  in  Calend. 
portuen. ,  non  Gou.  nee  DC. — Areaes  maritimos,  no 
norte  e  centro  do  paiz. 

79.  B.  nigvet  (Lin.)  Koch.;  Sinapis  nigra,  Lin.;  Brot.  in  Fl. 

lusit.  I,  585.  —  Cultivada  e  subespontanea  em  muitas  lo- 
calidades.  Vulg.  Mostarda,  Mostarda  negra. 

80.  B.  sinapfstram,  Bois. ;  Sinapis  arvensis,  Lin.;  Brot. 

in  Fl.  lusit.  i,  184. — Desde  o  Minho  ao  Alfj^arve. 

var.  Schkuhriana  (Heich.);  Sinapsis  orientalis,  Brot. 
p.  p.  in  loc.  cit.  —  Extremadura  e  Alemtejo. 

81.  B.  d^lba.   (Lin.)  Bois.;   Sinapis  alba,   Lin.;    Brot.  in  Fl. 

lusit.  I,  585.  —  Cultivada  e  espontanea  em  varias  locali- 
dades,  de  norte  a  sul.  Vulg.  Mostarda  branca, 

S2o  cultivadas  em  todo  o  paiz,  com  differentes  ra^as  e  variedades,  a 
B«  olera<^a9  Lin.  fCouveJ,  a  B«  napus,  Lin.  (Nabo  e  Couve  na^ 
bi^J  e  a  B.  asperifoliay  Lamk.  (Nabo  e  Colza). 


25.   HIBSCHFELDIA,  Moench. 

82.  B.  incd^na.  (Lin.)  Lowe;  Sinapsis  incana,  Lin.;  Brot.  in 
Fl.  [lusit.  I,  585;  Erucastrum  incanum,  Koch,  Mariz  in 
Bol.  Soc.  Brot.  in,  103;  Hirschfeldia  adpressa,  Moench. 
—  Quasi  todo  o  paiz. 
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26.:  ERUCASTRUM,  Prfisl. 

83.  E.  obtu^dngfriliim  (Hall.)  Schleich.;  Brassica*  eru- 

castruih,  Lin.;  Sisymbrium  obtusangulum,  Hall.;  S.'eru- 
castrum,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  588.  —  Desde  o  Doiiro  ao 
Alemlejo. 

21.  DIPLOTAXIS,  DC. 

84.  I>.   erucoides    (Lin.)  DC;  Mach.    in  Cat.  met.  9, 

Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iii,  104.  —  Sctubal  (Troia). 

95.  !>..  tenuii^liai  (Lin.)  DC;  Mariz  in  BoL  Soe.'  Brot. 
Ill,  104;  Sisymbrium  tenuifolium,  Lin.  —  Setubal  {Troia). 

86.  D.  vimiiiea.  (Lin.)  DC;  Mach.  in  Cat.  met.  9;  Si- 

symbrium vimineum.  Lin.  —  Littoral  do  cehtro  e  sul. 

for.  confertifldra,  Willk.  —  Costa  maritima  do  centro« 
for,  inUgrifdlia^  Lge.  —  Arrcdores  de  Lisboa..; 

87.  I>.  virgfdta  (Cav.)  DC;  Mach.  in  Cat.  met.  9;  Sina- 

pis  virgata^  Cav.  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

rac.  vicenttna  (Welw.);  Diplotaxis  vicentina,-  Welw; 
in  herb.  Esc.  Polyt.  Lisb.  — Areaes  maritimos  do  sul. 

88.  ]I>.    catli6lic£i   (Lin.)   DC;    Sisymbrium  catholicum, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  587.  — Quasi  todo  o  paiz. 

var.  bipinnaiifida,  Kze. — Norte  a  sul. 

■  p 
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28.  ERIJCA,  Tour. 

89.  £2.   sa.tiva.   Mill.;   Brassica  eruca,   Lin.;   Brot.  in  Fl. 

lusit.  I,  581.  —  Margens  do  rio  Douro.  Vulg.  Eruca. 


29.  HESPERIS,  Tour.  .    : 

.J     -  •    . 

90.  H.  ia.cinidt^.  All.;  J.  Davenu  in  Bol.  Soc.  Brar.  Viir, 
GO.  —  Serra  de  Monte  Junto  (n.  v.). 
Vol.  IV  —  N.»  1  4 
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so.  MALCOLMIA,  R.  Br. 

91.  JM[.  parvifl^l^a,  DC;   Mach.   in   Cat.   met.   5. — 

Areaes  maritiraos,  desde  o  no  Minho  ao  Mondego. 

92.  T>.  maritinia.  (Lin.)  H.  Br.;  Chciranthus  marilimus, 

Lin.;  Hesperis  maritinia,  Lamk.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  576. 

—  Cultivada  nos  jardins  e  subespontanea  nos  areaes  ma- 
rilimos  do  centix). 

93.  "M..  litt^rea.  (Lin.)  R.  Br.;  Cheiraullius  littoreus,  Lin.; 

Hesperis  littorea,   Lamk.;  Brot.  p,  p.  in  Fl.  lusit.  i,  577. 

—  Areaes  maritimos  de  todo  o  paiz. 

for.  alyssoiiles  (DC).  — Norte  a  sul. 

for.  sinuata^  Rouy  et  Fouc.  —  Norte  a  sul. 

94.  "M..  pdtula.  (Lag.)  DC;  J.  Henriq.  in  Bol.  Soc.  Brot. 

II,  161;  M.  littorea,  van,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577. — 
Entre  Douro  e  Tejo,  nos  areaes  e  terrcnos  arenosos  do 
interior. 

95.  "M..  grracilima.  Samp,  in  (]at.  Ass.  Pyr.  (an.  1907). 

Distincta  da  prccedente  pela  raiz  perenne,  grossa,  eauli- 
forme,  pelos  ramos,  pediculos  e  fructos  mais  tenues« 
pelas  folhas  as  vezes  ovaes  e  trilobadas  e  pelas  se- 
mentes  orbiculai*es.  —  Areaes  maritimos  do  Baixo  Alem- 
tcjo. 

96.  "M..  Icic^ra.   (Lin.)  DC;    Cheirantlius   lacerus,  Lin.; 

Hesperis  lacera,  Lamk.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577.  —  Da 
Extremadura  ao  Algarvc,  nos  terrenos  arenosos  do  litto- 
ral. 

31.  MATHIOLA,  R.  Br. 

97.  IVf.  incdna.  (Lin.)  R.  Br.;  Chciranthus  incanus,  Lin.; 

Heperis  violaria,  Lamk.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577.  —  Cul- 
tivada e  espontanea  nos  terrenos,  muros  e  rochedos  da 
beira-mar.  Vulg.  Goiveiro, 
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98.  TM.  f^imoL&tCL  (Lin.)  U.  Br.;  Mariz  in  Bo).  Soc.  Brot. 

iir,  90.  CheifUnthus  sinualus,  Lin.  —  Areaes  marilimos. 

for.  glandtUdsa  (Vis.)  —  Norte  e  centro. 

99.  IMT.    triistits  (Lin.)   R. '  Br. ;  Clieit*aht^us  tristis,  Lin.; 

Hesperis  angustifolia,  Lanik.;  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577. — 
Desde  Traz  dos  Monies  ao  Alemtejo* 

for.  .glanduldsa.  Samp.  —  Douro  (com  o  typo). 

100.  IMC.  parvifldra.  (Scliomb.)  R.  Br.;  Mariz  in  Bol.  Soc. 
Brot.  Ill,  91 ;  Cheiranthus  parvidorus.  Schomb.  in  Schrad 
Journ.  iir,  369.  —  Algarve  (entrc  Louie  e  S.  Joao  dft 
Venda)  (n.  v.). 

Nos  jardins  cultiva-se  a  HI*  annua  (Lin.)  Savet.  vulgaimente  cha- 
mada  Q^aretUena. 


32.  CHEIRANTHUS,  Lin. ;  .     - 

101.  O.  fraticul^sns,  Lin.  —  Naturalisado  de  norte  a 

sul,  nos  muros  velhos  e  rochcdos  (raro).- 

rac.  clielrl  (Lin.);  Cheiranthus  cheiri,  Lin.;  Brot.  in 
Fl.  lusit.  I,  576.  —  Cultiva-se  nos  jardins  com  diffe- 
rentes  variedades^  Vulg.  Goiveiro  amarello. 

33.  ERYSIMUM,  Lin. 

102.  E.  Unif<iliuiii  (Pers.)  Gay.;  Mach.  in  Cat.  met.,  27. 

Chiranthus  linifolius,  Pers.  —  Desde  Traz  dos  Monies  a 
Serra  da  Estrclia. 

103.  13.   can^scen^ii,    Rolh.;    E.   vit*gatuih,   Brot.   in   Fl. 

lusil.  I,  575,  non  Rolh.;  E.  australe,  Gay,  J.  Henriq.  in 
Exp.  Scient.  119.  —  Scrra  da  Estrclia,  Beira  Baixa. 

104.  E:.    ochrol^ucum,  DC.  in  Fl.   de  Fr.  iv,  658; 

J.   Henriq.    in  Exp.   Scient.    119. —  Serra   da   Estrella 

(n.  v.). 


•  * 
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34.  RARBAREA,  Beck. 

105.  B.  vulgrdtritsi,    R.    Br.;    Erysimum   Barbarea,   Lin., 

Brot.  in  FI.  lusil.  i,  575.  —  Desde  o  Douro  a  Extrema- 
dura.  Vulg.  E^'va  de  Santa  Barbara. 

106.  B.  interni^clia,  Bor.;  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  in, 

91.  —  De  Traz  dos  Monies  a  Beira  Baixa. 

var.  pyrenaica  (Jord.);  B.  sicula,  p.  prostrata;  Mariz 
in  Bo].  Soc.  Brot.  vii,  73.  —  Traz  dos  Monies. 

107.  B.  prSBCOX  (Sin.)  R.  Br.;  Mach.  in  Cat.  met.  2. — 

Desde  o  Douro  ao  Alemtejo  (n.  v.). 


35.  SISYMBRIUM,  Tour. 

108.  S.  polycerdtium,  Lin.  Brou  in  FI.  lusit.  iii,  588. 

—  Exlremadura  (raro). 

109.  S.  I^a.gfdsca.e,   Amo,   Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iii, 

86,  —  Desde  o  Douro  ao  Alemtejo. 

for.  runcindium  (Lag.);  S.  runcinatuni,  Lag. — Desde 

o  Douro  ao  Alemtejo. 
for.  hirstUum  (Lag.);  S.  Iiirsutum,  Lag.  —  Com  o 

precedente. 

110.  S.  ofHcindle  (Lin.)  Scop.;  Erysimum  officinale,  Lin., 

Brot.   in  FI.   lusit.   i,   575.  —  Quasi  todo  o  paiz.  Vulg. 
Rinchao,  Erva  dos  cantor es, 

111.  S.  sdpliia^  Lin.,  Brot.  in  FI.  lusit.  r,  587.  — Traz  dos 

Monies  e  Douro. 

112.  S.   ari.stria.ciiiii,  Jacq.,   Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot. 

in,  87.  —  Enlrc  Minho  e  Douro. 

rac.  eryslmlfollniii  (Pour.).  -—  Margens  dos  rios  Mi^ 
nlio  e  Douro. 

113.  S.  irio,  Lin.,  Brot.  in  FI.  lusit.  i,  588.  —  De  Traz  dos 

Monies  ao  Algarve. 
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114.  S.  Ool1iiiina.e,  Jacq.,  Willk.  et  Lge.  in  Pr.  Fl.  Htsp. 
lir,  800. — Traz  dos  Montes. 


36.  ALLIARU,  Rupp. 

115.  A..   ofBcindlis,  Andrz.;    Hesperis   alliaria,   Lamk.; 

Brot.   in  Fl.   lusit.   i,   578. — De   Traz   dos   Montes  ao 
Alemtejo.  Vulgf.  Erva  aUieira.  .       .      \ 

37.  TURRf  riS,  Tour. 

116.  nr.  gl&brsL^  Lin.  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  578.— Desde  a 

Scrra  de  Rebordaos  a  Serra  da  Estrella. 


38.  ARABIS,  Lin. 

117.  A.,  thalidna.,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  570^  Steno- 

phragma.tbalianum,  Cel^  —  Desde  o  Minbo  ao  Alemtejo. 

118.  A..  piiiiia.tffida.,  Laink.;  Arabis  Boryi,  Bois.;  Mfichl 

in  Calen.  met.  3;  Braya  pinnatifida,  Koch,  J.  Henriq.  in 
Exp.  Sciet.,  1 1 9.  —  Do  Marao  a  Lousa  (altas  montanhas). 

119.  A.,    hirs^ta,    (Lin.)    Scop.;    Turritis   hirsuta,   Lin., 

Brot.   in   Fl.    lu^tit.    i,   578.  —  Desde  o  Minho  a  Beira 
Baixa. 

rac.  sa^ttata  (DC);  A.  sagittata,  DC,  Mariz  in  BoU 
Soc.  Brot.  Ill,  93.  —  Bussaco  (n.  v.). 

120.  A..  steiiocdi*pa,  Bois.  ct  Ueut.,  Mariz  in  Bol.  Soc. 

Brot.  Ill,  94.  —  Serra  de  Rebordaos  (n.  v.). 

121.  A.,  lusit&nica,  Bois.  in  Diag.  pi,  or.  nov.  m,  ir.  1, 

20.  —  Arredores  de  Lisboa. 

122.  A.,  inurdlis,  Bert. 

var.  sadina.  Samp.;  A.   muralis,   Mach.  in  Ca^ienl 
met.  3.  —  Entre  Tejo  e  Sado. 
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39.  CARDAMINE,  Tour. 

123.  C   pi*a.t6iiHisi9   Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.   i,   583. — 

Desde  o  Minho  a  Exlreinadura.  Vulg.  Carddmine. 

var.  Haynedna  (Welw,).  —  Norte  e  centro  (varias  lo- 
calidades). 

124.  O.  hirsAta,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusir.  i,  583. — Todo  o 

paiz.  Vulg,  Agriao  menor, 

rac.   sllvatlea  (Link.);   C.   silvatica,   Link.,  Mariz  in 
Bol.  Soc.  Brot.  in,  94.  —  Norte. 


40.  NASTURTIUM,  R.  Br. 

125.  N".  aquaticrun  (Lin.)  Walileuib.;  Sisymbrium  Nas 

turtiuin  aquaticum,  Lin.;  Sisymbrium  Nasturtium,  Brot. 
in  Fl.  lusit.  i,  587;  Nasturtium  officinale,  R.  Br. — 
Quasi  todo  o  paiz,  Vulg.  Agriao, 

for.  sit  folium  (Reich.).  —  Aqui  e  ali. 

126.  ^.   dsperuin   (Lois.)   Bois.;   Sisymbrium   asperum, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  588.  —  Desde  Traz  dos  Mon- 
ies a  B^ira. 

ra^.  Balssl^rl  (Coss.);  Nasturtium  Boissieri,  Coss., 
l\Iariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iii,  92. — De  Coimbra  a 
Extremadura. 

127.  N.  silv6stre  (Lin.)  R.  Br.,  Mach.  in  Calen.  met.,  2; 

Sisymbrium  silvestrc,  Lin.;  Roripa  silvestris.  Smith. — 
Desde  o  Douro  ao  Algarve. 

128.  W.  palliistre  (Poll.)  DC;  Sisymbrium  palustre,  Poll.; 

Roripa  palustris,  Bess. ;  Roripa  nasturlioides,  Spach.  — 
Margens  do  rio  Douro. 

41.  RORIf'A,  Scop. 

129.  "R.  ampliibia  (T<in.)  Bess.;  Camelina  aquatica,  Brot. 

in  Fl.  lusit.  t,  564 ;  Sisymbrium  amphibium,  Lin.  — 
Desde  Aveiix)  u  Extremadura. 
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130.  H.  pyrenaica.  (Lin.)  Spach.,  Mariz  in  Bol.  Soc. 

Brot.   viiy   74;   Sisymbrium  pyrenaicum,  Lin.  —  Desde 
Traz  dos  Monies  ao  Douro. 

42.  CA^MELfNA,  Crtz. 

131.  O.   8ilv6sti*iis,  Wallr.;   Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iii, 

84;   C.   saliva,   Brol.   in   Fl.  lusil,  i,   564,  non  Crlz. — 
Traz  dos  Monies  e  Douro.  Vulg.  Gergelim  basiardo. 

43.  LUNARIA,  Tour. 

132.  L.   i*ediviva9  Lin.,  Brol.  manuscr.  ex  Mariz  in  Bol. 

Soc.   Brot.   HI,   95;   Mach.  in  Calen.  met.  4.  —  Beira  e 
Algarve.  (n,  v.). 

133.  I^.   iiiodora.9   Larak.;   L.   annua,   Lin.;   L.   biennis, 

Moench.,   Mariz  in  Bol.  Soc.  Brol.  iii,  95. — Cultivada 
e  subespontanea  (Castello  Branco). 

44.  DRABA,  Lin. 

134.  D.  v^rnci,   Lin.,  Brot.  in  FL  lusit.  i,  559,  Erophila 

verna,  Mey, 

•  var.   leptophylla  (Rouy    et   Fouc.)  —  De   Traz   dos 
Monies  ao  Algarve. 

135.  D.  iimrdli89  Lin..  Brol.  in  Fi.  lusil.  i,  97.  —  Desde 

o  none  ao  cenlro  do  paiz. 

45.  ALYSSUM,  Lin. 

136.  A^.  cajnp^stre,  Lin. 

var.  colinum  (Brot.);  A.  cjlinum,  Brot.  in  Phyt. 
lusit.  If,  209,  tab.  180;  A.  montanum,  Brot.  in 
Fl.  lusit.  I,  558,  non  Lin.  —  Desde  Traz  dos 
Monies  ao  Algarve. 

137.  A.,  calj^ciniiiii,  Lin.,  Samp,  in  Not.  cril.  i,  10. — 

Traz  dos  IHiontes  e  Douro. 
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133.  A.,  liispidtiin.  Lose,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  iii; 
96,  —  De  Traz  dos  Monies  ao  Algarve. 

for.  granatense  (Bois.  et  Rent.).  —  Alemtejo, 

139.  A.,  alp^stre,  Lin. 

rac.  serpylllfdllaiii  (Dosf.);  A.  seq^yllirolium,  Desf.>, 
P.  Gout,  in  Bol.  Soc.  Brot.  ii,  162.  A.  alpestre, 
Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  577  non  Lin.  —  Braganca. 

140.  A..   ma.T'itiniV'iiii  (Lin.)  I^nik.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i, 

558;   Lobularia   mariiimum,  Dcsv.;   Clypeola   niaritima, 
Lin. — Do  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Acafate  de  prata, 

var.  densiflorum  (Lge.)  —  Areaes  maritinios  do  suL 

46.  COCnLEARIA,  Tour, 

141.  C   gflastif61ia,  Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  i,  571, — 

Cultivada  e  naturalisada  (Villa  Nova  de  Milfontes). 

NHo  existe  actualmento  nas  margens  do  rio  Douro,  perto  do  Porto, 
onde  Brotcro  a  indicou  como  subespontanca. 

142;  O.  'danica,  Lin.,  £.  Johnston  in  Rev.  Soc,  Inst,  do 
Port,  n."  2,  pag.  59  (an.  1881).  —  Costa  niaritinia  do 
norte  e  sul  do  paiz. 

L43.  O.  oliissipon^ni^is:,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  571  ;  C. 
pUsitla,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  i,  100,  tab.  21.  C.  acaulis, 
Desf. ;  lonopsidium  acaulc,  Rech. — Littoral  do  sul. 

A  designa^lo  binaria  mais  aiitiga  C.  acaulis.  Deaf.  6  impropria, 
porqae  a  planta  apreseDta  nio  rania  vczcb  um  caule  bastante  desen- 
volvido. 

47.  HUTCniNSIA,  R,  Br. 

144.  n.  peti*£ea  (Lin.)  R.  Br.,  Mariz  iu  Bol.  Soc.  Brot. 
Ill,  80;  Lepidiuni  pctraea,  Lin,.  Brot.  in  Fl.  lusit,  i,  560. 
—  Extreniadura  e  Alcmtcjo. 
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48.  CAPSELLA,  Medic. 


145.  O.  prodimbens  (Lin.)  Fries.,  Mach.  in  Calen.  met. 
10;  Lepidium  procumbens,  Lin.;  Hutchinsia  procum- 
bens,  Desv.  —  Algarve,  em  Faro  (n.  v.). 

•146.  O.  l>iii*sci-pcist<iritsi  (Lin.)  Moench.;  Thlaspi  bursa- 
pastoris,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lasit.  i,  568.  —  Norte,  nas 
regides  elevadas.  Vulg.  BoUa  de  pastor. 

raf.  mbeUa  (Reut.)  —  Abundante  em  todo  o  paiz,  de 
norte  a  si^l.  .,, 

A  X  C*  gri&cilifli^  01*611.  —  forma  esteril  que  resnlta  ^do  croza- 
inento  da  C.  buna-poMtoi^  typica  com  a  ra^a  rubdla  —  encontra-se 
frequentemente  em  mistura  com  os  prodnctores,  dob  eoncelhos  de  Bra- 
gao^a,  Montalegre,  TranooBO,  etc. 

*      •  • 

49.  THLASPI,  Tour. 

147.  T.  pex-fblidtuin,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  V  668. 

—  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Alemtejo.  '  ^•''  •'' 

148.  nr.  montdniuii,  ,Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  569. — 

No  norte  de  Traz  dO's  Montes  (n.  v.). 

♦      .  'I 

50.  TEESDALIA,  R.  Br. 

149.  nr.  lepidiuin,  DC;  Lepidium  nudicaule,  Lin.,  Brot. 

in  Fl.  lusit.  i,  566.  —  Desde  Trnz  dos  Montes  ao  Afgarve. 

150.  nr.  nudicAulisi  (Lin.)  R.  Br.;  Ib'eris  hudicaulis,  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  570;  Teesdalia  iberis,  DC.  —  Desde 
.  o  Mmho  a  Extremadura.  ».      .    :  * 


51.  IBERIS,  Lin. 

's  ■    ■ 

151.  I.  conf^rtay  Lag.,  Mach.  in  Calen.  met.,  13. — Serra 

da  Estrella,  nos  logares  altos. 

152.  I.   pectin&ta,9   Bois.  in  Diag.  pi.  nov.  i,  75;  Willk. 

el  Lge.  in  Prod.  Fl.   Hisp^  in,   768;  fleperis  Uirlula, 
Welw.  —  Baixo  Alemtejo  e  Algarv^, 
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153,  I.  oontrdcta,  Pers. 

rac.    elllolata  (DC);   I.  contracta  p.   ciliolala,   DC. 

in  Reg.  Veg.  ii^  405;  I.  Welwitschi,  Bois.  in  Diag. 

pi.  nov,  ser,  2.*  i,  39;  I.  linifolia  Brot,  in  Fl.  lusit. 

non  Lin.  —  Alemtejo  littoral, 
rac.  loflltanlea  (Jord.);   I.  contracta,   Mariz  in  Bol. 

See.   Brot.   iir,    77;    I.   Revnevalli,   Mariz?  in  Bol. 

Soc.   Brot.  VII,   73. — Traz  dos  Monies  e  Algarve. 

154.  I.   I^imitl,   Tin.;   I.  sempcrvirens,  Webb*  in  It.  hisp. 

77.  non  Lin.;  I.  Garrexiana,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot. 
Ill,  79;  I.  Tenoreana,  Mariz  p.  p.  in  loc.  cit.  non  DC. 
—  Costa  maritima  do  centro  e  sul. 

var.  Tenoreana  (DC);  I.  Tenoreana,  DC,  Mach. 
in  Calen.  met.  12,  Mariz  p.  p.  in  Bol.  Soc.  Brot., 
Ill,  78;  I.  procunibens,  Lge.,  Mariz  in  loc.  cit.  77. 

Com  a  dcsigna^io  popular  do  Aseemblnas  sfto  frequcntementc  calti- 
▼adas  no8  jardiDs  a  I.  nmbellata^  Lin.  e  a  !•  amara,  Lin.  Esta 
ultima  foi  lodicada  por  Brotero,  na  Fl.  lasit.  r,  569,  como  Bubespon* 
tanea  em  CoUarei . 


52.  LEPfDlUM,  Tour, 

155.  U.  sativum,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  576.  —  Cul- 

tivado  e  subespontanco  em  varias  localidades  do  centro 
e  sul.  Vulg.  Mastruco. 

156.  X^.   CCUiip6sti*e  (Lin.)  R.   Br.,   Mariz  in  Bol.  Soc. 

Brot.  Ill,  82.  —  Cascaes  (n.  v.). 

157.  L.   heterophyllum  (DC)  Benth.;   Thiaspi  he- 

terophyllum,  DC;  T.  canipestre,  Brot.  in  Fl.   lusit.  i, 
568,  non  Lin.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

fr.  canescens  (Or.  ct  God.)  —  Norte  e  sul. 

158.  L.  hfrtuiifi  (Lin.)  Smith.,  Rouv  et  Foucaud  in  Fl.  Fr, 

If,  81;  Thiaspi  hirtum,  Lin.  (n.  v.). 

* 

159.  L.  latifolium,   Lin.,   Brot.   in  Fl.  lusit.  i,   567.— 

Quasi  todo  o  paiz.  Vulg.  Erva  pUnenleira,  Erva  serra. 
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160.  U.   gframinU^liiun,   Lin.,  Mach.  in  Calen.  met., 

11.  —  Centro  do  paiz. 

161.  X^.  iniderdle,  Lin. — Beira  Alta  (Santa  Comba  Dao, 

Celorico  da  tieira,  etc.). 

162.  L.   vii*8f£iiiciiiii,   Lin.;  L.  majus,  Darracq.  —  Natu- 

ralisado  em  varias  localidades  do  norte  e  centro. 

468.  U;   di^dba,  Lin.,   Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  567.  —  Desde 
o  Douro  a  Extremadura.  Vulg.  Erva  fome. 

53.  fSATIS,  Tour. 

164.  I.  fgl&.VLti€L^  Willd.;  I.  lusitanica,  Brot.  in  Fl.  liisit.  i, 

560,  non  Lin.;  I.  platyloba,  Link  ex  Mariz  in  Bol,  Soc. 
Brot.  IK,  76.  —  Margens  do  rio  Douro. 

54.  CALEPfNA,  Adans. 

165.  O.  Oorvini  (AH.)  Desv.;  Crambe  Girvini,  All.;  Mya- 

grum  iberioides,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  fasc.  i,  edi9.  1.*, 
pag.  47;  Phyt.  lusit.  i,  75,  tab.  42.  — De  Traz  dos 
Montes  ao  Algarve. 


55.  NESLIA,  Desv. 

166.  iN*.  paniculdta.  (Lin.)  Desv.,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.     • 
Brot.  II,   161;    Myagrum  paniculatum,  Lin.  —  Traz  dos 
Montes  e  Beira. 


56.  BISCUTELLA,  Lin. 

167.  T3.  va.ridbilis9  Lois.;  B.  laevigata,  Lin.  p.  p.,  Brot. 
in   Fl.   lusit.   i,    573;   B.   laevigata  p.  dentata,  Mariz  in 

Bol.  Soc.  Brot.  in,  77.  —  Desde  o  Doui*o  ao  Algarve. 

» 

var.  coronopifdlia  (Lin.);  Biscutella  laevigata  f  am- 
bigua,  Mariz  in  loc.  cit.;  B.  laevigata,  subesp. 
coronopifolia  +  subesp.  lima,   Rouy  et  Foucaud 
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fn  f  I.  Fr.  iti.  — Desde  o  MinKo  e  Douro  a  Extra- 
madura. 
var.  macrocdrpa.  Samp,  in  herb.  Ac.  Polyt.  Port.  — 
Siliculas  com   16-18  milimetros  de  largo;  folhak 
muito  profundamente  denteadas. —  Desde  o  Alem- 

tejo  ao  Algane. 

. » 

168.  B.  anriculutA,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  573; 
Jondraba  sulphurea,  Medik.  —  Centro  e  sul  do  paiz. 

for,  erigeri folia  (DC.) \  Bisc.  crigerifolia,  DC. — 'Em 
.mistura  com  o  typo. 

57. .  CORQNOPUS,  Rupp. 

.169.  C  didymus  (Lin.)  Smith.;  Lepidium  didymus,  Lin.; 
Senebiera  didyma,  Pers.,  Macb.  in  Calen.  met.,  10; 
Senebiera  pinna tifida,  DC.  —  Quasi  todo  o  paiz, 

170.  O.  proctimbenis,  Gilib.;  C.  Ruellii,  All.,  Rrot.  in 

Fl.  lusit.  I,  565;  Cochlearia  coronopus,  Lin.;  Senebiera 
coronopus,  Poir.  — ^Desde  o  Douro  ao  Algarve. 

-  •         .  .        .      I 

58.  BUNL\S,  Lin. 

■  « 

171.  B.   eri3.cdgf09   Lin.,  Mari/.  in  Bol.  Soc.  Bro.  iii,  75. 

var.   dspera  (Retz);   B.   aspera,   Rctz,   Brot.   in  Fl. 

lusit.  I,  562.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

59.  CRAMBE,  Tour. 

172.  O.  liispdnicA,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  563. 

ra^.  i^labriita  (DC.V,  P.  Gout,  in  Bol.  Soc.  Brot.  ii, 
161.  —  Desde  o  Douro  ao  Alemtejo. 

60.  RAPfSTRUM,  Tour. 

113.  H.  irugf^sum  (Lin.)  Berg.  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot. 
Ill,  73;  Myagrum  rugosum,  Lin.  —  Centro  e  sul. 

for*  glal/ruM  (Host.)  —  Com  o  typo  especlfico. 
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ra9.  hifip&iteiiin  (Lin.);.  Myagrum  hidpanicum,  Lin., 
Brot.  in  Kl.  lusit.  i,  563;  Rapistrum  Linneauum, 
Bois.  et  Reut.,  Mariz  iu  Bol.  Soc.  Brot.  in,  74. — 
Norte  e  centro. 


61.  CAKILE,  Tour. 

174.  O.  marftiina^  Scop.;  C.  Scrapionis,  Lob.,  Brot.  in 
Fl.  lusir.  I,  561;  Bunias  Cakilc,  Lin.  —  Arcaes  mariti^ 
mos.  Vulg.  Eruca  marina, 

var.   hispdnica   (Jord.);   C.   hispanica,   Jord.  —  Do 
norte  ao  sul  do  paiz. 


Fam.  VII  -  CAPPARIDACEAE,  Undley 


62.  CLEOME,  Lin, 

175.  C  violdcea,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  529. —  Desde 

Traz  dos  Monies  ao  Algarve. 

63.  CAPPARIS,  Tour. 

176.  C7.  ispin^sa,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  256.  —  Culli- 

vada  e  subespontanca  no  sul  do  paiz.  Vulg.  Aleaparra. 


Fan.  VIII  —  RESEDACEAE,  DC. 


64.  ASTROCARPUS.  Neck. 

177.  A..  fisesAmoides  (Lin.),  DC. 

rac.  porpiiraseeiiB  (Lin.);  Reseda  purpuracens,  Lin., 
Brut,  in  Fl.  lusit.  Ji,  307  ;  Astrocarpus  Clusi,  Gay. 
Mach.  in  Calen.  met.  20.  —  Todo  o  paiz* 

var.  suffruiicdsus  (Lge.);  Astrocarpus  suflrutico- 
sus,  Lge.,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  85. 
—  Norte. 
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var.  spaihulaefdiius  (Rev.),  Mach.  in  loc.  cit. — 

Littoral  do  ccntro  e  sul  do  paiz. 
var.   cochlearifdliui  (Nym.),   Samp,   in  Not.    crit. 

1 1 ;  Astrocarpus  cochlearifolius,  Nym.,  Mach. 

loc.  cit.  —  Areaes  maritimos  do  sul  (MilFontes). 


65.  RESEDA,  Tour. 

178.  n.  pliyteixina,  Lin.,  J.  Henriq.  in  Bol.  Soc.  Brot. 
II,  163. — Margens  dos  rios  Douro,  Guadiana,  etc. 

n9.  R.  m^dia.  Lag.,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  ii,  163; 
R.  phyteuina,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  306  non  Lin.;  R. 
macrosperma,  Mach.  in  loc.  cit.  —  Todo  o  paiz. 

180.  IX..  ItiLtea,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  305;  R.  lutea  et 

R.  cristallina  Mach.  in  Calen.  met.  19  e  20;  R.  lutea  et 
R.  raniosissima,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  78. — 
Desde  a  Extremadura  ao  Algarve. 

var.  marilima  (Mull.)  —  Littoral, 
var.  mucrondia  (Tin.)  —  Centro  e  sul. 
var.  mffruticulosa  (Mull.)  —  Centro  e  sul. 

181.  R.  dlba,  Lin.,   Mach.  in  Calen.   met.  20. — Setubal, 

em  Troia  (n.  v.). 

182.  R.  baetioa.  Gay.,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  vii,  75; 

R.  undata  Lin.?—  Vimioso,  nas  pedreiras  de  Santo  An- 

lao  (n.  v.). 

183.  R.  virgfata,  Bois.  et  Rcut.,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot. 

vir,  75;  R.  glauca,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  307,  non  Lin. 
—  Traz  dos  Montcs  e  margens  do  rio  Douro. 

184.  R.  lut^ola,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  305. -^  Quasi 

todo  o  paiz.  Vulg.  Lino  Jos  tinlureiros, 

var.  Gussonei  (Bois.  et  Reut.)  —  De  norte  a  sul. 

A.  R.  odoriita^  Lin.  vnlgarmente  chamada  lieaida,  Minhonett  on 
^inandlCf  cultiva-se  nos  jardius. 
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Fam.  IX  -  CISTACEAE,  Lindley 

-     • 

66.  CfSTUS,  Tour. 

185.  O.  dlbidus,  Lin.  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  252.  — Desde 

o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  Roselha  grande, 

186.  O.  polymorphns,  Willk.,  J.  Da  v.  in  Bol.  Soc. 

Brot.  IV,  37. 

rac.  vUldfliu  (Lin.);  Cistus  villosus,  Lin.  — Coimbra. 

187.  O.  crlspus,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  258.  —  Desde 

o  Douro  ao  Algarvc.  Vulg.  Roselha. 

188.  O.  monspeliensis,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii.  260, 

—  Ccntro  e  sul  do  paiz.  Vulg.  Sargara, 

var.  minor,  Willk.  —  Desde  Aveiro  ao  Algarve. 

189.  O.  hirstiLtus,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  260;  C.  la- 

xus.  Ait.,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  i,  185,  tab.  75.  —  Quasi 
todo  0  paiz.  Vulg.  Saganho, 

var.  pumilus,  Dav.  —  Norte. 

190.  O.   8Alvif6liuL89   Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  259. — 

Quasi  todo  o  paiz. 

var.  grandifdlius,  Willk.  —  Sul. 

191.  O.   popiilifoliuR,   Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  160. 

—  Desde  o  Douro  ao  Algarve.  Vulg.  EsUvuo. 

var.  lasiocaltjCy  Willk.  —  Sul. 


192.  O.  laarUoliuLS,  Lin.,  J.  Henriq.  in  Bol.  Soc.  Brot. 

ir,  160.  —  Braganca,  nos  arredores. 

193.  O.  la.da.ii£fei*ULS,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  261. — 

De  Traz  dos  Montes  ao  Algarve.  —  Vulg.  Estiva,  Xara. 

for.  maculdtus,  Dun.  —  Com  o  typo. 
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194.  C  Olnsii,  Dunal,  Dav.  in  BoU  Soc.  Brot.  iv,  45.— 

Centro  do  paiz  (n.  v.). 

195.  O.  Bonrg^'aeeinri.s,   Coss.,  Mach.  in  Calen.   met. 

22.  —  Algarve,  no  liuoral. 

8&0  conhecidas  no  paiz  diffcrentes  (brmns  dos  hybridoB  s^guintes ; 
€•  albldnsXcrtspns,  €•  albldns  X  aalvlfolliiis,  €•  albt- 
dii8  X.  lilrfsiiCiiS9  €•  populifoUiis  X  salvlfolins^  C.  mons- 
pellensls  x  aalvlfoUns,  C.  moncipelleiists  >^  blrsvtas^ 
C.  blrsntns  X  salvlfoUnft,  €•  blmntus  X  ladanifervst 
•    C.  ladanlferos  X  salvlfoUas. 

(CorUinda,) 


I  • 


I  ,       »  1 


ESSAI  SUR  L'HISTOIRE 
DE  LA  G£OMETRIE  DES  COURSES  0 


PAR 


A.    AUBRY 


Sans  vouloir  faire  de  conjectures  plus  ou  inoins  plausibles 
sui*  les  debuts  de  la  Geonietrie,  on  pent  admettre  que,  dans 
sa  periode  empirique,  elle  ne  traitait  que  des  assemblages  les 
plus  simples  de  droites  et  des  cercles;  cela  surtout  au  point 
de  vue  de  la  decoration  des  temples,  des  tombeaux,  des  ar- 
mes,  des  vetements,  des  vases,  etc.  Les  croissants,  les  volutes^ 
les  lignes  ondulees,  qu'on  y  voit  traces  en  de  hors  de  toute 
methode,  n'etaient  que  des  reminiscences  d'objets  oflerts  a 
cliaque  pas  a  la  vuc  des  premiers  liommcs,  par  la  nature,  au 
contact  intime  de  laquelle  ils  vivaient. 

La  premiere  ligne  geometrique  qu*on  sait  avoir  ete  conside- 
ree  apres  la  droile  et  le  cercU,  est  la  quadi*atice  (xcxpafoovt^oooa), 
iihaginec  par  Hippias  en  cherchant  la  solution  du  probleme  de 
la  irisectton  de  I' angle.  Mais  il  est  a  presumer  qu'avant  cette 
courbc,  il  en  a  ete  trouve  d*autres  resultant,  par  exemple,  de 
Tetudc  des  mouvements  des  corps  celestes.  La  decouverte  des 
retrogradations  des  plan^tes  avait  demonti*e  Timpossibilite  d'as- 


(^)  Ce  n'est  qu*uii  coup  d'oeil  d'ensemble.  Poar  T^tude  et  Thistoire  par- 
ticuli^res  de  chaque  courbe,  nous  ne  pouvons  mieux  faire  que  renvojer  au 
savant  Tratado  at  las  curnas,  de  M.  Gomez  Tsixsira,  dont  il  a  pal>li6  r6- 
cemment  le  premiere  partie  traduite  en  iranQais  avec  d'importantes  addi- 
tions. Pour  la  bibliographie,  les  prdcieuscs  Nott$  de  M.  Brocard  sent  toot 
judiqu^es. 
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similcr  leiir  trajectoire  a  des  cerclcs,  indmc  excentriques;  on 
Yoit,  chez  Platom,  qu*on  avail  dejh  pense  a  expliquer  cctte  ano- 
malie  par  un  trajet  sur  iine  certainc  spirale  {Timet)  ou  sur  un 
epicycle  (Rep,).  Celtc  derniere  hypolhese  semble  due  aux  Py- 
thagoriciens.  IVaton  parait  nienic  fuirc  allusion  n  d'aulres  cour- 
bes  connucs  dc  son  temps;  il  csl  nienic  vraiseinblable  qu'a  la 
suite  dc  rimpulsion  donnee  \\  la  science  par  Pythagorr,  qui  en 
avail  montre  Ic  vrai  but, -non  plus  son  utilisation  immediate 
aux  bcsoins  do  la  pratique,  mais  son  etude  en  elle-meme  et 
degagee  dc  toute  preoccupation  concrete,  en  un  mot,  sa  ratio- 
nalisatioUy  —  les  geonietres,  en  cherdiant  de  nouvelles  pro- 
prietes  du  cercle,  auront  rencontre,  bicn  avant  la  quadratrice, 
diverses  courbes  resultant:  soit  dcs  intersections  des  corps 
geometriques  ou  de  lenr  developp^ment  sur  un  plan,  soit  de 
points  se  mouvant  sur  des  droites  mobiles,  soit  des  interse- 
ctions de  deux  families  de  droites.  Dans  ces  deux  derniers  cas» 
Tidec  de  reunir,  par  des  lignes  continues,  des  points  obtenus 
d'une  maniere  discontinue,  se  sera  presentee  par  analogic  a 
certaines  constructions  du  ccrclc.  La  meiliodc  analytique,  creee 
vers  la  meme  cpoquc,  a  dil  donncr  de  bonne  lieure  naissance 
a  ridee  feconde  des  licux  pojiu'tntjues,  qui  preparaii  Pavene- 
ment  de  la  Geomeirie  d'ApoLi.oMis  et  de  Dkscaries. 

On  pcut  ciicr,  apres  la  quadratice,  les  courbes  a  double 
courbure  considerees  par  Ahciiytas  dans  la  solution  du  pro- 
blime  deliaque  et  qui  resultaient  des   interse(*tions  du  cylind|re 

x^-{-y^  —  ax ,  du  tore  a;-  +  y^  -\-  z^  ^^  a  vi*  +  y*  et  du  c6ne 
b'^  {x^ -\- y^  +  z^) -^^  a-x^ ,  On  lui  attribuc  ^invention  de  V/ulice 
conique  et  divers  appareils  pour  le  trace  des  courbes. 

EuDoxE  a  imagine  plusicurs  courbes,  dont  les  noms  de  deux 
seulement  sont  connus:  pour  expliquer  Ic  mouvement  des  pla- 
n^tes,  s(m  hippophie  qui,  d'apres  Schiapauku.i,  serait  Tinterse- 
ction  d*une  sphere  et  d'un  cylindre  qui  lui  est  tangent;  en- 
suite,  pour  la  solution  du  probleme  deliaque,  sa  kampyle,  que 
P-  Tannery  suppose  judicieusement  etre  la  projection  pcos'6=l 
de  la  courbe  d'AucHYTAs. 

La  remarquable  solution  d'AiKiiYTAs  fait  penser  que  les  gto* 
metres  avaient  deja  examine  les  intersections  des  surfaces  ele* 
mentaires,  el  les  sections  planes  du  cyliiulre  ct  du  cone  de- 
vaient  leur  etre  familicrcs.  Toutefois  on  attribuc  Thonneur  de 
la  decouvcrte  des  sections  coniques  aux  geometres  de  Tecole  de 
Platon,  particulieremcnt  ii  Menkc.iime,  qui  a  probablemcnt  de- 
convert  leurs  proprietes  les  plus  simples,  par  exemple,  la  rela- 
tion existant  enlre  Tabscissq  et  Tordonnec:  la.  connaissanct 
qu'il  en  avail  est  attcslec  du  rcste  par  ses  deux  solutions -dtt 
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probl^me  delis^que  (').  La  theorie  des  comques  etait  pcuapres 
poussee  assez  loin  pour  qii*\Risree  TAncien  €iit  pa  en  ecrire  Un 
traite  enlicr,  conipletenicnt  perdo*. 

Di.*iosTRATE,  frere  de  Mevecmme,  paralt  avoir  decouvert  cette 
propriete  de  la  quadraticc,  de  donner  la  quadrature  du  eercle, 
d'od  SOB  nom. ,  •  *  • 

D'apres  certains  passages  d'AMSTOTE,  on  a  cixi  pouvoi<"dire 
que  les  enciens  connaissui#nt  la  sinusoi'de,  coniine  resultant  du 
developpeinent  dc  la  surftic^  du  cyliiidre  emipe  par  un  pilan, 
Cela  est  possible,  si  on  entend  par  lli  qu'on  avait  simplement 
rcconnu  4a  forme  de  \tk  ^Oitrbe  ainsi  obtoniie,  car  on  conndis- 
sait  deja/  depuis  Anaximandre.  la  transrorniation  geographique 
par  projection  sur  la  surface  du  cylindrc  tangent,  qu'on  deve- 
loppe  sur  un  plan  (*); 

ARCHtNEDB,-  par  ses  profondes  meditations  sur  la  geometrie  de 
la  mesure,.  a  ouvert  un  champ  immense  aux  speculationA  analv- 
liques  et  geometriques :  il  a  raniene  a  la  quadrature  du  ccfcle 
celles  de  I'ellipse  (^)  ct  de  la  spirale  (*),  construit  la  tangent  li 
cette  derniere  et  quarre  la  parabole,  premier  cxemple  dc  qua- 
drature de  courbe  plan.  On  connait  cctle  belle  decouTertc 
d'AncHiMEDE  de  I'egalite  des  surfaces  spheriqnes  et  de  leurs 
projections  sur  le  cylindre  circoiiscnt,  decouverle  amenee  pro"- 
bablemcnt  par  I'etude  des  ix» presentations  geographiques.  Les 
problemes.de  rapPT)Xoa(*),  si  peniblement  demontres  par  Pappus, 


(•)  1°  au  moyen  dca  courbcs  y^  =  x  et  x'  =  y;  2*»  par  lea  courbcB  oc'ssy 
et  xy  =  2. 

(')  Si  une  courbe  spb^riquo  se  projctte  sur  le  plan  dc  T^quatcur  bgIob 
le  courbe  F(p,  0)  =  0  et  que,  projeteo  sur  la  surtaue  du  cylindre  tangent 
et  ccllc-ci  devclOpp6e  sur  nn  plan,  elle  donnc  la  courbe /(a:,y)  =  0;  cette 
seconde  courbe  se  ddduit  de  la  premiere  par  les  transformations  suivanteS^ 

yl  =  l-p^      x  =  0. 

La  spirale  d'Archimede  se  transforme  ainsi  en  une  circonf6rence.  lee 
courbes  p  =^  cos  IS  et  p-  =«  cos  ArO  en  sinusoides,  la  courbe  p  =  S/t6  en  cAat- 
ntUe,  la  sjnrale  de  Poinsot  pC/iO  =  1  <*n  la  courbe  y  =  'Ihx  k  la  quadrature 
de  laquelle  se  reduit  cclle  de  la  loxodromie. 

On  a  ainsi  b*  moyen  de  tjuarrer  diverges  courbcs  planes  et  spheriqnes.^ 
(Voir  J.  S.  181)5-1 8%,  uotie  etude  sur  los  transformations  g6om6trique8' 
des  courbes.) 

('/  8a  quadrature  dc  rdlipse  est  le  premier  exemple  de  transformatioli 
de  courbes  par  reduction  proportionelie  des  ordonnees,  qu*on  nppelle  plop 
simplement  ajffiniU,  d'apres  Ki:i.eu. 

(*)  Akchimede  parait  avoir  imagin6  la  spirale  (?Xi^)  pout  r^sondre  lH 
trisection  de  Tanprie.  "     ' 

-«. '  (6)  On  sait  qu'il  s'a^t  des  positions' des- centres  des  circonf^rerices  tajli^ 
gcutes  eutre  elles  et  k  deux  demi •  circonf^rences  tlingentes  intdfrlenrdirrMfl 
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sont  probablcmcnt  d'ARcniMEDB,  et  font  cix>ire  qu'il  connaissait 
les  proprietes  elementaires  de  la  transformation  par  inversion^ 
car  lis  se  demontrcnt  tr6s  simplcmcnl  ainsi. 

Apollomus  a  laisse  sur  les  ooniques  son  grand  traite  bien 
connu,  oii,  en  outre  d'une  foule  de  proprietes  nouvclles,  il  exa- 
mine un  grand  noiiibre  de  problenies  et  I*application  de  ces 
courbcs  a  la  resolution  des  equations  cubiques,  deja  comniencee 

Fai*  Mknrchmr  et  Archimede.  Apou.omus  serait,  d'apres  Ptolkhkk. 
invcnteur  des  epicycles,  sur  lesquels  il  aurait  ecrit  un  trait^, 
aiiisi  que  sur  Yhdice  cylindHque  et  probablement  sur  certaines 
helices  coniaues  et  spAenques,  dont  parle  Gemjmjs.  Apollomus  pa- 
i*ait  avoir  le  premier  etudie  Vkomolhitie.  On  lui  doit  les  pre- 
mieres vues  sur  la  tlieorie  des  divoloppees  det  coniques,  dont  il 
a  donne  virtuellement  Fequation  et  qu'il  definit  comme  la  lign^ 
separant  la  region  des  points  d'oCi  on  pent  mcner  deux  nor- 
males  a  la  conique  de  ceux  d'oii  on  pent  en  meher  quatre. 

Les  Ancicns  (')  avaient  rainene  la  solution  de  la  duplication 
du  cube  et  de  la  irisection  de  Tangle  a  I'inscription  d'&ine 
droite  de  longueur  donnec  duns  un  angle  donne.  Apollomus 
resblut  ce  probleme  par  la  construction  d*une  hyperbole,  et 
T^icoMEDE  par  sa  conchdide  ou  cochlo'ide,  qui,  une  fois  tracee* 
donne  inimediatement  Tinscripticm  demandee. 

L'invention  de  la  cissoide  (^)  par  Diocles  et  des  spin'ques  par 
Perseus  parait  dater  de  la  niciiic  epoque.  On  sait  que  la  pre- 
miere sert  a  la  solution  du  probleme  deliaque  et  que  les  se- 
condcs  ue  sont  antres  que  les  sections  planes  du  tore. 

A  signaler  ici  la  decouverte  de  la  projection  stcnographique 
par  HippARQUE.  II  va  sans  dire  que  les  projections  orthogonalet  et 
centrales  etaient  connues  depuis  longtemps. 
-  P.  TA^^ERY,  dans  ses  savantes  etudes  sur  les  courbes  et  surfaces 
dans  Vantiquiti  (B.  D.  1883-81),  mentionne  la  courbe  de  douLl^ 
mouvementy  de  Caiipos  d'Amioche,  qu*il  croit  etrc  la  cycloide, 
ce  qui  est  tres  vraiscmblabic,  puisque  Vtpicyvle  etait  connu  de- 
puis longtemps;  on  connait  du  reste  le  fameux  probleme  d'ARis- 


(1)  Pcut-Strc  Abcuiukdr,  qui  ram^nc  la  ti'iscctiou  dc  Tangle  k  Tinscri- 
ption  d'une  droite  entre  une  circouf<^rcnec  et  un  diaindtrc,  ce  qui  a  fait 
penser,  sans  aucunc  vraiscmblance  du  restei  quo  Ic  limagon  avait  ^t6  con- 
8id^r6  d^s  cctte  Epoque. 

(')  II  y  a  liou  dc  rcmarqucr  que  les  snciens  ne  consid^raicnt  pas  les 
branches  in6nirs  des  courbes:  la  cipsoide  6tait  supposee  limit^o  par  le 
cerde  qui  lui  sort  de  d6finition.  De  \k,  son  nom. —  De  m6me  les  deux 
branches  de  la  conchoido  6taicnt  consid6r6c8  comme  deux  courbes  distin- 
ctes:  la  cochloKdo  d^sip^nait  la  branche  plus  voisine  du  p61e,  dans  le  cas 
9(1  die  poss^de  une  bouclc. 


69 


*  • 

toTE  sur  1e  roulement  d'un  cercle  et  les  vitesses  a  la  partie  su- 
perieure  comparec  h  celle  dcs  points  inferieurs. 

Jusqu'ici  les  courbes  avaient  sculement  ete  etudiecs  accessoi- 
rement  et  comnie  corollaires  dc  ceilains  problemcs  geometri- 
ques,  geographiques  ou  astmnomiques.  Les  geometres  qui  sui- 
virent  en  firent  un  sujet  special  d'etude  et  en  imagin^rent  a 
priori  d'atitres,  dont  cclles  resultant  des  intersections  de  sur- 
faces helico'idales  et  autres.  Pappus,  dans  ses  ouvayto-pQ,  cite,  a  ce 
sujet,  Demetrius  d'Alexandrir,  Philon  de  Tyame  et  Memelaus.  La 
rapctSo^cKj  TP*I^I^'5  de  ce  dernier,  parait  a  P.  Tannety  (I.  cit.)  n'^lre 
autre  que  la  courbe  appelee  depuis  cyclocylindrique  ou  vtvia- 
ntenne,  laquelle  est  {'intersection  d'un  cylindre  et  d'une  sphere 
de  rayon  double  qui  est  lui  tangente. 

Pappus  parle  aussi  du  lieu  des  points  dont  les  produits  des 
distances  a  des  droites  donnees  est  egal  a  celui  de  leurs  dis- 
tances a  d'autres  droites  egalement  donnees,  probleme  oil  Eo- 
GLIDE,  Apollonius  et  d'autres  avaient  echoue.  II  donne  en  outre 
1^  deux  constructions  de  la  quadratice  conime  projection  de 
rintersection  d'un  helicoidc  et  d'un  plan  ou  d*un  c6ne  ayant 
pour  base  une  spirale  (^j;  2®  la  quadrature  de  la  surface  sph^ri- 
que  limitee  par  la  courbe  que  produit  un  point  parcourant  unifor- 
ineinent  un  quart  de  cercle  tandis  que  celui-ci  decrit  uniforme- 
menn  un  tour  autour  du  rayon,  ce  qui  produit  Vanliprojiclion 

de  la  rosace  p  =  sinY.  C'est  la  le  premier  exemple  dc  la  qua* 

drature  d'une  surface  courbe. 

Des  le  temps  d'EucuDE,  les  geomdlrcs  avaient  commence  le 
classement  des  courbes:  Pappus  distingue  les  lieux plans  (prio- 
blemes  se  resolvant  par  la  droite  et  le  cercle),  les  tietix  solides 
(demandant  I'emploi  des  coniques),  les  lieiix  liruaires  (concer- 
nant  d'autres  courbes),  les  lieux  a  la  surface  (necessitant  Pin- 
tervention  de  surfaces).  II  ajoute  que  ce  n'est  pas  une  petite 
faute  chez  les  geometres  d*employer  un  lieu  solide,  par  exem- 
ple, pour  resoudre  un  probleme  plan,  recommandation  repro- 
duile  souvent  depuis. 

Les  Arabes,  heritiers  de  Padmirable  science  grecque,  sc  sonjt 
appliques  surtout  h  en  degager  les  principes  de  I'Algebre  et 
de  la  Trigonometric ;  ils  ont  peu  cultive   la  geometrie.  Aussi, 


\})  Cette  transforma^iun  de  Pappus  se  note  par  les  relations  xsspcosO, 
y  =  kQ.  Ainni  la  droite  y=skx  dcvient  une  qaadratrice  p  eo«  0  s=  0 :  e'enjL  le 
theor^me  de  Pappus;  le  cappa  p  =»  tgO  et  la  circoiif^reDce  p  «s  l>e  traila- 
forment  en  sinosoXdes. 
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jusqu'a  la  Henaissance  des  lettres  en  Europe,  ne  signale-t-on 
aucune  etude  geonietriquc  nouvelle.  Tout  au  plus  peut-on  inen- 
tionner  la  description  des  coniques  au  nioyen  de  (ils  et  leur 
application  a  la  gnonioniquc,  a  la  solution  graphique  des  equo- 
tions  cubiques,  a  Foptique(^),  a  Tastronomie  (^)  et  la  descrip- 
tion mecanique  des  coniques  (^)  et  de  certaines  autres  cour- 
be»(*). 

Vers  le  milieu  du  xiv®  siecle,  Orksme,  par  ses  considerations 
generates  sur  les  courbes,  preparait  ravenenient  de  la' geome- 
tric analytique.  II  trailc  des  diiVerenres  formes  des  courbes;  il 
enseigne  a  figurer  tout  plienoniene  niesurable  par-  une  courbe 
(forma)  dont  cliaque  point- est  deiennine  par  son  abscisse  (/on^ 
gUue/oJ  et  son  ordonnee  (latitudo).  La  figui^ation' des  fonctions 
elementaires,  par  des  points  isoles  ou  mobiles,  etait  deja  usilee 
depuis  longtemps;  mais  la  conception  d^OnKSME  est  bien  plus 
profonde,  car  il  considere  la  courbe  comme  produite  par  le 
mouvement  continu  d'un  point  mobile  sur  Pordonnee,  mobile 
elle-nieme.  II  remarque  que  dans  une  courbe  telle  qu'un'  arc 
de  cercle,  Taccroissement  de  Tordonnee  est  le  plus  lent  au 
sommet  et  le  plus  rapide  aux  exiremites:  c'est  de  la  qu'est  ne 
le  calcul  diflercntiel. 

II  nous  suffira  de  citer  les  priiicipaux  travaux  qtii  suivent 
jusqu*a  I'epoque  de  Dkscaiitks. 

Albkrt  Durkr  parait  avoir  Ic  premier  imagine  les  ipicyclotdes 
et  Passemblage  de  cerclcs  tangents  appcle  aiijourd'hui  anse  dt 

ijanier,  pour  rcmplacer  le  trace  de  rellipse.  II  a  etudie  diverses 
lelices  et  un  cas  du.  limacon  (voir  son  ouvrage  poslliume  Under- 
weysung , . .  Niirnberg,  1525).. 

Leonard  de  Vi.%ci  inaugure  Tapplication  de  la  theorie  des 
courbes  aux  arts  par  Tinvention  de  son  celebrc  lour  a  ovale..: 

Nunez  (De  arte,,,  navigandi,  Co'imhr;!^-  1546)  imagine  son 
celebrc  i^imbus,  appcle  loxodromie  par  Sneluls. 


(•)  On  connait  Ic  cel6bro  profjlhme  d'Al  Ifasen  on  du  billard  circtdaire, 
dont  la  Bolution  se  iHrncnc  imm^diatnnrnt  a  la  coustruction  d*une  hyper- 
bole en  prenant  les  invcrsqs  dos  deux  veeteurs  donnas. 

(')  AzRACHEL  avait  propose  do  substitucr  rdlipsc  aux  Epicycles. 

(')  Au  moycn  d\in  compas  dont  une  bianchc  est  fich^e  obliquement  siir 
un  plan,  tandis  que  Tautre  s'allongc  dc  maniere  a  laisser  sa  trace  sur  le 
plan.  Cest  sans  douto  un  instrument  de  ce  genre  qu'  Isidorb  dr  Millrt 
cmploynit  pour  tracer  la  pnrabolo,  car  on  pait  (|u'il  affectait  la  forme  d'un  X. 

(*)  luN  Aliiattan  a  montr^  a  resoudre  Ki-quation  a^  =  a  par  Temploi 
d'un  instrument  probablenieut  seniblable  a  colui  qui  servait  k  Kratosthenb 
puour  la  construction  des  deux  moyenncs  et  qui  pouvait  facilement^re  gd- 
n^ralis^. 


II 


T AHT AG kXAk  (General  Trailaio,  Yenise,  1556)  construit  an 
ovale  transcendant  «in  una  sola  riuoliitione  di  compassoi,  sur 
un  papier  enroule  autour  d'un  cylindre,  et  qu*on  applique  en- 
suite  sur  un  plan.' 

Palladio  (15S1)  propose,  pour  le  trace  des  galbes  des  colon- 
nes,  i'emploi  d'une  regie  pliante  (*). 

Wright  (1599)  Utilise,  pour  la  solution  des  probl&mes  de  la 
navigation,  la  courbe  appelee  plus  tard  figura  secanfium,  qu'il 

3uarre  approximativeuient  par  Taddition  successive  des  secantes 
e  di\  en  dix  miuutes.  La  nieme  annee  Galilee  demontre  que 
la  irajectoire  d'un  gruve  dans  le  vide  est  unc  parabolc;  il  cssaie 
de  definir  la  courbure  d'une  verge  elastique,  celle  d'une  chialne 
pesante  et  la  courbe  de  plus  rapide  descente. 

KAPLER  emet  (I61.S),  sur  la  giomelrie  de  la  mesure^  des  idees 
neuves  et  hardies  qui  ont  brusque  Tavenement  du  calcul  infi* 
nilesimal. 

GuNTER  (1624)  considere  la  courbe  des  logarithmes. 

La  meme  annee,  Snellius  donne  virtuclleuient  la  quadrature 
de  loxodromie. 

Albert  Girard  (1629)  enseigne  que  cLa  solution  par  moins 
s'explique  en  Geometrie  en  retrogadant,  Qt  le  moins  recule,  la 
oh  le  -f-  avance». 

Cavalieri  (t635)  resout  et  etend  les  problenies  poses  par 
Kepler;  decrit  les  coniques  par  des  intersections  de  di*oites 
mobiles  (^);  et  compare,  au  point  de  vue  des  aires,  la  spirale 
et  la  parabole. 

Desargues  enseigne  sa  metliode  de  transformation  (homologis) 
tiree  des  principes  de  la  perspective  (^),  et  enseigne  a  genera*- 


(^)  Depuis,  la  concho'i'de  a  6t^  atilis^e  dans  ce  but. 
(*)  De  Witt,  Newton,  Mac-Laurin  et  les  g^om^tres  du  xix*  allele  ont 
Successive m en t  perfectionne  cettc  tli6orie,  dont  le  gcrme  se  yoit  chez  Apolt 

L0NIU8. 

(3)  La  transformation  plus  generalc  appelee  homographie  est  due  &  la 
Hire  et  a  ^te  plus  siuiplctncnt  presentee  par  Newton,  dont  la  indthode  re- 
vient  k  Temploi  des  formules 

X  X 

Waring  a  doun^  les  formules  g6n6raleB  de  rhomographie, 

X  =  «^ + ^.v + c     Y  —  °^ + Py + ^ 

Ax  +  By  +  C  Ax  +  By  +  C 

lesquelles  du  rcste  ne  sont  pas  plus  g6n6rales  mais  ont  Tavantage  de  ne 
pas  demander  le  changemeut  des  axes  de  coordonn^es.  (Voir  CaASLSs, 
4p*  hist* 
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lifter  certaines  considerations,  d'o(t  des  rapproclienyenu  inat- 
tendus  et  qui  ont  amene  plusieurs  des  d^ouvertes  de  <^ette 
epoque  et  des  suivantes. 

Jusqu'a  Descaktes, — si  I'on  en  excepte  la  conception  d'OiiBSHr, 
d'aillcurs  trop  en  avance  sur  son  epoque,  —  Tidee  dc  definir, 
en  general,  une  courbe  par  une  relation  analytique  entre  une 
abscisse  et  Tordonnee  correspondante  ne  s'etait  pas  encore  fait 
jour,  bien  que  Ton  sikt  depuis  longtcmps  determiner  un  point 
du  plan  ou  de  Pespace  par  ses  coordonnees  et  que  i'on  conndt 
diverses  equations  des  coniques;  il  fallait  pour  ccia  que  Talgi- 
bre  flit  arrivee  a  un  degre  suffisant  de  perfection. 

Drscadtes  {Geonulrie,  Lcydc,  1637)  imagina  de  remplacer  le^ 
longucs  descriptions  geometriques  particulieres  par  des  equa- 
tions contenant  des  paranietres  constants  et  deux  variables  de- 
signant  les  deux  coordonnees.  Ces  equations,  concises,  d*uin 
aspect  uniforme  ct  qu'on  pouvait  trailer  par  des  procedes  ana- 
logues, permeltaient  de  concevoir  une  variele  infinie  de  courbes 
nouvelles  et  ofTraient  la  possibilite  de  presenter  Tequation  sous 
la  forme  la  plus  simple  et  la  plus  propre  h  I'etudier,  grftce  au 
changement  des  axes  des  coordonnees  (^)  et  aux  signes  qu*on 
pouvait  aitribuer  aux  diverses  longueurs. 

Comine  application  de  sa  meihocle,  Descartes  classe  les  cour^ 
bes  en  geometriques  et  mecaniaues  (*)  et  les  premieres  suivant  le 
degre  de  leur  equation :  —  il  resout  le  probl^me  de  Pappos 
rappele  plus  haut; — remarque,  sans  autre  explication,  que 
I'equation  de  la  courbe  permet  d'en  aborder  la  quadrature  (^; 
—  enseigne  a  resoudre  les  equations  et  par  suite  les  problenies, 
par  des  intersections  de  courbes; — donne  la  construction  de 
sa  concAo'ide  parabolique  (^)   et  de  ses  celebres  ova/f^  (^) ;  — <- la 


(M  Descartes  et  ses  continuateurs  tra^aient  seulemcnt  I'axe  daa  x  et, 
par  ddfaut  d*exainen,  se  trompaient  g^n^ralement  dans  la  figuration  de  la 
coarbc,  dans  les  trois  angles  des  coordonnees  negatives.  Ainsi  lis  figuraient 
le  folium  avec  quatre  f  euilles :  c*c8t  pourquoi  Robkrval  lui  donnait  le  nom 
de  galand  oufleur  de  jasmin.  Drscartes  lui-mSme  construit  la  tangente  k 
•rune  des  feuilles  qui  fait  partie  du  lieu.»  Feruat  et  Scrootrr  se  aont 
tromp^s  de  m6me  ce  n^est  que  Huyoens  et  Jran  Bernoulli  qui  ont  troav6 
la  vrai  forme  du  folium. 

(')  On  dit  aujourd'hui,  d'apr^s  Leibniz,  algibriqutt  et  troMeendanitM. 

('^  Probablement  en  la  d6veIoppant  sous  la  forme  y = A-|-Baj-|-Ca:*-[-... 
et  atilisant  la  formule 

lim^"*  1 


(M  Identique  au  trident  de  Newton,  arw  =  (a  -|-  y)  (y*  —  6). 

(^)  Leur  d^convert  par  Descartes,  qui  partait  d'une  propri6t6  de  loors 
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premiere  methode  generale  de  construction  de  la  tangente  auk 
courbes,  ale  plus  beau  problfeme  qu'il  edt  jamais  desire  scavoir 
en  geometrie»,  avec,  comine  exemples,  celle  dc  la  concholde  et 
des  ovales;  enfin  dcs  vues  sur  I'extension  de  ses  proc^des  aux 
figures  de  Tespace.  II  construit  en  outre  plusieurs  autres  cour- 
bes et  suggfere  diflerents  moyens  d'en  defmir  cineniatiquement 
un  grand  nombre.  On  voit  avec  peine  que  Descartes  croyait 
tonte  reciification  de  courbe  impossible. 

Cest  la  m^me  annee  que  Tut  divulguee  par  Mersenne  f/T/ir- 
monie  univenelU,  Paris,  1637)  la  quadrature  de  la  cycloTde,  pjair 
Roberval,  decouverte  qui  passa  tout  h  fait  inapercue. 

Bieii  que  Descartes  n'ait  pas  montre  Tanalyse  qui  TaVait 
guide  dans  ses  constructions,  et  que  parfois  m^me  il  enorice 
des  resultats  ^ns  preuvcs  (^),  sa  Giomiirie  ne  tarda  pas  a  ilvt 
etudiee  et  porler  ses  fruits.  Toutcfois  I'ancienne  geometric  garda 
longtcmps  encore  des  partisans. 

Mersenmb,  dans  ses  Cogitata  (Paris,  1644),  publia:  une  es- 
quisse  de  demonstration  par  Roberval,  de  I'egalite  des  arcs  de 
la  parabole  et  de  la  spirale,  fondee  sur  le  double  mouvement 
du  point  decrivant  chacune  de  ces  deux  courbes,  lequel  mou- 
vement est  presque  identique;  demonstration  seulement  sentie 
par  son  auteur,  mais  neanmois  tr&s  remarquable  pour  Pepoque^ 
la  premiere  consideration  des  paraboles  des  degres  superieurs 
avec  la  construction  de  leurs  tangentes,  leur  quadrature,  leurs 
centres  de  gravite  et  la  cubature  des  solides  de  revoluti6n 
qu'elles  forment  autour  de  I'axe,  le  tout  sans  demonstration  et 
attribue  a  Roberval;  —  la  methode  bien  connue  des  tangentes 
du  m^me  geometre,  qu'il  a  trouv^e  en  1638  et  qu'il  ap)>lique 
seulement  ici  a  la  parabole  en  remarquant  qu'elle  convient  aux 
coniques,  a  la  concho'fde,  a  la  cissoide,  a  la  quadratice,  et  k  la 
irochoide  (J)\  —  des  vues  sur  les  spirales  (t — p)*  =  J,  a  propos 


tangentes,  montre  qae,  d^s  eette  ^poqne,  comine  I'a  observe  FxaiiAT,  il 
connaissait  et  savait  r^soadre,  dans  certains  cat,  le  prohlhnt  invent  det 
tangentes. 

(^)  II  dit,  dans  une  de  les  lettres,  qa*il  a  fait  ala  conitmction  eomme 
les  architectes  font  let  bastimens,  prescrivant  seulement  tout  ce  qu'il  fitot 
fairo  et  laissant  le  trav&fl  des  mams  aux  charpentiers  et  aux  masaons.» 
II  dit  ailleurs  avoir  plusieurs  m^thodes  des  tangentes  plus  commodes  due 
celle  de  sa  CUonUtritf  mais  qu'il  a  indiqu6  celle*ci  a  cause  de  sa  plus 
grande  clart^. 

(2)  C'est  ainsi  quo  Robbbyal  designe  la  cycloYde:  ce  dernier  nom  est 

dfi  a  TORBICELLI. 

Cuba  et  Bouybllbs  avaient,  longtemps  auparavant,  oonsidir^  leinoave- 
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de  la  question  de  la  trajectoire  d'lin  griave  lance  obiiquement, 
U  courbure  de  la  lerriE!  n'elant  plus  negligee,  avec  la  quadra- 
ture de  cetle  courbe  par  Ff.kmat,  dans  le  cas  de  n  =  2  el  cette 
remarque  que  cette  theorie  s*etend  a  la  spiralis  circa  coni. 

Presque  en  ni^me  temps,  Torricelu  donne,  dans  ses  Opera 
maihemaiica  (Florence,  1644):  la  quadrature  de  la  cycloide;  une 
methode  des  tahgcntes  identique  a  cellc  de  Roberval  et  qu'il 
avait  trouvee  de  son  cote  vers  1640;  la  parabolo'ide  de  sureie, 
ou  enveloppe  des  trajectoires  possibles  d'un  projectile  lance  sous 
diverses  inclinaisons,  decouvertc  qu^on  lit  egalcmcnt  dans  les 
Cogilaia;  ses  etudes  sur  le  jet  parabolique  des  liquides;  la  re- 
cherche de  la  forme  du  vase  dont  un  liquide  s'ecouleratl  uni- 
formemcnt  s'il  etait  pcrce  n  la  partie  inferieurc  (^);  enfin  le 
▼olUme  du  solide  de  revolution  de  Thypcrbole  toumant  autour 
de  I'asymptote,  lequel  volume  est  fini,  chose  qui  parut  alors 
fort  extraordinaire. 

C'est  cette  m^me  annee  que  Herigone  publia,  dans  son  Cursus 
maiAemaiicus,  la  methode  c/e  maximis,  de  Fermat,  ainsi  que  son 
appHcation  n  la  construction  des  tangentcs. 

G.  DE  S/  VixcEM,  dans  son  celebre  Opus  geomeincum  (An- 
vers,  1647),  donne  virluellcment  la  quadrature  de  1' hyperbole, 
cellc  de  Tonglet  cylindriquc;  revendique  Tidee  de  la  symbolisa- 
Hon  de  la  spirale  ei  de  la  parabole^  dont  il  conclut  que  «merito 
spiralem  esse  dixcrum  evolutam  sive  cxpansam  parabolami; 
examine  la  peu  interessantc  courbe  afline  de  la  spirale,  qu'il 
appclle  spiralis  elliplica;  et  eludic  une  courbe  remarquable  qu'il 
appelle  parabola  viriualis,  parcc  qu'ellc  peut  ^trc  consideree 
comme  obtenue  par  Taddition  des  ordonnees  des  deux  para- 
boles  y'  =  ax  le  yi*  '^b(c  —  x)  ('). 


mcnt  d'uD  point  d'une  cireonfiTCiice  roulant  sur  une  droitc,  mais  ils  pre- 
naient  la  courbe  ainsi  conguc  pour  un  arc  de  ccrcle.  Galilkk  en  1599,  puis 
Mbbsemmk  en  1615,  en  reconnurcnt  la  forme  et  en  proposerent  Tetude. 

(^)  ToBRicELLi  a  d^couvert  Tannic  suivante  que  la  g^n^ratrice  de  oe 
vase  doit  dtre  une  parabolc  du  quatri^me  degr^. 

(')  II  8*en8uit  que  cette  courbe  est,  comme  la  parabole,  absolament 
quadrable,  de  m^rae  que  le  trifolium^  qui  s'en  deduit  de  la  ni^mc  mani^re. 

SVoir,  pour  divorses  quadratures  g<^om6trique8  de  ce  genre,  notre  article 
\\xJ,S,  1986,  pag.  130) 

Cramxr  {Introd.)  aretrouv6  cette  courbe,  qu'il  appelle  ]a6e«are,  et  qvi*il 
obticnt  en  prenant  sur  Tordonn^e  PK  du  ccrcio  OK,  I'ordonnde  PM=kO, 
0  d68ignant  un  point  fixo  sur  la  circonfer<nicc. 

C*e8t  la  projection  orthogonalc  de  la  vivianiennt  ct  la  oonrht  de  Zmm- 
jous  du  deuzi^me  ordro. 
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La  m^me  annee,  Cavaueri  {Ejcerdialiones  geomeiricm\  Bologne, 
1647)  enonce  et  deniontre  h  peu  pres  cette  iihportante  formuleV 
donnee  par  AncHiMEOE  pour  le  cas  dc  n==2, 

fx^dx  = -—r  ^ 

•^  n+  1 

« 

Dans  la  premiere  edition  latine  de  \a  Geomcirie  de  Descart^ 
(Amslerdan,  (64 9),  Schooten  a  fait  connaitre  la  tlieorie  des  rot(- 
leiles,  imaginee  par  Tillustre  philosophe  en  vue  de  la  constru- 
ction de  la  tangente  a  la  cycloide. 

La  premiere  mention  imprimee  de  la  sinusoufe  se  voit  dans 
Vj4sie , ,  ,  (Paris,  1652),  du  geograpiie  Sanson,  oCi  il  expose' la 
projection  dite  de  FlamstEed,  laquelle  consiste,  comme  on  sail, 
a  relever  en  Traie  grandeur,  les  meridiens  sur  la  surface  du 
cylindre  circonscrit  el  prendre,  a  partir  du  nieridien  principal, 
les  latitudes  en  vrai  grandeur.  Les  meridiens  se  transforment 
ainsi  en  sinuso'ides  (^). 

11  convient  de  mcntionner  ici  la  determination  du  point  d'in- 
flexion  de  la  conchoide  por  Huygens  (De  circuit  magniludine 
inventa,  Leyde,  1654), 

Dans  son  celebre  ouvrage  Arithmetica  infinttorum  (Oxford, 
1655),  Wallis  etcnd  par  induction  la  formule  de  Cavalieri  aux 
valeurs  negatives  ou  fractionnaircs  dc  I'cxposant  et  aux  expres- 
sions polynomes.  11  applique  cette  theoric  au  calcul  des  inte- 

grales  i(\  —  "^xydx  et  /(I — x^^dx^  dans  le  but  d'obtenir,  par 

interpolation,  la  valeur  de  I'expression  /    y/l  — x^dx  de   Taire 

du  cercle.  On  y  voit  les  premieres  ouvertures  sur  la  ]*ectifica- 
tion  des  courbes,  par  I'application  des  formules  approchees 
S(Aa;^  +  Av^)  et  S  (Ap*  +  p*AO*) ,  a  la  parabole  et  a  la  spirale. 
^ous  mentionnerons  enfin  la  consideration  de  courbes  d^ter- 
niinees  par  des  ordonnees  discontinues,  mais.qu'on  salt  quand 
m^me  continue  qlioique  la  loi  analytique  qui  lie  les  coordon- 
nees  en  general  soit  inconnue. 


(^)  La  droite  se  transforme  ainsi  en  spiraUhyperbolique.  Les  aires  con- 
servent  Icurs  valeurs  en  se  transfsrmant.  ' 

Leiiiniz  a  donn6  k  cette  caurbc  le  nora  de  ligne  de$  nmi$.  Son  nom  de 
sinusoide  lui  a  ^t6  donn^  par  B^lidob  (La  science  de$  Inginieun^  Paris, 
1729).  ■ 
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C'est  par  les  ExercUationum  maihemaiicaram  (Leyde,  16&7^ 
de  ScHooTEN,  qu'on  a  connu  le  folium:  il  en  figure  seulement 
la  boucle,  dont  il  calcule  le  maximum  de  largeur,  d'apres  la 
methode  de  son  ami  Hudde. 

En  1658,  Pascal  propose  scs  fameux  probl^mes  relatifs  a  la 
cycloi'de,  au  sujel  desqucls  Huyge.xs  et  Wrenn  decouvrirent  que 
le  segment  eycloidal  dont  la  base  est  au  quart  de  la  hauteur 
est  absolument  quarrable,  et  Wrenn  trouva  la  rectification  de 
la  cyclo'fde.  Dans  son  Histoire  de  la  cycloide  (Paris,  1658),  Pascal 
apprend  que  Roberval  avait  quarre  depuis  longstemps  la  course 
de  Tartaglia,  appelec  par  Lalouvere  cyclo  cylindrique  et  qua 
nous  reverrons  plus  loin;  et  qu'il  avait  reclifie  la  cycloide:  on 
a  des  preuves  que  Roberval  savait,  dfes  1644,  rectifier  certaihes 
spirales. 

Les  solutions  de  ses  problemes  fulgent  publiees  par  Pascal 
dans  les  Divertes  inventions  de  A.  Deiionville  (Paris,  1659),  oik 
il  demontrc  diflerentcs  formulcs  geometriqucs  qu'on  peut  tra^ 
duire  ainsi: 

fxdy^fydx ,     fxdy  =  xy  —fydx ,     fy^'dx  =^  a?y«  —  nfxj/*-^dg 

et  evalue  les  integrates  fsin^xdx^  deja  trouvee  par  Roberval, 
fxsinxdx  el  fxsm^xdx.  II  donne  les  premiers  aper^us  sur  le& 
mtegrales  multiples  (sommcs  simples,  iriangtUaires,  pyramidaUs)^ 
les  infiniment  pctits  des  ordres  superieurs  et  I'equivalent  de 
ces  deux  theoremcs  fondamcniaux:  on  peui  negliger  un  infini- 
ment  petit  en  presence  d*un  infiniment  petit  d'un  ordre  supeneur* 
et  la  valeur  d'un  infiniment  petit  ne  change  pas  quelle  que  soit  la 
loi  des  accroissements  de  la  variable  pourvu  que  ceux-ci  tendeni 
simultanemeni  vers  zero* 

La  m^me  annee,  Pascal  donne  ses  deux  traites  de  Pegalite 
des  arcs  de  la  spirale  et  de  la  parabole  (^)  et  de  Vhelice  coni- 
que  (^),  ainsi  que  Textension  du  theoi*eme  de  Wrenn  aux  cy- 
cioides  allongees  et  accourcies,  dont  les  arcs  sont  egaux  a  ceux 
d'ellipses  assignables;  —  Schooten«  dans  la  seconde  edition  de 
la  Geometrie,   fait   connaitre   la   transformation  de  Van  Hcurakt 


(I)  Egalit^  connne  depuis  longtemps  de  Roybbbal  et  de  Fbbmat,  qui 
Tavaient  6tenduo  aax  spirales  et  aux  paraboles  d'ordres  sup6riours. 

(*)  C'est  Ik  qu'on  voit  mcntionner,  pour  la  preinifero  fois,  les  courbes 
appel^es  perles  par  Pascal  et  que  Sluse  avait  6tudi^C8  dgalcment,  ainbi 
que  HuYOEvs,  Schooten  et  Mylon. 
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donnantje  rectification  de  la  semicubique  {})  et  en  gisneral  des 
courbes  y*"  =  aj**+*,  ainsi  que  cetle  propriele  de  la  pfirabolp 
d'etre  rectifiable  au  moycn  de  la  quadrature  de  Thyperbole; 
—  enfin  Wallis  (De  cyclo'ide),  public  la  quadrature  par  HuygeVs 
de  la  cissoide,  la  complatiation  des  spherotdes  ct  conou/es  (elli- 
psoides,  paraboloides  ct  hyperbolo'ides  de  revolution),  la  recti- 
fication de  diverses  spiralcs«  et  I'etude  de  la  spirale  lognrithmi'^ 
que,  qu'^ildefinit  par  raccroissemcnt  des  yecleurs  proportion- 
nellem'ent  aux  arcs  circulaires  surcessifs,  c'est  a-dire  par  la 
reliation  d^  =  fdO^  avec  la  tangente  de  cette  derniere  courbc,  sa 
quadrature  et  sa  rectification,  en  remarquant  qu'elle  tourne 
indefiniment  autour  du  p6le. 

Dans  son  livre  tres  diifus  et  peu  connu,  Veterum  getnetrim 
(Toulouse,  1660),  Lalouvere  a  etudie  la  cyclocylindrica,  courbe 
decrite  sur  un  cylindre  avec  un  compas  dont  I'ouveiture  est 
egalc  au  dianietre  de  ce  cylindre.  II  considere  aussi  le  cas  ^^ 
I'ouverturc  est  moindre  ct  il  nonime  alors  la  courbe  cyclocylin- 
drica  secundaria^  II  traite  egalemcnt  de  dcqx  aulres  courbes 
planes  qu'il  appelle  la  yuadraitx  et  le  locus  afymptoficus,  qui 
he  sont  autres  que  le  hui^  deja  remarque  par  G.  de  S /^  Vincent 
et  la  courbe  appelee  aujourd'hui  agnesienne.  II  fait  voir  que  la 
cubature  de  I'onglet  cylindrique  est  representee  par  la  quadra- 
ture de  la  quadralrix,  quadrature  qu*il  donne,  ainsi  que  celles 

de  la  courbe  plus  generale  y  =  a?(t  —  x')*,  de  I'agnesienne  et 
de  la  cvclocvlindrica.  Celle  de  cette  dernifere,  —  la  seule  d'ail- 
Icurs  qu'il  demontrc, —  est  asscz  simple  pour  trouvcr  place 
ici:  soient  P  la  projection  du  point  M  d'une  circoniei'ence  sur 
le  rayon  OA  ct  K  le  point  oil  OM  coupe  la  circonference  ayaht 
OA  pour  dianietre:  les  arcs,  AK,  AM  sont  egaux,  de'  ni^inc 
que  les  droites  OK,  MP;  de  sorle  que  si  on  porle,  perpcndi- 
culairement  au  plan  du  papier,  les  hauteurs  KK',  MM',  les  deux 
(!ourbes  *cylindriques,  lieux  des  points  K',  M',  developpecs  sur 
un  plan  scront  identiqucs;  or  le  premier  de  ces  lieux  n'est 
autre  que  la  cvclocvlindrica  ct  le  second.  Tellipse  limitant  Ton- 
glet  a  45®:  or  la  surface  de  ce  dernier  est  connue  d'apr&s 
G.  DE  S/  Vincent, 

A  la  suite  de  cet  ouvragc,  Fermat  a  public  sa  demonstration 


(*)  Ccttc  transformation  peut  so  rcpr^ientcr  par  la  relation  pyiSBOx 
norm,  d'ou  as  =Cyidx, 

.    Neil  et  Fermat  avaient  ^galemcnt  fait  cette  d^coBverte,  la  premi&re  de 
ce  genre,  &  peu  pr^i  en  mdme  temps  que  VAH-HciiaAST; 
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de  la  rectification  de  la  seini-cubique  basee  siir  un  theor&me 
qu*on  peut  representcr  par  la  relation 

/  et  ^' 'desig;nant  les  parlies  de  iangcntes  aux  extreinkes  d*un 
arc  comprises  enlre  Ics  ordonnees  correspondantes,  et  y\  Tor- 
donnee  correspondanle  d'une  ccrtaine  parabole.  Fcrmat  coiisi- 
dere  les  coiirbes  definies  par  la  propriete  de  Pordonnee  de 
chacnne  d'etre  egale  n  I'arc  corrcspondant  dc  la  precedente, 
et  donne  ce  theoi^eme  qui  liii  a  scrvi  pour  conslruirc  la  tangente 
a  la  cycloide:  soit  sur  ordonnie  PM  (rune  courbe  OM,  la  Ion- 
gueur  Pm  egale  a  tare  OM,  la  tangent e  en  M  est  a  la  sous-ian- 
genie  correspumlante  comme  Pin  tsl  a  la  sous-tangente  au  lieu  du 
point  m. 

La  publication  des  lettrcs  dc  Dkscartes  en  1662  revela  di- 
verses  etudes  d'un  grand  inter^t  historique,  parmi  lesquelles 
nous  citcrons:  le  folium,  dont  il  a  deja  ete  parle  ci  qui  ful 
propose  a  Roberval  en  1G38,  sous  les  deux  formes  a5'  +  y'a=«acy 
et  y*  (a -[- 3a;)  ==  x^  (rt  —  a?),  ce  qui  niontre  que  Descartes  savait 
changer  d'axcs  de  coordonnecs;  : — la  vraie  figure  du  plan  in- 
cline (m^me  anncc)  qui  est  une  spirale  (spirale  logarithmique) 
dorit  les  arcs  sont  proportionncis  aux  rayons  vecteurs  corres- 
pondants,  et  les  tangentes  egalement  inclinees  sur  ces  mdmes 
vecteurs; — la  discussion  dc  la  nletlkule  des  tangentes  de 
Fermat,  qui  auiena  celui-ci  a  la  presenter  plus  clairement;  — 
la  theorie  des  roulettes  citee  plus  haul;  —  la  quadrature,  Jcs 
tangentes,  etc.  des  parabolcs  ties  degres  superieurs  (uiemc  an- 
nee);  —  en  1639,  la  soluticm  du  problemc  dc  Dkbkaune,  qui  etait 
de  determiner  une  certainc  courbe  definie  par  une  propri^ti 
de  sa  tangente  (^); — ^la  consideration  de  la  courbe  qu*aifecte 


(I)  Dans  I'esp^cc  il  s'agissait  dc  la  relation  (y  —  jj)  cJy  =  ctr,  qui 
duit  k  r^quation  de  la  lo'ifjirifliiniqiio.  Dkscauiks  inoutre  que  ceWc  cou 
une  asymptote  et  qu'c//e  cat  le  lien  de  V intersection  de  dfnx,  droitts  Mt 


don- 
courlte  tf 
1  »e  mou- 

vant  paralltlement  a  ellesmnnes,  i'nne  nuiformvntcnt  et  l\intre  avec  une  vi- 
tesse  proportionnelle  a  tsa  distancf  a  rasymptote.  C'ett(!  definition  est  identique 
a  celle  des  logarithtncs  donrioc  pur  Nkpkk.  II  comprend  Timportance  de 
CO  genre  de  nucstions,  appclc  depuis  prohthne  invene  des  tangentta  ou  intt" 
§rafion  dee  equations  dtffi^rentielles^  et  dont  Ff^itMAT  avait  en  egalement 
rid^c.  II  reconnait  que  la  solution  u'ost  pas  tou  jours  possible  et 'parle  d^ 
yllisiours  th^or6n)e9.qu*il  a  trouv68  sur  ce  sujet.  11  remarque  ailleiira  que 
ales  tangentes  de  deu¥  UgPfs  de  diverse  csp6ce  do  pcuvept.ai)oir  leamev* 
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a  un  instant  donne  une  corde  pesante  primitivement  horizon^ 
tale  tombant  vers  le  centre  de  la  tefre^  courbe  qu'il  definit  par 
cette  condition  que  les  vecteures  .d*un  meme  point  dans  deux 
positions  diflei*entes  difl%rent  d'une  constante,  ce  qui  equivaut 

a  la  condition  /5^  +  fl*=]p  +  i;  —  enfin  la  courbe  lieu  des  points 
dont  ies  distances  a  des  points  donnes  aient  une  somine  don- 
nee, 

Ricci  (Exera'tatio  geomeln'ca,  Rome,  1666)  a  demonlree  que 
le  maximum  du  produit  ai^(l—xy  est  maximum  quand  on  a: 

r  =  -^      »  ce  qui  donne  aisemcnt  la  construction  des  tan- 

x  —  l       0  ^ 

gentes  aux  parabolas  (*),    leur  quadrature  (^),    leur  centre  dc 

gravite,  etc.  toutcs  choses  dont  on  n*avait  pas  jusqu*ici  de  de- 

mbnstration  rigou  reuse. 

On  a  de  James  Gregory  Geometria  pars  universalis  (Padone^ 
1667),  oCi,  entre  autrcs  choscs;  it  parle  de  la  logarithmique  et 
demontre  ces  rcniarquables  iheorenies: 

Sur  la  tangente  cfe  la  courbe  OM  ei  sur  rordonnee  PM,  prenons 
Pm  ei  MT  e^ales  a  I' arc  OM:  la  droile  Tin  est  tangent e  au  lieu 
de  W,  . 

La  tangente  en  M  a  la.  courbe  OM  coupe  I' axe  des  x  au  point 
T  oii  on  clev'e  Vordonnte  Tm  rgale  a  totulonme'MP:  taire  balayee 
par  Vordonnie  mp  est  double  de  celle  balayte  dans  le  mime  tenips 
par  la  tangente  1\11\' 

Si  Vordonnce  MP  di  la  courbe  AM  et  le  vecteur  Om  de  la  courbi 
am  5071^  par  tout  egaux,  de  meme  que  les  arcs  AM,  am,  la  surface 
AOPM  est  double  du  secteur  aom  el  les  angles  des  tan  gentes  en  M 
et  m  avec  PM  et  om  sont  egaux,  L'axe  des  x  de  la  premiere 
courbe   est  Taxe  d'involulion  et  le  p6le  o  dc  la  dcuxicme,  le 


mes  proprietez  sp^cifiqucsu.  C'6tait  dire  qu^mc  courbe  peut  dtre  d^finld 
par  une  equation  diflPerenticlIe. 

Debeaunc  avait  donnd  la  quadrature  de  cette  courbe  ainsi  d^finie,  ce 
qui  lui  valut  les  vifs  61oge8  de  Descartks. 

(M  Voir  Frogresso  matematicOf  1900,  pag.  51. 

(2)  Id.,  1900,  pag.  408. 

(^)  La  seuie  demonstration  gou6rale  alors  connUe  dc  la  relation 

V/i*  1 

im 


=oon*t»      ifc-fl 


6tait  celle  de  Pascal,  publico  sculement  en  1665  et  bas^e  sur  la  difBeilf 
iPmmatioQ  des  puissanceB  semblablci  des  termes  d*noe  progreiston  aii* 
thin6tique.  ..'...     .  . 
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centre  d^evoluiion.  La  premiere  est  Vinvoluia  de  la  seccmde, 
laquelle  est  Yevoluia  de  la  premiere  (^). 

L'annee  suivante,  le  mdme  auteur  publia  a  Londres  si^ 
Exercitatiofus  geomeirtcof,  oOi  il  traite  de  la  quadrature  de  Fagne- 
sienne,  de  la  cissoide  cl  de  la  conchoide,  ainsi  que  des  inte- 
gi*ales  J'jT*  (fl  +  a;)* </x,  J'secxdx,  J\.%xdx\ — et  Stuze,  k  Liege^ 
la  deuxieme  edition  de  son  Mesolabum,  oh  Yon  voit  la  quadra- 
ture et  les  centres  de  gravile  des  perles  y*  —  aj*(l — a:)*,  qu'il 
appelle  eUiptoidis,  paraboloidis  et  hyperboloidis  et  qu'il  compare 
aux  spirales;  il  montre  aussi  a  determiner  le  point  d'inflexion 
a  Taide  d'une  cissoide. 

Nous  arrivons  au  celebre  ouvrage  de  Barrow,  Lecliones  gi<h 
meirtca  (Londres,  1669-72),  qui  a  exerce  une  si  grande  ipfluence 
sUr  les  progres  de  la  geometric  infinitesimale  et  du  calcul  difl%- 
rentiel.  Les  problemes  qu'il  traite  sont  trop  nombrcux  pour 
qu'on  puisse  en  citcr  m^me  simplement  les  enonces,  en  langage 
vulgaire:  mais  la  chose  est  faisable  si  on  represenie  algebrique- 
ment  les  transformations  qu'il  pmpose.  Appellant  done  a?,  y 
ou  p,  0  les  coordonnees  de  la  premiere  courbe;  ^  et  n  la  sous- 
tangcnte  et  la  sous  normale  (');  A  son  aire;  s  Taix;  T  et  V  la 
tangentc  et  la  normale;  designant  en  ouli*e  les  grandeurs  cor- 
rcspondantes  de  la  transformee  par  des  indices;  on  pourra  re- 
sumcr  ainsi  le  travail  de  Barrow: 

Sachant    mener   la    tangcnte    a    la    courbe    F  (x,  y)  =  0,    ou 


(^)  Cette  transformation,  entrevuo  par  Wallis,  pcut  se  rspr^senter  par 
l^s  relatioiic  y  as  p,  2  Msafpdb.  On  en  tire  les  consequences  suivantes : 

La  rouldte  et  la  podaire  d*une  courbe  oni  eiUre  eUe»  la  relation  d'invO' 
luta  a  ^valuta. 

Si  nne  courbe  route  tfur  son  involufa,  suivant  qu^dle  route  d  VintMeur  om 
d  VexUinettrf  le  centre  d^ Evolution  a  pour  trajectoire  la  bate  d'ivolution  om 
une  aniicauitiqtie  de  Vtnvoluta, 

Si  une  courbe  route  »ur  son  ivotuta,  stiivant  que  le  mouvemeni  est  inid' 
rieur  ou  exUrieur,  la  base  dHnvotution  enveloppe  U  centre  d'ivotuiion  on 
Vantitaustique  de  Vdvoluta, 

IJinvoluta  de  la  circonfirence  est  une  circonfirence  de  rayon  doulde;  edit  de 
la  rosace  p  3=  sin  mO,  V ellipse  y^  -|-  mx'  =  1 ;  celle  du  limagon  y =a  cos  6-f-b, 
une  trochoide;  celle  de  la  spirale  p"  =  6  est  la  paraboU  my"+*  =  (m  + 1)  X; 
ceUe  de  la  spirale  hyperbolioue,  une  logarithmique ;  celle  de  la  spirale  toga" 
rithmique,  une  droite.  Uevctuta  de  la  roulette  au  foyer  d*une  parabole  fenai' 
nette)  est  une  droite;  celle  de  la  roulette  du  sommet  d'une  parabole,  une  eu- 
soXde;  celle  de  V hyperbole  x'  —  y*  =  1,  /a  spirale  p  =  ShaO. 

Do  \k  un  grand  nombre  de  thdor^mes  de  Cardah,  Tbchiruhaus,  Pascal, 
Gilbert,  Sluzb,  Fkrmat,  Gdido-Gramdi,  Viviahi,  Stkinkr,  Habicb,  Chasum* 
Besant,  Mamheim,  etc.  que  nous  avons  rapp61^s  ailleurs.  (Voir  J,  S,  1898, 
pag.  180.) 

.    (')  ABCHiutpB  considerait  la  sous-tangente  polaire;  Bakbow  j  ijoiitt 
la  consideration  de  la  sous- normale  polaire. 
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/*(p,  0)  =  O,  construire  celle  de  la  transforinee  de  cette  courbe 
definie  par  Tune  des  relations  suivantes : 

yyi=l^.  pt  =  *pi+p. 

yi*=y*+«'.  pi  =  p+«. 

yi*  =— y*  +  «'.  *pi  =  p+fl. 

yi' = y' + «'•  ^pi'  =  «p* 

«  • 

yiy  =  xK  p4  =  p  +  *. 

yi  =s.  apt  =  A. 

a?yi  =  *y'-  pi'  =  A. 

/yi=A.  pj«  =  ppi. 

yi«  =  A. 

3?yi  =  ^y*»  •*!  =  ^^« 

On  reconnait  les  transfurmees  appellees  inverses  carUsiennes , 
homothetiques ,  inverses^  concho'ides;  de  In,  la  langente  a  la  cir- 
conference,  a  Thyperbole,  a  la  cissoi'de,  a  la  conchoide,  k  la 
spirale  et  a  la  quadratice,  etc. 

Definition  du  cappa  (')  et  de  la  stropho'ide  (J)  obliques,  et 
construction  de  leur  tangentes.  Ensuite,  methode  bien  connue 
des  tangentes  de  Barrow  {^)  et  application  au  cappa,  a  la  la- 
meenne  x^-\-y^=\,  au  folium  (qu'il  appelle  la  Galande)^  a  la 
quadraticc  et  a  la  tangent oide  JP=tgy, 

Relation  entre  la   quadrature  d'une  courbe  et  celle  de  sa 


(^)  Vax  Gutschoybn  avait  6tu(li^  cette  courbe  d^s  1662. 

(2)  RovERBAL  eoanaiMait  en  1644  cetto  courbe  qall  appelait  VeMn  oa 
\tLpt6roXde:  il  lui  oroyait  d'ailleurs  la  forme  de  deux  strophoYdea  r^^imies 
par  leur  sommet  commun. 
.    (3)  Voir,  par  oxemple,  Prog.  Math.,  1899,  pag.  189. 
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tva«f)forinec  definic  par  I'line  des  relations: 


yi  =  n.  yi-=i.  yyi  =  «*. 

ayi  =  A.  pi'  =  pn. 

2^yi  =  A  t/fic«  +  y^  xi  ^  p,  yi  =  /. 

y4*^y'  +  «'-  pi^  =  flp. 

£t  quelques  autres  theoremes  sur  les  cubatures,  les  centres 
de  gravite,  etc.  dont  les  suivants: 

c.  ,  ya?a  =  yip«  et     a?i=--p, 

Si  {  >  on  a :  Ai  =  A). 

Xi  =  s        et  yiT  =  ^yi, 

a?i  =  5        et  /p«j  =  pyiT, 

Le  meme  auteur,  dans  ses  Lecliones  optica  publiees  en  ni^me 
temps  que  l*oiivrage  precedent,  a  niontie  a  determiner  le  point 
de  rencontre  dc  deux  rayons  d'abord  paralleics  puis  refractes 
par  une  surface  spheriquc,  predulant  ainsi  a  la  decouverte  des 
enveloppes  et  des  caustufues;  il  enseigne  aussi  la  maniere  d*uti- 
liser  la  stroplioidc  oblique  pour  la  trisection  de  Tangle  et  la 
solution  du  probleme  d'AL-HASEN. 

La  m^nie  annee,  Wallis  donne  son  De  molu,  o^  se  trouvent 
la  demonstration  de  la  (piadrature  dc  la  cissoi'de,  par  Huygens, 
et  le  premier  signe  d'integration  qu\m  ait  employe,  la  notation 
07/in.  remplacant  le  mot  « omnia 9  de  (mvalieri. 

Avec  GuARiM  (Euclides  audactus,  Turin,  1671),  se  perfectionne 
un  des  procedes  d'etude  des  courbcs,  la  penetration  des  corps 
et  le  dcveloppemcnt  sur  un  plan  des  surfaces  qui  conticnnent 
leurs  intersections. 

Sluze  avait,  des  1652,  decouvcrt  le  moyen  dc  tracer  la  tan- 
gcntc  crune  courbe  dePinic  par  une  fonction  implicite;  il  la  pu* 
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bira,  sans  demonstration,  dans  les  FT(^)  de  1673,  ainsi  qiie  la 
(brmule  de  la  derivee  de  x*,  qu'il.  dit  deraontrer  en  utilisant 
cetie  propriete  du  developpeinent 


— — ^  =  aj*-  *  +  a?*-«y  + . . . 
x—v 


d'etre  forme  de  n  monomes  du  degre  n —  1. 

C'est  dans  Tadmirable  Horologium  oscillaionum  (Paris^  1-67 3)^ 
d'HuYGENs,  que  se  trouvent  exposees, — outre  de  belles  appli*' 
cations  de  la  geometric  infinit^simale  a  la  dynamique,  —  la 
theorie  de  Vevoiuia  (developpee),  qu'il  applique  a  la  cyclolde 
et  aux  coniques.  11  en  tire  de  nouvelles  demonstrations  de  la 
rectification  de  la  cycloide  et  de  la  semi  cubique.  II  donne  ega- 
lement  la  complanation  des  conoides,  qu'il  avait  annoncee  dans 
une  lettre  de  1657  a-ScHooTEN,  et  fait  connaitre  cette  belle  pixi- 
priete  de  la  cycloide  d'etre  la  laiUochrone,  c'esit-a-dire  la  traje- 
ctoire  d'un  pendule  isochrone. 

Leibniz  {Journal  des  savans,  1678),  indique  un  nouveau  se- 
gment quarrable  de  la  cycloide:  celui  dont  la  corde  part  du 
sommet  et  aboutit  au  point  de  cette  courbe  situe  au  milieu  de 
la  hauteur.  11  Tavait  fait  connaitre  en  1674.  Les  Behnouixi  en 
ont  trouve  plus  tard  un  grand  nombre  d'analogues. 

Ce  n'est  qu'api*es  sa  mort  que,  malheureusement  pour  I'avan- 
cement  de  la  science,  furent  publics  les  travaux  de  Fermat  qui 
purent  elre  recueillis  {Opera  Varia,  Toulouse,  1679).  Outre  ce 
que  nous  en  avons  dejii  dit,  nous  y  voyoHs  que  des  1629,  il 
avait  resolu  le  probleme  de  Pappus  et  trouve  sa  methode  de 
maxtmts,  et  de  la  sa  methode  des  langentes;  qu'en  1632  il  savait 
construire  la  tangcntc  a  la  concho'ide;  qu^en  .1,636,  il  quarrait 
)a  spiralc  p'  =  6;  qu'avant  fapparilion  de  la  Geomeirie,  il  avait 
egalemcnt  decouvert  les  principes  de  la  geometric  cartesienne, 
qu'il  a  exposes  plus  methodiquement,  mais  sans  les  apercus 
qu'y  avait  tijoutes  Descartes,  Icquel  en  avait  beaucoup  mieux 
saisi  la  haute  portec.  —  En  1636,  Roberval  lui  communique  la 
fermule 


k+\  ^n*H-«       k+i    '    n 


(^)  Philosophical  Transactiona.    ' 

Newton  a  consign^  la  mSme  d^coavcrte,  k  peu  pr^s  en  mdme  temp8| 
dans  uuc  lettru  a  Coluh8« 


84 


de  la  quadrature  des  paraboles  des  degres  superieurs;  il  I'in* 
ibrme  qu'il  a  considere  depuis  longteinps  les  tangentes  de  la 
conchoide  comme  delerminecs  par  des  equalions  bicarrees,  que 
ceite  courbe  a  des  points  cpar  lesquels  on  ne  peut  mener  de 
tangentesB  (points  d 'inflexion).  Fbrmat  lui  repond  qu'il  a  trouve 
egalement  la  meme  formule,  au  moyen  des  nonibres  figures  (^). 
—  En  1638,  Fermat  redigea  pour  Descartes  sa  methode  de  ma- 
Qcimis  avec  application  a  la  construction  de  la  tangente  a  la  pa* 
rabole,  a  I'ellipse,  a  la  cisso'ide,  a  la  conclioi'de,  a  la  cycloide, 
a  la  quadratrice,  et  peu  apr^s  au  folium  et  h  la  cartesienne. 
RoBERVAL  remarquc  que  cette  derniere  possede  un  point  (double) 
apar  lequel  peuvent  passer  deux  ovales  et  partant  y  avoir  deux 
tangentcsB,  ce  que  Tequation  doit  faire  decouvrir  (').  —  Fermat 
indique  en  outre  une  methode  de  recherche  des  points  d'in« 
flexion  basee  sur  la  determination  du  maximum  de  Pangle  de 
la  tangente  avec  une  droitc  fixe ;  donne  une  etude  sur  le  degre 
des  courbes  employees  a  la  solution  des  problemes,  la  quadra- 
ture des  paraboles  fondee  sur  la  consideration  d'ordonnees  cor- 
i*espondant  a  des  abscisses  en  progression  geometrique  ('),  enfin 
les  premiers  exemples  de  quadratures  analytiques  qu'on  ait 
encore  vues,  oCi  il  evite  les  radicaux  au  moyen  de  substitutions 
heureusement  choisies:  nous  en  rapporterons  quelques-unes  ex- 
posees  a  la  maniere  moderne. 

Soit  le  huit  y' =  «*  —  »*.  En  posant  y  =  ux,  d'ofii  a* +05*=  1, 
il  viendra: 

ifydx  ==  2Juxdx  =  x^u  —fx^du  =  x^u  —/(I  —  u^)  du  (*) 

Cette  courbe  est  done  absolument  quarrable. 

Pour  le  folium  x'+y^— ay,  on  posera  y^ux^^  d'ou  uhc^—u — I » 


(t)  Probablement  la  mdthode  que  nous  avons  indiqude  Prog»  Mai,,  1900, 
p.ig.  408. 

(2)  CuASLEs  ne  parait  pas  avoir  remarquc  ce  passage  {Ap  hiti,,  pag.  162). 

(3)  Voir,  par  exemple,  Pirog,  Mat*  (IDiiO,  pag.  410).  Cette  methode  et 
celle  des  tangentcs  aux  courbes  transcendantes,  montrent  avec  quelle  ha* 
bilot^  Fermat  effectuait  la  substitution  dUnfiniment  petits  do  mdme  ordre. 

(«)  La  m^me  substitution  dans  T^quation  de  Vanguinea  y  (1  +  »*)  =  «, 
donne 

2j'ydx  —  ua^ —   f-    -    -dii. 
La  quadrature  de  cette  cQurbe  s  obticnt  done  au  moyen  des  logarithnies  • 
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et  de  la, 

Conclusion  analogue. 

Dans  Vagnesienne  yV?  +  a?«=  I,  changeons  x  en  u^  et  y  en  — , 
d'oCi  »*  +  tt'  —  I ;  il  viendra  ** 

fydx  =  'ifvdu  (*). 

La  quadrature  de  cetle  courbe,  qui  lui  avail  ete  proposee  cab 
erudito  geometra»(').  se  ram&ne  done  a  celle  du  cercle  t;*+w*=J. 
Ferbut  ajoute  que  la  meme  metliode  convient  a  la  dioclea  (^). 


(I)  Cette  substitution,  dans  T^quation  de  \tL  piriforme,  y^sax^  —  x*, 
montre  quo  la  quadrature  de  cette  courbe  se  ram^nc  k  celle  du  cercle 

En  g6n6ral,  6crivons  ?/  =  wac*-',  d'6i!i  mfydx  =  tiaf  — fx^du.  On  obtien- 
dra  une  infinite  de  courbes  quadrables  en  posant 


aj" 


l«-v 


si  Texpression  F  (z)  dz  est  int^grable. 

(')  De  mime  pour  x  =  w-*,  y  =^  fw*,  on  a  ydx  =  —  vdu\  et  en  g^n^ral, 
si  on  pose  x  =  «■•,  y  =  i;u~'"+*,  il  viendra  ydx  «=  avciti.  De  \k  le  moyen  de 
determiner  une  infinite  de  courbes  dont  la  quadrature  se  ram^ne  k  celle 
de  la  parabole,  de  l*ellipse,  etc. 

(3)  Lalouvj^rb,  qui  dit  tenir  cette  quadrature  de  Febmat. 

(4)  La  cissoide.  —  Ne  serai t-ce  pas  cette  solution  que  Fkrmat  avait 
en  vue?  Dans  T^quation  y*(l  —  a;)=:a5^  faieons  y  =  a^w-*,  il  viendra 
x  —  0:2  =  v^,  d'oii,  en  diff^rentiant,  multipliant  par  x  et  rempla^ant  x  —  9^ 
par  c;*, 

ix?dx  =  v^dx  —  2vxdx^    d'oA     Cydx=s  Cvdx  —  2fxdv=:vx  —  Bfxdv, 

La  quadrature  est  ainsi  ramen^e  k  celle  du  cercle  x—  a^=»t^. 

Jean  Bernoulli  et  le  Marquis  de  l'Hospital  ont  employ^  des  m^thodes 
semblables  pour  la  folium:  on  verra  la  premiere  dans  le  Tratado  de 
M.  Gomes  Teixeira,  pag.  58;  voici  la  seconde:  diff^rentions,  multiplions 
par  y  et  rempla9008  y^  par  xy  —  x\  il  viendra  Tezpression  int^grable 

La  mSme  substitution  y  =  a^v^  dans  F^quation  da  eappa  x* .«  ^  —  y^a* 
donne 

v»  -j-  as*  ==  1 ,    =  —  xdv ,    2j*ydx  -bs  — J*xdv . 

II  y  aurait,  k  g6n6raliser  ces  r^sultats,  d'utiles  ezercicei  ^i^mentaires  de 
calcul  integral.  Nous  en  avons  donn^  un  aper^u,  J,  8,^  1893  (Reck,  dt 
eourbes  qiiarrables  et  rectifiablesj. 
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TscHiRNHAUS  communiqua  en  1682  a  Vj4c.  des  Sc,  de.  Pirisi 
la  theorie  des  caustiques^  qui  iui  avait  ete  suggeree  par  LeibbUz. 
TfiCHiRN^HAUs  considerc  sculement  des  ravons  paralleles,  el 
coinme  dtrimante,  ie  cerclc.  Les  Bermollli  ont  porte  cette  theo- 
rie a  son  emigre  perfection. 

L'annee  1684  marque  une  date  nieinoi*ablc  dans  Thistoire  du 
cdlcul  differentieL  C'est  a  cette  epoque  que  Leir?iiz  publia,  dans 
les  A.  E.  (^),  sa  celebre  Nova  Methodus,  oCi  il  expose  les  prin- 
cipes  dc  ce  calcul.  Au  point  de  vue  dc  notre  etude,  nous  cite- 
rons:  les  formules  donnant  les  diflerentielles  d'une  somme, 
d*un  produit,  d*un  quotient,  d'une  puissance  entiere  ou  Fra- 
ctionnaire;  celle  de  la  sous-tangente,  et  son  application  a  la 
cyclolde,  au  lieu  des  points  dont  la  soinine  de  leurs  distances 
a  des  points  fixes  est  donnec,  enfin  au  probleme  de  Debeaune. 
II  a  egalement  etudie,  dans  Ie  iiK^me  volume,  ce  qu'il  appelle 
la  quadratrice  d*une  courbe,  c'cst-a-dire  celle  dont  les  on:ton- 
nees  representent  la  surface  de  cette  courbe,  ou  la  transformee 

Walus  a  publiee,  en  1689,  un  etude  du  cono-cuneus  et  de 
ses  sections  perpendiculaires  aux  plans  diainetraux,  lesquelles 

sont  de  la  forme  ay  —  {x-{-h)  yc^  —  x^^  generalisations  du  huit. 
Ces  etudes  avaient  etc  divulguees  par  Wallis  en  1662. 

Tschirnhaus  {Medicina  mentis^  Amsterdam,  1686),  propose 
une  methode  universelle  de  concevoir  les  courbes  comme  pix)- 
duites  par  Ie  moyen  d*un  stylet  tendant  des  fils  eni*oules  autour 
de  points  ou  de  courbes  fixes.  La  mcme  annee,  Leidmtz  emet 
les  premieres  idees  sur  V osculation  en  general;  il  propose,  I'an- 
nee  suivante,  la  recherche  de  la  courbe  isochrone^  c'est-a-dire 
celle  d'un  grave  descendant  egalement  dans  des  temps  egaux: 
la  solution  fut  donnee  par  Huygrms,  Leibmiz  et  Jacques  Bernoulu, 
qui  trpuverent  que  cette  courbe  n'est  autre  que  la  semicubique. 

Dans  ses  admirables  PhilosophicB  naturalis  principia  (Londres, 
1687),  Newton  a  donne,  a  litre  de  iemmes  ou  de  corollaires  un 
certain  nombre  de  propositions  importanles  de  geometric,  dont 
nous  citerons  ce  qui  suit; 

A  la  limite,  Ie  rapport  d*un  arc,  de  sa  corde  ei  de  sa  projeciion 
sur  une  iangenie  esi  l*unitL 

A  la  limite^  Ie  rapport  des  carrcs  de  deux  cor  des  par  alleles  est 
egal  a  celui  des  {leches  correspondantes. 

La  consideration  des  angles  de  contact  de  divers  ordres. 

L*application  aux  coiiiques  et  a  la  spirale  logarithmique  de 


(^}  Adta  eruditorum  Lipsiensce* 
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la  theorie  des  forces  centrales  et  de  Tetude  des  Irajectoircft 
dans  des  milieux  resistants. 

La  construction  d'unc  conique  passant  par  cinq  points  don- 
nes,  en  employant  deux  angles  toumant  autour  de  leiirs  som- 
mets.  L'une  des  intersections  decrivant  une  droite,  Tautre  de- 
crit  la  conique. 

La  methode  deja  indiquee  pour  changer  une  figure  en  une 
autre  de  m^me  genre  mais  plus  simple,  avec  cette  remarqu€ 
que  les  tangents  se  correspondent. 

11  y  a  lieu  de  disiinguer  les  courbes  simples  (dont  Tequation  6st 
irreductibic)  des  courbes  composees,  ei  celles  qu'uru  droit  peui  reft" 
conirer  en  un  nombre  fini  de  points,  de  celles  qui  peuvent  fetre  en 
une  infinite  de  points, 

Une  courbe  du  n*  degre  peut  etre  coupee  en  n  points  par  une 
droite^  Deux  courbes  de  degres  m  et  n  ne  penvent  se  coupcr  en  plus 
de  mn  points. 

Une  figure  ovale  ne  peut  etre  quarree  in  rectifite  par  un  expres* 
sion  d*un  nombre  fini  de  termes,  Autrement,  en  prenant  un  point 
interieur  comme  p6le  et  construisant  les  deux  spirales  dont  les 
vecleurs  croissent  comme  les  aires  (*)  ou  comme  les  arcs  cor- 
respondants  de  la  proposee,  toutc  droite  passant  par  le  p6le 
coupera  Tunc  et  Tautre  spirales  en  une  infinite  de  points,  de 
sorte  que  Tequation  donnant  la  quadrature  ou  la  rectification 
doit  6tre  d'un  degre  infini  (*). 

KectiPication  et  developpec  de  Tepicycloide. 

Solution  du  probleme  de  Kepler  (^)  k  Taide  de  la  trochoide. 

Quadrature  approchee  d'unc  courbe,  dont  on  donne  diverses 
ordonnees;  la  solution,  divulguee  en  1$16  et  etendue  plus  tard 


(0  Newton  erappose  qa'ao  point  se  ment  sar  le  vect^nr  de  la  premiere 
spirale,  avec  une  vitesse  proportionnelle  an  carr^  da  vecteur  de  la  propo- 
•6e,  ce  qui  donne 

^  =  2itp2    d'ou    C|=i=2Jk/p»de  =  KA. 

.  ••  * 

(2)  L'expression  de  la  rectification  d*un  certain  arc  droit  donner  nbn 
seulement  celle  de  cet  arc,  mais  encore  celles  de  tons  les  arcs  obtenua  en 
lui  ajoutant  un  nombre  quelconque  de  tours.  lm 

On  a  object^  k  ce  th^or^me  de  Nbwtom  que  la  lemniscate  est  aosolu* 
ment  quarrable,  mais  cetto. objection  tombe  quand  on  remarque  que  cette 
courbe  n'est  pas  ovale,  et  que  par  suite  de  son  point  double,  les  secteun 
s'augmentent  tantot  positivement,  tantdt  n^gativement  et  que  rien  n*em* 
pdche  par  suite  qu'il  passe  par  des  valeurs  p^riodiques. 

(3)  On  sait  qu'il  s  agit  de  partager  un  secteur  focal  d'eliipse  oo  prd|K>r- 
tion  donnde.  .•  '  \ 
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par  NcwTON  lui-m^me,  Cotes  et  Shrung,  s*obtient  en  KiiSant 
passer  one  caurbe  parabolique  par  les  extremites  des  ordoiinees 
et  quarrant  par  les  methodes  ordinaires. 

Les  sinus  des  rayons  incidents,  puis  reAractes  par  Tovale  de 
Descartes,  etant  dans  le  rapport  de  it  a  /,  on  aura  entre  ces 

mdmes  rayons  la  i*eIalion  -j^  =  T^  ^'^^  '^  moyen  de  constniire 

cette  courbe  par  des  intersections  d'arc  de  cercles. 

Enfin  la  determination  du  solide  de  moindn  resisianct,  pre- 
mier exemple  d'un  genre  de  problfemes  dont  le  principe  est 
devenu  le  calcul  des  variations. 

Leibmiz  {A.  E.,  1689),  signale  plusieurs  generalisations  des 
caustiques,  par  refraction  et  par  double  reflexion,  sur  une  ou 
deux  courbes,  auxquelles  il  donne  les  noms  d*acampta  et 
d*aclasia,  II  propose  ensuite  Tetude  de  la  courbe  que  parcourt 
un  grave  s'approchant  uniformement  d*un  point  fixe,  Visochrona 
paracentrica. 

Dans  son  trop  longtemps  meconnu  Traiie  de  la  lumiere  (Leide, 
1690),  lu  treize  ans  auparavant  a  YAcademie  des  sciences,  Hutgens 
reslilue  la  m^thode  probable  de  Descartes  dans  la  rechernhe 
de  ses  ovales  (^);  examine  Yonde{^)  correspondant  a  des  rayons 
pai*alleles  et  refractes  par  un  cercle,  c'est-a-dire  la  ligne  (*),  qui 
coupe  ceux-ci  a  angles  droits;  il  trouve  que  celte  onde  est  la 
devcloppee  de  I'enveloppe  (^)  de  ces  m^mes  rayons,  laquelle  il 
montre  dtre  une  epicycloi'de.  Dans  le  cas  de  rayons  reflechis, 

cette  epicyclo'ide  est  d'indicc  ~.    Dans  un  traite  annexe  sur  la 

cause  di  la  pesanieur,  il  donne  la  tangente,  la  quadrature,  la 
rectification  de  la  logarilhmique  ou  logistique,  a  laquelle  il  donne 
ces  deux  noms;  il  denomme  aussi  la  souiangenie  (sic). 

La  m^me  annee,  Jacques  Bernoulli  (A,  E.)  propose  I'etude 
de  la  caiinaria  (cha^nette).  L'annec  suivante,  il  etudie  la  para- 
bola helicoidis  ou  spiralis parabolica  (I  —  p)*  =  6,  deja  consideree 
par  Feamat,  ainsi  que  la  spirale  logarithmique  et  la  loxodromie, 
en  se  servant  du  nouveau  calcul  de  Leibniz;  et  propose,  a  Pins- 
ligation  de  ce  dernier,  Tetude  de  Velastica  ou  elaierutn  cur9a' 


(1)  Soit  du  r^l^ment  de  la  normale,  on  a : 

k         sin  a         d  (a  sin  a)         dp        f  dp         PQ  — P^ 


I         sin «!        d  (u  sin  ai)        dpi       Jdpi       Plg^ "~  Pi^ 

(S)  On  Tappelle  aujoordliui,  d*apre8  Qu^telet,  la  caustique  $ecanda%re. 
(')  Tngectoire  orthogonale. 
(*)  Canstique. 
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iura.  A  noter  de  Jacqoes  Rernoulu  cette  importante  remarque 
que  Ton  peut  assigner  hut  la  parabola  helicoidis  deux  arcs  dont 
la  difference  est  exprimable  algebriquement. 

Cette  m^me  annee  1691,  «Tean  Bermoulu  propose  I'etude  de 
la  velaria  ou  figura  veli;  et  Ozanam  (Dictionnaire  maihemaiigue, 
Paris,  1691),  fait  voir  pour  la  premiere  fois,  Tequation  de  la 
stropho'ide,  de  la  cycloide  geomHrique  (cardio'ide)  et  de  la  con- 
choide;  la  construction  de  la  tangente  a  la  sinusolde  et  a  la 
courbc  p  =  1  +  6 ;  cette  remarque  que  le  lieu  de  I'iniersection  des 
iangenles  aux  points  correspond  ants  de  la  cycloide  et  du  cercle^ 
n'est  autre  que  la  developpante  du  mime  cercle;  enfin  la  description 
par  points  de  Y ellipse  de  Cassini. 

L'importante  theorie  des  enveloppes  et  de  la  differentiation  de 
curva  incurvam  (des  paramelres)  a  ete  exposee  par  Leibniz  (^. 
£,,  1642),  I 'annee  et  dans  le  recueil  oCi  Jean  Bernoulu  perfe- 
ctionne  la  theorie  des  caustiques  et  imagine  la  courbe  appelee 
depuis  astroide;  —  oil  Jacques  Bernouix.!  etend  cette  m^me  theo- 
rie a  Yanti  evoluta  (lieu  du  symetrique  du  centre  de  courbure 
relativcment  a  la  tangente),  a  la  peri-caustica  (lieu  du  symetrique 
d*un  point  de  la  caustique  par  rapport  au  point  correspondant 
sur  la  courbe  donnee)  et  a  Yanti-caustica  (homothetique  de  la 
podaire);  —  et  oCl  Viviani  propose  sa  fameuse  Enigma  geome- 
tricum,  qui  se  reduisait,  comme  on  sait,  a  determiner  sur  la 
sphere  des  surfaces  quarrables.  Leibniz  en  donna  immediate- 
ment  plusieurs  solutions  qui  se  reduisent  aux  deux  constru- 
ctions suivantes:  projection  spherique  du  scutum  (surface  de 
Tonglet  demi-cylindrique,  laquelle  est  quarrable),  et  surface 
spherique  (carbasa)  limitee  par  Y anti-projection  du  cercle  cons- 
truit  sur  une  rayon  de  I'equateur  comme  diametre.  On  rappor- 
tera  egalement  celles  de  Jacques  Bernoulli,  qui  peuvent  servir 
d'exercices,  a  part  leur  interet  propre:  soit  un  grand  cercle 
PLK  passant  par  le  p6le  P,  et  un  point  variable  K  sur  I'equa 
teur;  on  prend  les  arcs  KL,  AK  ou  leurs  sinus  toujours  en 
meme  proportion;  les  deux  lieux  de  L  ainsi  definis  resolvent  le 
probleme.  —  Yoici  une  autre  solution  du  m^me:  dans  le  plan 
de  Tequateur  AHL,  tracons  une  surface  quarrable  quelconque, 
qui  soit  coupee  en  L  par  le  rayon  OLK,  et  soit  H  le  milieu  de 
Tare  AK;  le  plan  mene  parall^lement  a  Tequateur  a  une  dis- 

OL* 

tance  du  piMe  P,  egale  a  ,   coupe   Pare   PH  en  un  point 

dont  le  lieu  repond  a  la  question  (^). 


(^)  Jacques  et  Jean  Bbrhoulli  ont  depuis  6tenda  cette  question  aiix 

cono'ides. 
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La  solution  de  Viviani  consistait  a  forer  la  sphere  par  deux 
cylindres  de  rayon  moitie  moindre:  c'est  done  la  seconde  de 
Leibniz.  La  courbe  qui  en  i*esultail  (vivianienne)  etait  d'ailleurs 
connue;  e'etail  la  cyclocylijidrica  de  Robertal  et  de  Lalouvkre 
que  ce  dernier  avail  du  reste  remarquee  ^tre  une  courbe  sphe- 
rique(*).  —  Dans  Topuscule  Curioza  Esercitazioru  tnatematiche 
(Florence,  16U2),  Viviani  donne  a  la  surface  spherique  le  nom  de 
ttla  quadrabiU  fiorentina,  et  remarque  en  outre  que  la  surface 
iaierale  inUrieure  du  cylindre  est  egalement  quarrabU^  —  c'est  le 
theoreme  de  Roberval,  —  et  que  la  rectification  de  la  courbe  se 
ramene  a  celle  d'une  ellipse  aistinent  dtlerminable^ 

Parurent  en  1693:  les  iravaux  de  Roberval  {Diverses  ouvrages 
de  Messieurs  de  tAcademie)  lesquels  comprennent,  outre  diverses 
choses  deja  citees,  la  quadrature  de  la  conchoide  et  du  limacon 
de  Monsieur  (Etienne)  Pascal,  au  nioven  de  Tintegrale  /sin*  om^c, 
qu'il  connaissait  en  1638;  —  la  theorie  des  tangentes  admise 
definitiveinent  depuis  {id,),  par  Huygens,  qui  Tavait  divulguee 
des  1663;  —  la  solution  du  probleme  de  la  iractoria  (tractrice), 
par  Leibniz  (A.  E.)  a  qui  elle  avail  ele  proposee  par  Perrault  (*); 
—  enfin  le  second  volume  des  Opera,  de  Wallis»  qui  contient 
quelques  decouverles  de  Newton  remontant  a  plus  de  dix-huit 
ans;  c'est  ainsi  qu'on  voit  pour  la  premiere  fois:  la  formule  du 
binoine,  presentee  de  celte  maniere 

"*  m    .    m   ^  ^   .    m  —  n 


P  +  PQ  -  =P       +.  -AQ+— —  BQ  + 

n         n  In 

m  —  2n  ^„    ,    m — 3n  _  „    , 

A,  B,  C, . . .  designant  les  termes  successifs;  le  paraUilogramnu 
analytique,  dont  Stirling,  de  Gua  et  Cramer  ont  plus  tard  mon- 
tre  rimportance  pour  Tctude  des  courbes;  la  serie  donnant  la 
rectification  de  I'ellipse;  Taire  de  la  quadratice  et  sa  rectifica- 
tion,  des  approximations  des  arcs    circulaires,    les   integrales 


(1)  La  vivianienne  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  cylindre  circons* 
crit  it  la  sphhre  (Collionon),  et  sa  projection  aprhs  ddveloppement  cut  unt 
eimisoide  (Robekval).  De  plus  die.  est  la  courbe  dont  les  accroissements  sont 
igaux  en  lonaitude  et  en  latitude  (Jean  Bernoulli)  et  la  st6riographique  de  la 
lemniscate  (d'ARRRST).  Nous  avons  donn6  plusieurs  autres  ddfinitions  de 
cette  courbe  c^lrbre  {J.  S.,  1895). 

(')  Sluze  parle,  dans  une  lettre  k  Hutoens  dat6e  en  1662,  de  la  courbe 
dont  les  tangentes  sont  ^gales. 
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'f{e  +  fz'^)^z^dz,  f(f+iz'''^)^z^'^^dz,  idiverses  autres  quadra-^ 
tures  employant  la  formule  du  binome,  et  enfin  un  essai  d'inte' 
gration  des  equations  difierenlielles  en  general. 

Lahirb  publia  en  1694,  un  travail  sur  les  epicycloYdes  {j4.  S.)  (^) 
oCi  il  avance  que  Desargues  avait  applique  ces  courbes  au  ti*ac6 
des  engrcnages.  —  La  nieme  annee,  Jacques  Bernoulu  (A.  E.) 
donna  ('equation  differentielle  de  Telastica,  son  identification 
avec  la  linUaria  (<;ourbe  d*un  linge  presse  par  un  liquidc),  la 
solution  de  Tisochrona  paraccntrica,  qu'il  construit  moyennant 
la  rectification  de  Telastica  ou  d*une  nouvelle  courbe  qu'il  ap- 
pellc  lemnisci  (nueud  de  ruban,  Gallis)  ou  curva  lemniscala,  — 
C'est  egalemept  en  1694,  {A.  E.)  que  Jean  Bermoulu  fit  con- 
naitre  sa  celebre  formule 

_  -  zVn  z^cPn  z^cPn 

Integr.  ndz^nz-  -j-^  +  ,^3^^,  -  t.2.3.W»3  «'<=• 

identique  a  celle  que  Taylor  n'a  donnee  qu*en  1715. 

En  1695,  nous  voyons:  la  solution,  par  THospital,  Leibniz  et 
Jacques  Bernoulli  {A.  E.)  de  la  curva  aquilihralionis  (courbe  du 
pont-levis)  proposee  a  THospital  par  Sauveur,  et  qui  n'est  autre 
qu'un  limacon ;  —  les  theoremes  relatifs  a  la  difference  des  arcs 
(Jean  Bernoulli)  et  des  aires  (Leibniz)  de  deux  developpantes 
paralleles:  —  enfin  V Analysis  infim'iorum,  de  Nieowentut  (Amster- 
dam), essai  d'exposition  elementaire,  a  la  mani^re  de  Barrow, 
des  nouvelles  metliodes  infinitesimales.  Dans  cet  ouvrage,  qu'a 
vite  fait  oublier  celui  dont  nous  parlous  au  paragraphe  suivant, 
nous  relevons  quelques  nouveaux  problemes:  les  transforma- 
tions 

y±^=yyi^    y*  =  P(y)»    pi=F(p)»     pi*— p*=l,    a»i=y«,    aj|=T; 

la  tangente  a  la  lamienne  j?*  +  y"  =  I ;  la  courbe  y*  =  1 ;  la  rela- 
tion qui  lie  I'evoluta  (au  sens  de  Gregory)  d'une  courbe  avec 
sa  curva  subtangenlialis  {y\  =  y ,  a?4  =  t)  et  sa  transformee  ys  =  p. 
x%  =  ^6\  enfin  plusieurs  questions  dependant  de  la  m^thode 
inverse  des  tangentes. 

Les  principes  du  calcul  difierentiel  ont  ete  donnes  par  le 
marquis  de  THospirAL,  dans  son  Analyse  des  infinimenl  peiiis 
(Paris,  1696),  redigee  d'apres  les  lecons  de  Jean  Bernoulli. 
Nous   en   citerons,   comme  nouvelles'  acquisitions  a  la  theorie 


(*)  Mimoires  de  VAcadimit  des  seiencei,  de  Parifl, 
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des  courbes;  la  demonstrntion  des  regies  de  la  Nwa  M^ihodus; 
: — la  recherche  de  rasymptoie  de  la  courbe  y^  —  ap5==y;  —  la 
tangente  aux  courbes  deGnies  par  les  transformations 

yi=y+F(l),    yi=F(l),    yj  =  F(y,y,),    pi=F(*),    pi-F(p,pi), 

connaissant  celle  de  sa  proposee;  —  la  tangente  a  diverses  ge- 
neralisations des  perles,  du  trident,  de  la  cissoide,  de  la  loga- 
rithmique,  de  la  tractrice;  au  lieu  (')  du  sommet  d'un  angle 
mobile  dont  les  c6tes  touchent  deux  courbes  donnees;  au  lieu 
d'un  point  d'une  droite  dont  deux  autres  points  glisscnt  sur 
deux  courbes  donnees;  —  la  determination  du  point  d'inflexion 
de  la  cycloide  raccourcie,  et  de  la  courbe  (p  — sec0)psec9-«  1  (*); 
—  Tetude  des  poinis  de  rebratissement  des  deux  especes,  avec 
application  a  la  courbe  definie  par  la  relation  x^i^^kT  ou 
kydi^=^xdy  —  ydx\  —  la  preuve  de  Texistence  des  points  de  re- 
broussement  de  seconde  esp^ce  (^)  liree  de  la  forme  de  la  de- 
veloppee  dune  courbe  a  inflexion:  —  Telude  des  developpees 
des  courbes  definies  par  des  coordonnees  cartesiennes  ou  po- 
laires;  —  ces  deux  remarques:  la  roulette  d'une  courbe  roulatU 
symetriquement  sur  cette  courbe  est  une  developpante  de  sa  causii- 
que,  et  si  la  caustique  par  refraction  se  reduit  a  un  poini,  la 
courbe  est  un  ovale  de  Descartes;  —  iheorie  des  enveloppes,  en 
particulier  celle  des  circonferences  avant  pour  centres  les  pieds 
des  ordonnees  et  celles-ci  pour  rayons,  celle  des  droites  joig- 
nant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissees  de  chaque  point 
d'une  courbe  sur  les  axes  de  coordonnees,  celle  d'une  droite 
dont  deux  points  glissent  sur  deux  droites  donnees,  enfin  celle 
des  droites  joignant  les  points  de  contact  des  couples  de  tan- 
gentes  menees  des  points  d'une  courbe  donnee  a  deux  autres 
courbes  donnees:  le  probleme  inverse  de  ce  dernier  (lieu  des 
intersections  des  langentes  a  deux  courbes  en  des  points  oii  les 
coupe  une  tangente  a  une  troisieme  courbe  donnee),  est  une 
generalisation  de  theoremes  connus  sur  les  coniques. 

C'est  cette  meme  annnee  1696,  que  .Tacqueis  BERNOULi.ir^ene- 
ralisant,  suivant  sa  coulunie,  le  probleme  de  Debeaune,  doUa 
[A.  E.)  la  solution  de  Tequation  \^ 

ady  =  ypdx  +  bj/^qdx^  ^^ 


(^)  Appel^  aujourdliui  isoptique. 

O  Appel^e  aujourd'hui  conchoide  shizienne  du  nom  du  g^om^tre  qui 
Tavait  remarau^e  le  premier  vers  1673.  Voir  le  t.  iv  des  Otuivret  d'HuvoENs. 

(3)  Malgre  rezamen  d^taill^  des  developpees  des  courbes  k  inflexions 
par  VHospital,  cette  existence  fut  longtemps  discut^e. 


y 
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la  premiere  de  ce  genre  qu'on  ait  encore  abordee;  —  que  Jean 
Bernoulli  (id,)  fit  celle  remarque  que  la  surface  d'une  figure 
decrite  sur  la  surface  d'une  c6ne  droit  est  a  sa  projection  sur 
la  base  comme  le  c6te  du  c6ne  au  rayon  de  la  base  (*);  —  et 
proposa  (id.)  Tetude  de  la  brachystochrone,  que  Gaulee  avait 
crue  un  arcle  de  cercle,  et  dont  la  solution  exacte  fut  trouvee 
peu  apres  par  Leibmz,  Newton,  les  Bernoulli  et  I'Hospital;  — 
que  Nicolas  De  spiralibus  hyperbolicis  a  lineu  logariihmicis,  Tou- 
louse), etudia  les  evoluta  de  plusieurs  courbes  et  deniontra  les 
theoremes  de  Huygens  sur  la  logarithiuique ;  —  enfin  que  Halley 
(P.  T.)  montra  que  la  slircographique  de  la  loxodromie  est  une 
spirale  logarithniique* 

La  theorie  des  irajecioires  orthogonaUs,  ainsi  que  celles  du 
calcul  exponenliel,  des  courbes  geodesiques  et  des  courbes  isoperi- 
mitres,  clatent  de  1967.  Jean  Bernoulli  {Journal  des  savans)^  pro- 
posa, d'une  part,  la  recherche  de  la  courbe  coupant  normalc- 
ment  les  cycloides  de  m^me  base  et  de  meme  origine,  —  courbe 
qu'il  appelle  synchrone  parce  que  toutes  ces  portions  dc  cycloi- 
des sont  parcourues  dans  des  temps  egaux,  —  ainsi  que  les 
logariihmiques  de  m^me  axe  et  passant  par  un  mdme  point; 
d'autre  part  I'etude  des  courbes  de  longueur  minimum  entre 
deux  points  donnes  sur  une  surface  donnee,  et  de  celles  qui 
retranchent  des  courbes  d'une  meme  famille  des  arcs  ou  des 
segments  egaux  a  partir  de  Torigine  (^);  enfin  Tetude  des  cour- 
bes ar'  =  y,  ajy=l,  ar*  =  yJ'. — Jacques  resolut  en  1698,  la  pre- 
miere de  ces  questions,  en  Tetendant  au  cas  de  la  parabole  se 
mouvant  de  diverses  manieres  et  a  la  parabole  cubique.  Jean 
y  est  revenu  d'ailleurs  plus  tard  et  a  compl^tement  elucide  le 
probleme.  —  La  troisieme  question  ne  le  fut  pleinement  que 
par  ion  auteur,  en  1728.  —  Quant  a  la  derniere,  —  generalisa- 
tion du  probleme  de  la  brachystochrone,  et  par  laquellc  on  se 
propose  de  determiner  parmi  les  courbes  isoperimetres,  celle 


(^)  Dela,  cette  transformation,  que  nous  avons  appelle  dudivcluiion^ 
qui  revient  &  la  consideration  des  formules  pi  =>A;p,  6|  =  A:6  (J.  S,,  1895, 
pag  200)  et  qui  donne  imm^diatement  la  quadrature  et  la  rectification 
d^m  grand  nombre  de  courbes.  La  droite,  le  ccrcle,  le  cappa  ont  respecti- 
vement  pour  ductivoluie  Vipi  p  =  sec  fcO,  la  rosace  p  =  cos  ArO,  le  nceud 
p  =  tg  ^6.  Si  une  droite  et  une  courbe  A  toument  uniformiment  autaur  d^un 
point  fixe,  le  lieu  de  leur  intersection  est  une  ductivoluie  de  A,  11  en  eet  de 
m^me  si  la  droite  est  remplade  par  une  ducUvoluie  de  A. 

(2)  Appliqu^e  au  cerele,  la  premiere  de  ces  deux  transformations  donne 
la  spirale  hyperbolique  ^tudi^e  par  Nicolas  et  ensuite  par  Jbah  Bbriioulli 
lui-m^me;  ainsi  que  la  cochleoXde  p6=acos9,  d^finie  explicitement  par 
BossuT  (Cede,  int,,  1796),  de  la  maniere  qui  vient  d'etre  dite. 
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donl  la  transformee  yi  =  F  (y,  s)  a  une  surface  maximum,  —  elle 
Tut  la  cause  d'une  longue  et  altristante  discussion  enti-e  les  deux 
freresy  qui  la  resolurent  successivement  et  ellc  devint  Fobjet 
d*importanls  travaux  d'EuLKR,  lesquels,  entre  les  mains  de  La- 
grange aboutirent  a  la  decouverte  du  calcul  de$  variations. 

En  1698,  Jean  Bernoulli  abord  un  probleme  d'un  genre  nou- 
veau  et  qui  devait  avoir  des  consequences  importantes,  celui 
de  la  recherche  des  courbes  donl  les  arcs  egaux  se  correspon- 
dent d'apr^s  une  loi  donnee  (A.  E.). 

Nous  mentionnerons  de  1699:  Topuscule  de  Nicolas,  De  cis* 
soidibus  et  conchoidibus  (Toulouse),  interessantes  generalisations 
de  la  cisso'ide  et  de  la  coiichoide;  —puis  la  publication  du 
t.  HI  des  Opera  de  Wallis,  contenant  diverses  lettres  de  Nkwto?! 
et  de  Leibniz,  qui  n*oifraient  deja  plus  alors  qu'un  intei*^t  pu* 
rement  historique.  Nous  citerons  de  ces  dei*ni^res:  la  rectifica- 
tion par  Newton,  a  Taide  de  developpements  en  series,  de  rhy-^ 
perbole  et  de  la  quadratrice,  ainsi  que  diverses  approximations 
des  arcs  circulaires  et  elliptiques  (lettre  du  13  Junt  1676)  j  — 
de  Leibniz,  les  series  donnant  la  quadrature  du  cercle  et  de 
rhyperbole,  a  I'aide  de  I'artifice  de  Hoberval,  ainsi  que  des 
vues  sur  la  reduction  a  la  geometric  des  questions  mecaniques: 
elaslicite,  resistance  des  solidcs,  hvdraulique,  etc«  (lettre  du  27 
AoUt  167 6)\  —  dans  la  leilre  de  Newton  du  24  Octobre  1676,  la 
maniere  dont  il  est  arrive  li  son  extension  de  la  formule  du 
binome,  son  calcul  des  logaritlinies,  decouveries  remontant  a 
1665  et  1666;  la  rectification  de  la  cissoide;  une  liste  de  fluentes 
(integrales)  sc  ramenant  a  la  quadrature  des  coniques;  le  pix>- 
bleiue  de  faire  passer  une  cubique  par  sept  points  (dont  un 
point  double);  ses  deux  theoreines  du  retour  des  suites,  consis- 
tant  a  exprimcr  y  en  z  sacliant  que 

2  =  ay  +  by^  +  cy^  + . . .     ou  bien     z=^ay-{-  by^  +  cy^  +  •  •  • ; 

enfin  I'explication  des  anagrainmes  sous  lesquelles,  dans  la  re- 
daction primitive  adressee  ]\  Lfirmz,  Newton  cachait  sa  me- 
thode.  Cilons  pour  terminer,  la  /etire  de  Leibniz  du  21  juin 
1677 1  oCi  il  relatait  ses  premiers  travaux  sur  le  calcul  differen- 
tiel  et  ses  applications. 

En  1704,  nous  voyons:  Lauire  (^.  5.)  etudier  les  roulettes 
en  general  et  demontrer  que  toute  courbe  peut  etre  consideree 
comme  une  roulette;  etudier  les  isoptiques  de  la  cyclo'ide  et 
des  coniques  et  rectifier  la  cardioidc;  —  Varignou  (id.)  examiner 
les  courbes  figurant  les  proprietes  des  logarithmes,  telles  que 
i^elles  appelees  depuis  lituus  et  spirale  tractrice;  —  enfin  Newton 


9b 


publier  sa  qaadralura  cur-varum,  recueil  d'integrales  et  de  theo- 
r^mes  propres  a  en  e valuer  d'autres  par  leur  reduction  a  des 
integrales  plus  simples. 

Jean  Bernoulli  (A.  E.  1105),  donna  son  Moius  reptorhu  per* 
mettant  de  deduire  d'une  courbe  algebrique  une  infinite  de 
courbes,  ayant  des  arcs  egaux  aus  siens,  II  appelle  curva  n^ 
pioria  la  courbe  M  decnte  par  un  point  du  plan  d'une  courbe 
{perreptans)  A  se  mouvant  parall^lement  a  elle-mdme  tout  en 
restant  tangente  a  une  courbe  fixe  (pempiinda)  B;  les  arcs  de 
M  sont  egaux  a  la  somme  ou  a  la  difference  des  arcs  corres- 
pondants  de  A  et  de  B.  II  donne  aussi  le  theoreme  suivant, 
qui  conduit  au  mdnie  resuUat:  considerons  sur  Us  courbes  quel- 
conques  Fi  (Xi.yi),  Ft  (art,  ^), ...  des  arcs  doni  les  iangenies  aux 
exiremites  se  caupenisous  des  angles  egaux,  ei  imaginons  une  courbe 
doni  Us  coordonnees  sont 

x  =  xi+xt  +  ...,    y=yi+y»  +  -- 

Us  arcs  de  ceUe  demiere  courbe  sont  egaux  a  la  somme  de  leurs 
correspondants  sur  les  premieres. 

Cette  m^me  annee  vit  paraitre  le  premier  traite  de  geometric 
analytique:  Guisnee  {Application  de  I'algebre  a  la  geometrie.  Pa* 
ris,  1705),  traite  par  les  nouvelles  methodes,  les  coniques,  la 
stropho'ide,  le  cappa  et  diverses  courbes  transcend  antes. 

Nous  sommes  arrive  au  terme  de  la  periode  heroique  du 
calcul  infinitesimal.  Les  savants  vont  suivre  la  voie  feconde 
tracee  par  Leibmz  et  les  Bernoulli,  et  appliquer  principalement 
le  puissant  instrument  qui  leur  a  ete  donne,  au  perfectionne* 
ment  de  la  mecanique :  la  curiosite  ne  se  satisfaisant  plus  de  la 
geometrie  abstraite,  mais  voulant  s'attaquer  aux  theories  phy- 
siques, dont  Galilee,  Huygens  el  Newton  ont  pose  les  fondements 
et  qu'on  pent  maintenant  aborder.  La  theorie  des  courbes  n'est 
cependant  pas  abandonnee;  elle  entre  m^me  dans  une  nouvelle 
phase :  par  Temploi  des  coordonnees,  on  pouvait  aisement  etu- 
dicr  la  forme  et  les  proprietes  analytiques  des  courbes  algebii- 
ques;  la  geometrie  infinitesimal,  creee  par  Abchimede,  et  qui 
arrive  k  son  plein  epanouisscment  avec  Barrow,  en  permetlait 
une  etude  plus  intime;  le  calcul  infinitesimal,  delivrant  celle-ci 
de  ses  vinculi,  —  pour  parler  comme  Leibniz,  qui,  aver.  Fermat 
et  bien  mieux  que  Newton,  avait  compris  que  I'avenir  de  la 
science  infinitesimale  dependait  des  simplifications  qu'on  appor- 
terait  dans  les  methodes  de  calcul,  —  lui  fournissait  la  possibi* 
lite  d'en  scruter  les  proprietes  les  plus  cachees.  On  pouvait 
done  penser  qu'aucun  perfectionneiiient  nouveau  n'etait  possi* 
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ble;  c*est  cependant  ce  qui  arriva  a  celte  ^poque  mdme:  de 
quelques  theoremes  recueilliS|  coordonnees  et  coinpleles  par 
Pappus,  naissait  sous  la  plume  de  Newton  une  nielhode  gene- 
rale  d'etude  des  courbes,  preparee  par  Deisargues  et  Pascal,  et 
qui,  d'abord  comprise  et  etudiee  seulement  par  Cotes  el  Mab- 
Laorin,  a  deGnitivemeut  conquis  ratlention  apres  les  travaux 
de  Carxot,  Briauchon,  Poncelei\  Mobius,  Plucker,  etc.  et  est  de- 
venue  la  geomilrie  projective,  dont  le  magnifique  developpe- 
ment  se  poursuit  encore  aujourd'hui. 

Cette  decouverte  de  Newton  parut  en  1706,  dans  iin  opus- 
cule du  plus  haut  interet  intitulee  Ennumeraiio  linearum  ieritt 
ordinis^  o\x  il  examine  les  formes  dcs  branches  infinies  des  cour- 
bes:  une  bra nche  (^niiro^  a  une  inflexion  fcoif/rarta^,  est  nodaia 
(avec  boucle),  cuspidata  (a  rebroussement),  conchoidalu  (a  une 
asymptote  unique,  qu'elle  no  coupe  pas),  anguinea  (a  une  asym- 
ptote unique,  qu'elle  coupe),  campaniformis,  parabola  (sans 
asymptote),  hyperbola  (avec  une  ou.deux  asymptotes),  circums^ 
cripta,  inscripla  ou  atnbigena  (coupant  les  deux  asymptotes,  ou 
une  seule  des  deux).  Particulieremeni,  une  cubique  peut  etre 
cruciformis  (avoir  deux  branches  qui  se  coupent),  punctata  (avec 
point  isole),  'cum  ovali,  pura  (sans  ovale,  boucle,  rebix)ussement 
ni  point  isole),  hyperbola  parabolica,  avec  on  sans  diametre,  tie- 
fectiva  (avec  une  seule  asymptote),  redundantis  (avec  trois  asym- 
ptotes concourantes  ou  non).  II  classc  les  courbes  du  troisieme 
degre  en  soixante-douze  especes  (*),  parmi  lesquelles  de  tri- 
dens,  la  parabola  campaniformis  y*  =  (a  +  ^)  (P  -\'  T^j*»  \a  parabola 
nodata  y*  =  (a  +  Pa;)^  la  semt-cubica  et  la  cubica;  et  donne  ce 
beau  theoreme:  les  cubiques  pcuvent  etre  considei'ees  comnie 
perspectives  des  cinq  parabo/es  divergent es  y^  —  ax^-\bx^-\-cx\-d\ 
ainsi  que  la  construction  des  cubiques  et  dcs  quartiques  a  point 
double  a  I'aide  de  deux  angles  tournant  autour  de  leur  som- 
met:  si  Tune  dcs  intersections  des  c6Les  mobiles  decrivent  uiie 
conique,  Tautre  decrit  la  courbe  en  question.  —  Nous  termine- 
rous  par  I'enonce  des  theoremes  generaux  que  nous  avions  en 
vue  dans  notre  digression  dc  tout  a  Theure:  Vne  traitsversale 
quelconque  ne  peut  couper  une  courbe  du  n^  degri  en  plus  de  n 
points.  —  La  perspective  d'unc  courbe  du  n^  degrt  est  egalement  une 
courbe  du  n*  degre.  —  Une  courbe  du  n^  degre  ne  peut  avoir  plus 
de  n  asymptotes.  —  Le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des 
points  oi^  une  parallele  a  une  droite  donnie  coupe  une  courbe  don- 


(*)  Ce  nombre  a  6t6  augment^  successivemeut  par  Stirling,  De  Qua  ct 
Pluckeb. 
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nee  est  une  droiie  qu'on  appelle  le  diametre  conjugue  de  la  drpiie 
donnee.  Si  elle  lui  est  perpendiculaire,  c'est  un  axe;  si  deux 
dianielres  se  coupent,  rinterseclioii  est  un  centre.  —  Si  une 
courbe  a  son  magcimum  d' asymptotes^  le  centre  dps  moyennes  dts^ 
tances  des  points  quelle  detennme  sur  une  droite  donnee  coincide 
avec  le  centre  de  celles  determinees  sur  les  asymptotes,  —  Si  par  un 
point  du  plan  d'une  courbe,  onm^ne  deux  paralleles  a  deux  droites 
donnees,  les  produits  des  segments  detei'mines  sur  ces  droites  sont 
dans  un  rapport  constant,  quel  que  soit  le  point  choisi. 

Leibniz  en  1706  a  donne  deux  interessantes  etudes  de  geo- 
metrie  infinitesimale :  cclle  du  lieu  des  centres  de  gravite  des 
segments  d'une  courbe  ayant  m^me  origine  sur  celle-ci  [M.  B.)  (^) 
et  celle  des  courbes  appelees  aujourd'hui  glissetes  {A>  E,). 

En  1707,  fut  publie  a  Cambridge  VAritAmetica  universalis,  de 
Newton,  resume  des  lecons  qu'il  profcssait  en  1669.  A  notre 
point  de  vue,  il  convient  de  mentionner:  Tetude  des  sections 
planes  du  solide  produit  par  une  droiie  tournant  autour  d'une 
droite  donniie,  la  construction  de  la  cisso'ide  par  un  mouve- 
ment  continu,  et  Tcmploi  de  cette  courbe  ainsi  que  de  la  con* 
choide  pour  la  solution  des  equations  du  troisieme  degre.  Cette 
m^me  annee,  Jean  Bernoulli  (if.  B.)  applique  sa  theorie  du 
motus  reptorius  a  Tellipse  (ou  curva  Ingibba)  I'ampant  sur  une 
ellipse  egale  mais  disposee  dans  un  sens  perpendiculaire,  ce 
qui  lui  donne  successivement  la  curva  quadrigibba,  Yoctogibba,,,.^ 
d'oii  il  deduit  une  methode  de  calcul  du  nombre  tt  et  cette  ap- 
proximation indefinie  de  la  rectification  d'une  ellipse  dont  les 
axes  sont  a  etb(^):  prendre  sur  une  droite  AO  =  a,  0B  =  6« 
joindre  O  aux  points  de  division  en  n  parties  egales  de  la  cir- 
conference  ayant  AB  pour  diametre.  Si  Mn  est  la  moyenne 
arithmetique  des  n  vecteurs  ainsi  definis,  la  circonference  ayant 
Mn  pour  rayon  approche  d'autant  plus  du  perim^tre  dc  I'ellipse 
que  le  nombre  n  est  plus  grand.  —  A  citer  aussi  de  Jean  Ber- 
NOULU  (id.)  ce  theoreme:  abaissons  du  sommet  O  une  perpendicu-- 
laire  OA  sur  la  base  du  triangle  isocele  OMN,  pronons  sur  OM, 
OA'  =  OA,  projetons  de  mime  O  sur  kk!  en  B,  prenons  sur  OM, 
0B'  =  OB,  etc;  les  points  A,  B,  ...  sotU  sur  une  menu  quadra- 
trice. 


(^)  MUceUanta  Berolinenaia, 

Cette  courbe  s'appelle  aujoard*hiii  la  harycentriqut  de  la  premiere.  Celle 
du  cercle  n'est  autre  que  la  cochl^oi'de,  dont  nous  avons  parte  plus  haut. 

(2)  Prouhbt  a  donn6  en  1865,  dans  les  Nouv.  Ann.  une  autre  demons- 
tration  de  ce  remarquable  th^or^roe. 

Vol.  XV  —  N.»  2  3 
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Mentionnons  I'excellent  TraiU  analytique  di$  siciioju  cantqua 

(Paris,  n07),   de  THospital,   oCi  ces  courbes  sont  tres  claire- 

ment  etudiees  et  appliquees  a  la  solution  de  questions  geom^ 

triqucs  varices.    Citons  aussi  de  cet  ouvrage:   la  construction 

elementaire  de  la  tangente  a  la  parabole  ot^^y^  fondee  sur  cette 

remarque  que  le  developpement  de  (a-f  ^)"  est  de  la  forme 

a*  +  na^'-^b  +  Aa*— *  +  Ba'*-^  + . . . ,  la  quadrature  de  cette  m^me 

parabole  deduite  de  la  connaissance  de  sa  tangente;  la  trans- 

T 
formee  Xi  =  — ,  yi  =y,  analogue  a  celle  de  Van  Heuraet;  enfin 

ce  theoreme:  on  pent  sur  une  parabole  y*  =  x  drUrminer  une  mfi- 
nice  d'arcs  associis  deux  a  deux  et  dont  la  difference  soii  une  lon- 
gueur assignable,  ce  qui  se  ramene  a  trouver  des  trapezes  hy- 
perboliques  dont  les  aires  different  de  quantites  donnees,  chose 
facile  a  executer.  Cette  derniere  theorie  est  due  a  Jcan  Ber- 
noulli. 

Citons  pour  memo! re  le  TraiU  des  concho'ides,  de  Lahire 
{A.  5.,  1708). 

En  1710,  Jean  Bernoulli  fit  connaitre  {A,  S.)  une  remarquable 
propriete  dynaniique  de  la  spirale  hyperbolique.  —  II  avail, 
ainsi  que  son  fi*erc,  etudie  plusieurs  cas  particuliers  du  pro- 
bleine  des  trajectoires  orlhogonales ;  en  1715,  Leib.niz  le  posa, 
dans  toute  sa  generalite,  cc  qui  amena  Jean  Bernoulli  a  en 
donner  une  tlieoric  complelc,  etendue  aux  trajectoires  orlhogo- 
nales reciproques. 

En  1716,  Pauent  (A.  5.),  dans  un  niemoiro  lu  en  1701,  traite 
Tequation  de  la  sphere  et  de  son  plan  tangent,  et  Saurin  (id.) 
examine  la  question  des  tangentes  aux  points  doubles. 

Stirling,  dans  son  Lineas  tertii  ordinis  Newtonianas  (Oxford, 
1717)  commente  Topusculc  du  m^nie  titre,  de  Newton,  en  eten- 
dant  plusieurs  de  ses  theoremes.  On  a  surtout  a  citer  ce  qui 

suit.  L'equation  d*une  courbe  du  n*  degre  peut  avoir  -^  n  (n  +  3) 

termes,  et  tel  est  le  nombre  de  points  qui  determinent  une  telle 
courbe.  —  Une  branche  dune  courbe  algebrique  est  infinie  ou  fer- 
mee.  —  Une  transversole  quelconque  coupe  une  courbe  du  n*  degre 
en  n  points  reels  ou  imaginaires.  —  Toute  ligne  de  degre  impair  a 
des  branches  infinies.  —  II  donne  en  outre  les  fonnules  gene  rales 
des  asymptotes  des  courbes  des  second  et  troisieme  degres:  — 
considere  les  asymptotes  courbes,  les  asymptotes  doubles,  telles 
que  celle  de  la  concho'ide,  et  enseignc  a  les  determiner,  soit 
elementairement,  comme  dans  V Analyse  des  in finiment petit s,  soit 
par  le  developpement  de  Tune  des  indeterminees  en  serie  fon- 
ction  de  Tautre,  serie  qu'il  obticnt  au   moyen  du  parallelo* 
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gramme  de  Newton,  ou  encore  en  se  servent  du  theoreme  dit 
de  Mac-Laubin  mais  en  realite  du  a  Stirung.  —  A  noter  aussi 
que  Us  cinq  parabo/es  diver genUs  soni  deierminees  par  six  points^ 
la  paraboU  cubique  par  qualre  el  le  Irideni  par  cinq. 

Les  premiers  travaux  de  Mac-Laorin  concernent  la  theorie 
des  podaires  et  de  leur  usage  dans  Tetude  des  courbes  (P.  71, 
ni8).  Pen  apres,  il  publia  sa  Geomelria  organica  (Londres, 
1720),  oCi  il  envisage,  d*une  maniere  generate,  la  construction 
des  courbes  au  moyen  d'angles  mobiles.  II  demontre,  a  I'aide 
de  I'analyse  de  Descartes,  un  grand  nombre  de  theoremes  qu'on 
peut  resumer  ainsi: 

Demonstration  et  discussion,  dans  scs  divers  cas,  de  la  cons- 
truction cinematique  de  Newton  des  cubiques  a  points  doubles* 

Les  sommels  S,  C,  du  qtiadrilaiere  SCNP  Hani  fixes  et  les  an* 
gles  P,  N  constants,  si  N  decrit  une  droite,  P  decrit  une  cert  aim 
cubique  (')•  De  la  la  construction  de  la  cissoide  oblique  analogue 
a  celle  donnee  par  Newton  pour  la  cissoide  droite. 

Si  le  quadrilatere  PNQC  se  meut  de  maniere  que^  S  ^/  C  etani 
fixes,  NQ  passe  toujours  par  un  point  fixe,  S,  que  les  angles  C 
et  N  restent  constants^  et  que  deux  des  trois  sommets  O,  P,  N,  de- 
crivenl  des  droites,  le  troisieme  tracera  une  cubique  ayant  un  point 
double  en  S  ou  en  Cm. 

Les  cdtes  PN,  PR  du  quabrilatere  P^QK  passant  par  deux  points 
fixes  C,  S;  les  angles  N  ^^  R  rest  ant  constants:  si  trois  des  quatre 
sommets  se  meuvent  sur  des  droites^  le  quatrieme  decrit  une  quartu 
que  ayant  deux  points  doubUs  en  C  et  en  S,  Si  ces  trois  droites 
sont  par  alleles,  le  lieu  est  une  cubique. 

Un  (n-\-  3)*^®"*  a  deux  sommets  fixes;  n  des  autres  sommets  par* 
courent  des  droites  fixes  et  leurs  angles  sont  constants.  Le  sommei 
libre  decrit  une  courbe  de  degre  n  +  2.  Theoremes  analogues,  oii 
les  droites  sont  remplacees  par  des  courbes  de  degres  designes. 

Tangentes  aux  podaires,  podaires  successives,  podaires  du 
cercle,  de  la  parabole,  de  Thyperbole.  Roulette  d'unc  courbe 
sur  la  meme  courbe  renversee  (epicyclo'idale). 

Etude  de  la  courbe  dont  le  vecteur  est  en  raison  constante 
avec  la  puissance  n*  du  vecteur  correspondant  de  sa  podaire(*)» 
Relation  entre  les  arcs  des  deux  courbes,  proprietes  du  rayon 
de  courbure,  cas  particuliers,  recherche  de  Vantipodaire  de  la 
droite,  de  la  parabole,  etc. 


(1)  Une  des  courbes  d^sign^es  par  Newtoh  par  les  num^ros  84.  35,  30| 
41,  42,  43,  44. 

{})  C'est  la  courbe  appel6e  aujourd'hui  orthoginidt  ou  epirale  sinuioJlde* 
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^f      f.         »     »      »  .      f      f   ***  —  3n  +  2 

Une  Itgne  au  degre  n  ne  peui  avoir  plus  a$ ^ potnis 

doubles,  Formules  donnant  le  nombre  des  poinls  triples,  etc. 

Construction  d'une  courbe  de  degre  n  determinee  par  un  en- 
semble de  points  dont  un  point  n"P**,  et  d'une  courbe  deter- 
minee par  des  points,  dcmt  trois  n"P*®»  ou  tfois  ii"P^**  et  quatre 
(n— l)»P»M. 

Dans  son  ouvrage  posthume  Hmmonia  mensurarum  (Cam- 
brige,  1722),  Cotes  appelle  curves  lop'stica,  a  Timitation  de 
Varignon,  les  courbes  qui  representent  les  logarithmes  et  etudie 
deux  courbes  de  ce  geom^tre :  la  complicata  traclrix  definie  par 
la  relation  s  =  Lp,  ou  comme  inverse  de  la  developpante  du 
cercle,  ou  comme  avant  ses  tangentes  polaires  egales(*);  en  se- 
cond lieu,  le  lituus,  lieu  des  extremites  des  arcs  circulaires  for- 
mant  avec  Taxe  polaire  des  secteurs  de  surface  constante,  ou 
courbe  qu'on  peut  defmir  par  I'une  des  deux  relations  /p  =  1 , 
A  =  Lp. 

Guido-Grandi  (P.  r.,  1723),  a  fait  connaftre  des  courbes 
qu'il  a  etudiees  dans  un  ouvrage  dont  nous  nous  occupons 
plus  loin. 

Offemburg  avait  propose  {A.  £*.,  1718)  la  recherche  de  cour- 
bes spheriques  rcctifiables,  ce  qui  donna  a  Hermann  Toccasion 
d'imaginer  les  epicycloides  spheriques  dont  certaines  resolvent  le 
probleme  {Com,  Acad,  Pet  rap.,   1727). 

C'est  dans  son  opuscule  Flores  Gcometrici  (Florence,  1728), 
que  Guido-Grandi  donne  la  quadrature  des  rosaces  et  des  clelies 
et  la  comparaison  de  leurs  arcs  avec  ceux  de  Tellipse.  La  ro* 
sace  (rhodonea)  n'est  autre  que  la  courbe  p  =  sinA6  et  la  clelie 
(clcslia),  Tantiprojection,  sur  la  sphere  de  rayon  I,  de  la  rosace 
decrite  sur  le  plan  de  Tequateur  avec  le  centre  comme  p6le  (*). 

Maupertuis  a  apporte  une  importante  contribution  a  Telude 
des  points  singuliers,  par  ses  recherches  sur  les  poinls  de  ser- 
penlemenl  et  les  points  de  double  pointe  {A.  5.,  1729).  A  citer 
aussi  les  travaux  de  Nicole  sur  les  theor^mes  de  YEnnuineraiio 
de  Newton  et  ceux  de  Bragelongue  sur  les  points  singuliers  et 
sur  un  essai  de  classification  des  quartiques. 

Clairaut,  dans  ses  celebres  Recherches  sur  les  courbes  a  double 


(*)  Mac  Laurih  (Tretd,  of  Flux)  a  reinarqu^  qnc  cette  courbe  est  la 
podaire  de  la  spirale  hyperbolique.  Elle  a  ^t6  retrouv^  par  Girard  (N.  A,, 
1862),  qui  Tappelle  traclrice  polaire  et  par  Rouquel  {N.  A.,  1863),  qui  lui  a 
.donn^  son  noin  de  spirale  traclrice, 

(')  Nous  avons  r^aum^  les  principaux  th6oremes  de  Guido-Gramdi  dans 
;iotre  article  eur  un  thiorlme  de  Gregory  (J,  S.,  1895). 
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courbure{}),  a  fonde  la  theorie  analytique  de  ces  courbcs(^).  II 
enscigne  a  les  representer  par  des  equations,  conslniire  leurs 
tangentes,  les  rectifier  et  quarrer  les  surfaces  qu'eiles  compren* 
nent. 

Cest  a  BouGUER  {A.  5.,  1732),  qu'est  due  I'ldee  des  courbes 
de  poursui/e,  dont  ii  a  etudie  la  plus  simple,  celle  qui  a  lieu  alors 
que  le  mobile  poursuivi  decrit  une  droite.  La  m^me  annee 
Hermann  a  aborde  Tetude  des  surfaces  (Com.  Acad.  Pelr.), 

Braikenridge  (Exerci'ialio  geometrica  de  descriptiom  linearum 
curvarum,  Londres,  1733),  a  montre  une  nouvelle  methode  ge- 
neraie  de  construction  des  courbes,  generalisation  de  celles  de 
Newton  et  de  Mac  Laurin:  une  transversale  menee  d'un  point 
donnee  coupe  une  courbe  en  un  point  qu'on  joint  a  un  deu- 
xieme  p6le  par  une  droite  coupant  une  deuxieme  courbe  en  un 
point  qu'on  joint  a  un  troisieme  p6le,  et  ainsi  de  suite.  On 
comp]*end  tout  le  parti  qui  peut  ^tre  tire  de  cette  idee. 

Nous  citcrons  la  methode  de  la  Condamine  [A^  5.,  1734), 
pour  le  trace  d'une  courbe  connaissant  sa  rosette^  c'est-a-dire  la 
concho'ide  generalisee  decrite  par  un  point  du  plan  d'une  droite 
passant  par  un  pole  (ixe  et  dont  un  point  decrit  la  courbe  de- 
mandee. 

En  1735,  Mac  Laurin  (it  connaitre  {P.  T.)  le  fragment  d'un 
supplement  a  sa  Geom.  org.  ecrit  en  1723,  et  contenant  plu- 
sieurs  theor^mes  qui  se  resument  en  celui-ci:  si  les  cdtes  d'un 
n9°°^  passenl  par  n  points  fixes  et  que  n  —  1  sommets  se  nuuvetU 
sur  des  courbes  de  degres  a,  b,  c,  . . . ,  U  sommet  libre  decrira  une 
courbe  du  degre  2abc  . . . 

La  Methodus  Fluxionum  de  Newton,  ecrite  en  1671,  a  ete  pu- 
bliee  seulement  en  1736,  a  une  epoque  o(i  la  science,  ayant 
franchi  un  espace  immense,  ne  pouvait  guere  en  tirer  d'autre 
secours  que  cclui  de  voir  Tillustre  geometre  couvrir  de  son 
autorite  les  melhodes  du  calcul  infinitesimal,  encore  tres  dis- 
cutees  a  cette  epoque.  Toutefois  le  grand  nom  de  Newton  de- 
mande  qu'on  dise  quelques  mots  sur  la  mani^re  dont  il  envisa- 
geait  et  exposait  le  calcul  infinitesimal. 


(^)  Claibaut  a  ^crit  ce  livre  4  seize  ans.  A  dix  ans  il  poss^dait  V Ana- 
lyse des  inf,  petits  de  THospital  et  k  douze  ans  et  demi,  il  avait  6crit  on 
traits  sur  les  quatre  courbes  x*=aa;'4-y'  (kampyle),  x* -\- x^y^  =  1 , 
x»  —  sc'y*  =letx*  =  l  —  y^  (M.  B.,  1 734).  Sou  frere  a  public  ^galement 
en  1731,  un  opuscule  sur  diverscs  quadratures  dc  lunules  coniqueM  et  la 
description  des  paraboles :  c'est  \k  qu'a  6t4  publico  pour  la  premiere  fois, 
la  construction  cin^matique  bien  connue  du  cappa.  L  auteur  avait  quatorze 
ans. 

(2)  Cette  denomination  est  due  k  Pitot  (il.  S.,  1724). 
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Apres  avoir  explique  Textension  des  operations  arithmetiques 
a  Talgebre,  il  enscigne  a  trouver  les  racines  des  equations, 
Tusage  du  parallelogramme  analytiquc,  sa  tlieorie  et  son  calcul 
des  fluxions,  le  retour  des  equations  fluxionnelles  aux  equations 
de  leurs  fluentes,  et  la  recherche  des  maxima,  a  la  suite  de 
quoi  il  propose  plusieurs  probl^mes,  d(mt  les  suivants:  par  un 
point  donTUy  mener  une  droit e  minimum  enlre  deux  courbes  don- 
nees,  —  Determiner  le  plus  petit  an^le  quun  diametre  d'une  coniqu$ 
peut  (aire  avec  ses  ardonnees.  —  Par  quatre  points  donnes  faire 
passer  une  ellipse  maximum,  —  II  donne  cnsuite  la  construction 
des  tangentes,  comme  Sluze,  et  applique  a  plusieurs  cas,  dont 
ceux  du  trident,  de  la  conchoide  et  des  transformees 

yi=F(A);    yi  =  F(5);    cri=5,  yi  =  F(y);    lg|-=F(y);    pi=F(p). 

II  montre  a  determiner  les  points  d'inflexion  par  la  condition 
du  maximum  de  la  sous  tangente,  avec  application  k  la  con- 
choide; construit  les  tangentes  aux  courbes  definies  en  coor- 
donnees  p6le-directrice  ou  en  coordonnees  bipoloires,  a  la 
courbe  p  =  F  (6),  a  la  courbe  p  tg  6  =  F  (6)  et  propose  la  cons- 
truction de  la  tangente  commune  )\  deux  courbes  donnees. 

Ensuite  il  expose  la  tlieorie  de  la  courbure  et  Tapplique  aux 
coniques,  a  la  cisso'ide,  a  la  conchoide,  a  la  cycloide,  a  la  qua- 
dratrice  et  a  diverses  spi rales,  a  la  recherche  du  point  oii  la 
courbure  a  une  valeur  donnee  ou  nulle  (point  d'inflexion)  ou 
infinie  (rebroussement),  maximum  ou  minimum;  il  donne  enfin 
la  developpee  de  la  parabole  et  de  la  cycloide  ct  la  theorie  de 
Tosculation  parabolique. 

Il  enseigne  a  trouver  des  courbes  quarrables,  en  partant  de 
courbes  dcmt  on  connait  la  quadrature:  par  exemple  en  posant 
A|  =  F(a;)  d'oCi  yx^?\x)\  ou  bien  A|=F(A),  d'oA  si  yi  =/"(«), 
yz=f(x),  /i  (^)  =  F  [ A^)] '  ^"  encore  y  =  pO,  a;  =  p,  ce  qui  donne 
Jydx  =  f^0—'ff!^d6,  ou  A|^p'6  — A  et  de  la,  la  quadrature  des 
spirales.  11  donne  ensuile  une  table  d*inlegrales,  diverses  ma- 
nieres  d'integrer  ou  de  ramener  les  quadratures  ii  celles  des 
coniques,  ou  en  developpant  en  series,  ce  qu'il  applique  a  la 
cissoide,  a  la  conchoide,  a  Pagnesienne,  a  Thyperbole,  au  cappa, 
au  lieu  d'un  point  d'un  c6te  RM  d'un  angle  MKO  donl  Tautre 
cote  passe  toujours  par  un  point  fixe  O  et  dont  le  somniet 
parcourt  une  droile,  enfin  h  la  courbe  dont  les  ordonnees  re- 
presentent  les  arcs  d'une  coniqne.  II  quarre  egalement  ces 
quatre  dernieres  figures  par  la  geometric  infinitesimale. 

Newton  termine  par  diverses  rectifications  de  courbes  obte- 
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nues  par  la  theorie  des  devcloppees,  ou  en  resolvant  Tequation 
dx^  +  dy^  =  dxi^-\-(/yi^,  ou  par  la  iheorie  de  devolution  (au  sens 
de  Gregouy),  ou  par  des  procedes  qui,  generalises,  reviennent 
a  poser: 

/dx 
pT^.     OU  bien     y^  =  F{x), 

I        F'  (a?)* 
Texpression  1/  1  -j-  ,^.  \  etant  integrable  dans  ce  dernier  cas, 

ce  qui  a  lieu  si,  par  exemple,  9F («)  =  (!  -\-x^y  ou  si  F(aj)  =  a:^(*). 
II  donne  eu  dernier  lieu  la  reclification  de  la  cissoide  a  Taide 
des  logarithmes  et  celles  de  I'hyperbole  et  de  la  quadralricc  au 
moyen  des  series. 

De  Gua,  dans  un  excellent  opuscule,  Usage  de  {'analyse  de 
Descartes  (Paris,  1740)  se  propose  d'enseigner  Tetude  des  cour- 
bes  algebriques  sans  aucune  intervention  du  calcul  diflerentiel. 
Ses  reflexions  sont  interessantes  a  noter.  II  montre  la  necessite 
«de  rappeler  a  leurs  vrais  principes  les  conaissances  acquises 
par  des  voyes  eloignees»,  d'autant  qu'un  pareil  travail  conduit 
toujours  a  des  decouvertes  nouvelles.  La  simplicite  est  un  des 
caracteres  des  vrais  principes,  et  la  recherche  de  ceux-ci  doit 
etre  le  vrai  but  de  la  science:  C'est  ce  qui  fait  qu'ils  sont  en 
petit  nombre  et  qu'on  saisit  Tacilement  les  propositions  qui  en 
dependent.  La  fecondite  en  est  un  autre  caractere,  et  c^est 
ce  qui  produit  <ices  chaines  ininterrompues  de  consequences 
qui  sont  seules  capables  de  composer  un  veritable  corps  de 
science*. 

II  commence  par  une  theorie  des  centres  et  la  maniere  de  les 
decouvrir  quand  ils  existent;  il  donne  ensuite  les  formules  de 
transformation  des  coordonnees,  une  etude  des  asymptotes,  de 
Fosculation  et  des  points  singuliers,  basee  sur  la  Torme  de  Tequa- 
tion  disposee  suivant  un  triangle  comme  ci-contre,  ce  qu'il  appelle 
le  triangle  analytique  et  n'est  autre  qu'une  modification  du  pa- 


rallelogramme  de  Newton:  Texamen 
ny^       ixy^       kx^y       Ix^       du  nombre  des  termes  manquants 

dans  la  premiere,  la  seconde,  . . . 
rangees,  leurs  racines  egales,  leurs 
racines  communes  lui  fournissent 
tous  ses  criteres.  II  deduit  de  la  di- 
verses  remarques  sur  la  forme  et  les 


^!/^      f^y      g^^ 

by  ex 


(^)  Courbe  fermde  k  trois  points  doubles.  Ce  nom  est  dd  k  de  Bkaqi- 

LOMGUE. 
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combinaisons  des  branches  infinies;  —  la  definition  d'un  grand 
nombre  de  points  singuliers  tr^s  compliques,  entre  autres  ceux 
que  produisent  les  mukiflexions  ou  les  multinoeuds  des  terpen:- 
lemenl^  folium,  lemniscale,  bezace,  trefle,  lemnisceros{^)^. , .  eva- 
nouissants,  lesquels  deviennent  ainsi  double  rebroussemeni,  poini 
de  double  contact^  7'ebroussement  adherent,  branches  osculanies,  etc.; 

—  et  met  sur  la  voie  de  la  definition  et  de  la  recherche  dc  tous 
les  autres.  II  compte  une  espece  de  points  dans  les  coniques 
(les  points  non  singuliers),  cinq  dans  les  cubiques,  quatorze 
dans  les  quartiques  et  quarante  dans  les  quintiques. 

'  De  Gua  a  decouvert,  entre  les  points  singuliers  et  les  bran- 
ches infinies,  une  correspondance  reniarquable,  qui  lui  a  ete 
revelee  par  Pusage  du  triangle  analytique  et  qu*il  demontre 
ensuite  par  le  trace  de  Vombre  ou  perspective  de  la  courbe.  On 
lui  doit  ce  theoreme  (^) :  Si  une  courbe  a  trois  points  d*in flexion 
(reels)  1/  soni  en  ligne  droite;  —  les  premieres  vues  sur  la  ma- 
niere  de  definir  analytiquement  une  courbe  de  Torme  donnee; 

—  la  consideration  des  points  singuliers  a  Tinfini;  —  Pintrodu- 
ction  des  imaginaires  dans  la  iheorie  des  courbes :  droiies  ima- 
ginaires  (tellcs  que  y^=^x^)^  parametres  imaginaires  (tels  que 
ceux  de  la  courbe  fl*a?*  + A'y*  =  0),  inflexions^  sommets^  branches^ 
ordonnees  imaginaires  (^) ;  —  la  critique  des  methodes  du  calcul 
diflerentiel  pour  Petude  des  points  singuliers,  calcul  qui  n'est 
en  somme  qu*une  simplification  de  la  methode  cartesienne  et 
qui,  comme  toute  simplification,  demande  des  soins  speciaux  si 
on  ne  veut  s'egarer:  or  une  methode  dont  il  faut  verifier  les 
resultats  n'est  pas  la  vraic  methode.  Ajoutons  que  De  Gua  a 
pretendu  demontrer  Pimpossibilite  du  rebroussement  de  se- 
conde  espece. 

Dans  son  celebre  ouvrage  A  treatise  of  fluxions  (Edinburg, 
1742),  Mac  Laurin,  dans  le  but  d'etablir  sur  des  bases  solides 
le  calcul  infinitesimal,  donnc  une  exposition  detaillee  de  la  me- 
thode de  Newton,  avec  des  applications  aux  plus  beaux  probld- 
mes  de  la  geometrie  et  de  la  mecaniqne.  Parmi  les  premiers, 


(M  Nous  avons  donn6  {J.  S.,  1894).  un  assez  grand  nombre  de  r^sal-  v 

tats  de  ce  genre  en  appliquant  Tanalyse  de  Diophante, 

(2)  Retrouv6  par  Mac  Lai.rim  et  generalise  par  Hesse,  qui  en  a  d^dait 
une  belle  theorie  alg^braico-geometrique  des  inflexions  des  cubiques. 

(3)  Descartes  avait  introduit  impHcitement  et  incidemmcnt  les  imagi- 
naires dfins  la  g^om<^trie,  mais  11  s'agissait  sculcment  des  valeurs  des  va- 
riables. Newton  avait  fait  la  m6me  chose  explicitement  et  d*une  mani^re 
beaucoup  plus  m^thodique.  De  Gua  ensuite  plus  syst^matiquement  et  en 
<^tendant  aux  quantit^s  donn^es  ou  parametres. 
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on  peut  citer:  la  construction  des  tangentes  aux  courbes  defi-* 
nies  comme  dans  la  Geom,  organica;  a  celles  determinees  par 
I'intersection  de  deux  droites  tournant  autour  de  deux  poles 
fixes  (^);  au  lieu  du  point  M  tel  que  la  parallile  MK  a;une  dire- 
ction donnee  coupe  une  courbe  donnee  en  un  point  K  tel  que 
MK  soit  egale  au  vecteurOK;  au  lieu  du  point  M  du  vecteur 
OMK  d'une  courbe  fixe  et  tel  que,  O'  etant  un  p6le  fixe,  0'K=OK; 
au  lieu  de  Tintersection  M  du  vecteur  OMK  d*une  courbe  don- 
nee et  d'un  c6te  d'un  angle  constant  MO'K  dont  le  sommet 
est  fixe  et  Tautre  c6te  passe  par  le  point  K  de  la  courbe  don- 
nee ;  —  le  rayon  de  courbure  d'une  conique  definie  par  cinq 
points,  d'une  courbe  definie  par  des  coordonnees  bipolaires, 
d*une  podaire,  d'une  sectrice,  de  la  spirale  sinusoide;  —  la 
consideration  de  la  trisectrice  qui  porte  son  nom,  avec  sa  qua- 
drature obtenue  geometriquement,  et  cette  remarque  que  cette 
courbe  est  une  affine  du  folium,  d*oQ  la  quadrature  geometrique 
de  ce  dernier  et  la  construction  de  sa  tangente;  —  cette  defi- 
nirion  de  la  lemniscate  qui  permet  d'en  obtenir  aisement  la 
quadrature  geometrique,  ainsi  que  la  difi*erentielle  de  Pare :  lieu 
du  point  M  tel  que,  sur  la  secante  circulaire  OKL,  on  aii  ioujours 
OM  =  KL,  le  cercle  eiani  vu  du  pdle  O  sous  un  angle  droit;  — 
enfin  les  cinq  propositions  suivautes,  dont  les  trois  premieres 
etaient  deja  exposees  dans  la  Geom.  organica  mais  d'une  ma- 
niere  tres  embrouillee: 

La  podaire  d'une  spirale  hyperbolique  est  une  spirale  iractrice. 

Celle  (Tune  spirale  sinusoide  est  une  autre  spirale  sinusoide,  et 
leurs  vecteurs  correspondanis  oni  fneme  vitesse  angulaire. 

Un  arc  de  spirale  sinusoide  d*indice  n  est  egal  a  n-}-t  fois  la 
somme  de  I' arc  correspondant  de  sa  seconde  podaire  et  de  la  seconde 
tangente. 

La  corde  delerminee  par  un  vecteur  de  la  spirale  sinusoide  sur  le 
cercle  de  courbure  correspondant  est  proportionnelle  a  ce  menu  ve- 
cteur (*). 

Si  du  point  A  d'une  cubique  on  lui  mene  deux  tangentes  AS, 
AC ;  que  d'un  autre  point  P  de  cette  courbe  on  tire  les  droites  PC, 
PS,  qui  la  coupent  ^n  M  «/  N :  CN  et  SM  se  coupent  sur  la  courbe. 

II  convient  de  signaler  du  m^me  ouvrage  deux  demonstra- 
tions de  la  regie  de  diflerenciation  de  cc".  Tune  geometrique  et 
Tautre  algebrique.  La  premiere  utilise  seulement  la  theorie  des 


(>)  Ce  8ont  les  seclrices  de  M.  Scroute. 

(')  On  trouvera,  dans  les  Nouv.  Ann.  de  1876,  une  monogrmphie  de  ces 
int^ressantes  courbes,  par  Mr.  H.  de  la  Ooufslueub. 
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triangles  semblables,  mais  elle  est  extrdmemente  prolixe;  elle 
coDsiste  a  faire  voir  que  eiani  donnis  un  point  fixe  S  Mur  SO  H 
un  point  mobile  A  sur  la  perpendtculaire  a  S\,  ei  coupani  OS  en 
B,  puis  BC  perpendictUaire  a  AB  et  coupani  Ok  en  C,  • . .  Si  OA 
flue  uniformement ,  let  fluanom  des  longueurs  OA,  OB,  OC,  •  • . 
formeroni  une  progression  arilhmetique  (^). 

La  deuxieme  demonstration  est  Tondee  sur  la  celation 

resultant  immediatement  de  la  Tormule  donnant  la  semination 
d'une  progression  geometrique,  relation  que  Sloze  parait  avoir 
utilisee  dans  le  meme  but,  ainsi  que  plus  tard  Cauchy,  en  I'eten- 
dant  au  cas  de  n  quelconque  {Ex.  d*anal.  et  de  phys.,  ,t.  iv, 
1847). 

La  meme  annee,  Cijiiraut  (A.  S*,  1742),  dans  un  memoire 
lu  deux  ans  auparavant,  examine  les  courbes  tracees  par  un 
stylet  (ixe  sur  le  plan  d'une  circonference  roulant  sur  une  droite 
ou  sur  une  autre  circonference.  II  trouve  que  la  premiere  est 
une  generalisation  de  la  spirale  d'ARcniMEDE;  la  seconde,  comrae 
Ta  niontre  Chasles,  est  une  epicyclo'ide. 

Cest  egalement  en  1742  que  fut  publie  V Opera  omnia  de 
Jea!^  Bernoulli  oCi,  en  outre  de  ses  travaux  deja  divulgues  par 
les  journaux  scientifiques,  se  trouvent  quantiies  de  pieces  ine- 
dites,  dont  il  y  a  lieu  de  citer:  son  excellent  De  methodo  inie- 
gralium,  ecrit  a  Tusage  de  THospital;  divers  theoremes  concer- 
nant  la  rectification  des  courbes ;  la  pi*opriete  de  la  quadratrice 
de  pouvoir  se  quarrer  au  moyen  des  logarithmes;  une  certaine 
question  de  cinematique  conduisant  a  la  courbe  p  =  CAO,  dont 
la  spirale  de  Pok^sot  est  Tinverse;  enfin  cette  belle  propriete 
de  la  cycloide  d'etre  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  deve- 
loppees  successives  et  alternees  d'un  arc  de  courbe  quelconque 
limite  a  deux  points  dont  les  tangentes  sont  perpendiculaires 
entre  elles  (^). 

De  m^me,  dans  V Opera  de  Jacques  Bernoulli,  publie  en  1744, 


(<)  La  demonstration  de  Mac  Laurin  revient  k  faire  voir  qoe  d(x>)=s2aMix 
et  i  appliquer  k  Tidentit^  (x')"  =  a5'*-*a::*+«,  la  formulo  d(xy)=xdy-\-ydx. 

(')  Ce  thdor^me  a  hXh  d^montr^  par  Eulbr,  pais  par  Poissoh.  On  trouve, 
dans  le  t.  ix  des  Annalt*  de  Gergonne  une  demonstration  ^tcndue  au  cas 
oil  les  tangentes  font  un  angle  quelconque.  On  verra,  dans  les  Nouu,  Ann. 
de  1846,  que  le  tb^or^me  de  Jean  Berxoulli  a  lieu  Egalement  poar  les 
orthoptiques  d*une  courbe  quelconque. 
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on  trouve  de  nombreux  travaux  posthumes.  Nous  signalerons 
le  probleme  de  trouver  la  liene  doni  la  courbure  esi  par  tout  pro- 
portionnelle  a  tarc(^),  c'est-a-dire  la  courbe  definie  par  la  rela- 
tion R5  =  1 ,  et  qu'on  appelle  la  clothoMi. 

Comme  on  le  voit  par  leur  Commercium  epistolicum,  publie 
en  1145,  Leibmz  et  Jean  Bernoulu  ont  en  1712  une  longue 
controverse  aii  sujet  des  logarithmes  des  quantites  negatives; 
ce  qui  a  amene  Leibmz  a  conclure  que  la  logarithmique  n'a 
qu'une  branche,  au  contraire  de  Bebnoulli,  qui  pretcndait  qu'elle 
en  a  deux.  Les  arguments  de  part  et  d'autre  etaient  tires  de  la 
propriete  de  cette  courbe  de  representer  Taire  de  I'hyperbole 

et  des  identites  — ^^ -  =  — ,    log  (— a)*  =  log  (a*) .    Euler    a 

—  X  X 

trouve  la  solution  de  cette  difficulte  en  inventant  les  logari- 
thmes imaginaires  et  montrant,  comme  on  le  verra  plus  loin, 
que  la  logarithmique  a  une  seconde  branche  poinlilUe, 

C'est  d'ALEMBERT  (A/m.  </^  Berlin^  1746),  qui  a  le  premier 
mis  hors  de  doute  la  possibilite  de  I'existence  du  rebrousse- 

ment  de  seconde  espfece,  en  traitant  I'exemple  y==a;*+ vsd*. 

Dans  le  t.  n  de  son  Introductio  in  analysin  infinitorum  (Lau- 
sanne, 1748),  Euler  a  expose  magistralement  la  theorie  generate 
des  courbes.  Entre  autres  choses,  il  traite  completement  des 
changements  d'axes  de  coordonnees,  des  asymptotes,  des  points 
singuliers ;  —  propose  un  nouveau  classement  des  cubiques  et 
des  quartiques,  qu'il  repartit  respectivement  en  seize  et  cent 
quatre  —  vingt-seize  genres;  —  examine  plusieurs  difficultes  que 
presente  I'etude  des  courbes  transcendantes :  la  courbe  interscen- 

dante(^)  y  =  x^*  est  indefinissable  pour  x  —  —  1 ;  la  logarithmi- 
que a  au-dessous  de  l*axe  des  a?,  une  infinite  de  pomts  discon- 
tinus  (innumerabilia  puncta  discreta)(^);  la  courbe  y  =  ( —  I)*  * 


(1)  C'est  le  premier  excmple  deTemploi  des  eoordonniet  intrin$hquei  da 
regrett6  Ceharo. 

(^)  Ce  mot  a  ^t6  cr6e  par  Leibniz. 

(3)  Comme  contribution  k  Thistoire  des  courbes  discontinues,  noue  cite- 
rons  la  courbe  de  Kramp  .v  =  o*'"*  C-^-  G.,  1812-181d),  discontinue  pour 
x  =  0;  les  6tude8  de  Vincent  (id.  1824-25)  sur  les  branches  j^otntt^/^et  oa 
ponctudis  des  courbes  y  =  a',  y  =  ( —  «)• ,  y  =» CAx,  y*  =  a,  y  =  x*,y*=a«, 

y  logx  — ac,  p=^a^. 

Nous  permettra-t-on  de  rappeler  que  nous  avons  signal^  (J.  8.,  1898) 
la  courbe  bien  connue  d^6nie  ci-dessous,  laquelle,  bien  qu*6videmment  dis- 
continue, peut  ^tre  recti fi6e  par  les  moyens  les  plus  ^l^mentaires.  Sur  le 
milieu  de  Thypot^nuse  BC  dn  trianffle  rectangle  ABC,  on  construit  en 
dehors  du  triangle,  une  perpendiculaire  A'C  6gale  aa  quart  de  AC;  pais 
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unc  branche  semblable  de  part  et  d'autre  de  Taxe;  la  courbe 
y  =  x*  s'arretc  brusquement  (subito  cessare);  la  courbe  a^==y* 
s'etudie  au  moyen  d  line  variable  auxiliaire  t  determinee  par  la 
relation  y  =  tx,  artifice  bien  des  fois  employe  depuis  (').  Eolbr 
termine  en  abordant  la  geometric  analytique  a  trois  dimensions, 
les  transformation  des  coordonnees  et  I'etude  des  quadriques 
et  de  leurs  intersections. 

On  trouve  dans  les  Instituzioni  analitiche  (Milan,  1148),  de 
la  savante  Agnlsi,  ouvrage  qui  longtemps  resta  classique,  I'etude 
de  plusicurs  courbes,  la  strophoide,  la  versiera  ou  la  cubique 
qui  port  son  nom,  la  courbe  a*  —  ya;*  +  Ay^  =  0  (point  triple  a 
Torigine),  la  courbe  ar*  =  y  (point  d'arret),  la  courbe  x^  —  (log  y)', 
(id.).  Cest  la  qu'on  put  voir  pour  la  premiere  fois  les  elements 
du  calcul  integral  (J), 

Nous  avons  a  parler  a  present  de  celebre  De  linearum  geome- 
tricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus  de  Mac  L4iiri?i,  pu- 
blic en  Appendix  de  son  A  Treatise  of  Algebra  (Londres,  1748) 
et  oQ  on  voit  avec  raison  le  premier  traite  de  geometric  mo- 
derne.  Apres  avoir  rappele  les  deux  theoremes  generaux  donnes 
par  Newtoin  dans  son  Enumeratio,  il  demontre  les  suivants: 

Par  un  p6le  O  passe  une  iransversale  mobile  coupani  une  courbe 
du  degre  n  en  n  points  par  lesquels  on  mene  des  tangentes  rencon- 

Irani  ^n  A,  B,  C,  ...  la  droite  fixe  OM.  La  somme  T^-ripri^i-  •  • 

OA     OB 

est  constanle  (^).  Ce  beau  theoreme  lui  permet  de  construire  les 

asymptotes,  et,  en  placant  le  p6le  sur  la  courbe,  la  construction 


8ar  les  milieux  de  BC  et  de  CC  les  perpendicalaires  A"C",  A'^C  ^galea 
chacanc  au  quart  de  A'C;  et  ainsi  de  suite.  Les  points  B, . .,  C,  C,  C\.,  C 
dessinent  la  courbe  en  question. 

(^)  On  voit,  dans  les  oeuvres  des  Bernoulii,  plusieurs  courbes  d^finiea 
de  cette  fa^on  au  moyen  de  deux  Equations  entre  trois  variables. 

(2)  Ij* Analyse  dhnontrit  du  P.  Retmeau,  publide  quarante  ans  aupara- 
vant  ^tait  le  seul  ouvrage  ou  ces  elements  pouvaient  ^tre  ^tudi6s,  et  on 
confoit  ce  que  pouvait  6tre  un  traits  sur  une  mati6re  aussi  6tendue,  k  une 
Spoque  ou  la  science  ^tait  &  peine  fondle.  Nous  ne  disons  rien  de  plusieurs 
trait^s  sur  les  fluxions,  qui  n'avaient  aucune  valeur;  ni  du  traits  de  Jrax 
Bebnoulli,  qui  n'^tait,  &vrai  dire  qu'un  recueil,  —  excellent  k  la  v6rit6  — 
des  probl^mes  agites  i\  T^poque  ou  il  a  6te  ^crit,  ^poque  ou  les  miHhodes 
du  calcul  int<!^gral,  et  encore  moins  celles  des  equations  diffi^^rentielles, 
n'avaient  pas  encore  ^t6  ^tudi6es  d*une  mani^re  c^n6rale.  Quant  aux  trai- 
ts de  Newton  et  de  Mac  Laurin,  ils  n'^taient  rien  moins  que  des  trait^8 
^l^mentaires  et  de  vulgarisation. 

{})  On  prend  le  signe  -f-  P^ur  les  segments  situ6s  d*un  cote  du  point  0 
et  )e  signe  —  pour  les  autres. 
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du  cercle  de  courbure  et  celle  de  la  differentielle  de  la  cOur- 
bure  ( *). 

Si  par  le  pdle  O  passe  une  fransversale  coupani  en  n  points  une 
courbe  du  degre  n  el  qu*(m  prenne  sur  cede  droile  le  point  M  tel 

que  -p—r  =  -r-T-  ±  -pr^  ± . . . ,   l^  Iteu  de  M  esl  une  droite.   Mac 
'       Owl       (JA       Ud 

Laurin  attribue  ce  nom  moins  beau  theoreme  a  Cotes. 

II  applique  ces  theoremes  aux  coniques  6t  aux  cubiques,  ce 
qui  lui  donnc,  entre  autres  propositions  tres  interessantes,  les 
suivantes,  prises  parmi  les  plus  simples: 

Las  tangenies  a  une  cubiqtte  en  trois  points  en  ligne  droite  cou' 
pent  la  courbe  en  trois  points  egalement  en  ligne  droite, 

Du  point  A  d'une  cubique,  on  lui  mene  deux  tangent es  AF,  AG ; 
la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  rencontre  la  courbe  en  B; 
les  tangentes  en  k  et  en  B  se  coupent  sur  la  courbe.  Si  le  point  A 
est  un  point  d'in flexion,  la  droite  AB  est  tangent e  en  A. 

Du  point  A  d'une  cubique  menons  trois  tangentes^  en  F,  G,  H; 
FG  coupe  la  courbe  en  B  et  BH  en  Ci  la  droite  AC  est  tangente 
en  C. 

Si  d'un  point  d'inflexion  A  d*une  cubique,  on  lui  mime  trots 
tangentes  AF,  AG,  AH,  la  droite  des  contracts  FGH  coupe  harmO' 
niquement  toute  droite  joignant  k  a  un  autre  point  quelconque  de 
la  courbe  (^).  De  la  le  theoreme  de  De  Gua  mentionne  plus 
haut.  Si  en  outre  on  mene  les  transversales  quelconques  ABC,  ADE, 
les  dr cites  BD,  CE  se  couperit  sur  la  droite  FGH. 

Si  par  le  point  A  d'une  cubique  on  lui  mene  quatre  tangentes, 
les  cordes  de  contact  se  couperont  sur  la  courbe  et  toute  transver^ 
sale  passant  par  A  sera  divise'e  harmoniquement  par  la  courbe  et 
deux  des  cordes  de  contact. 

Du  point  A  d*une  cubique  menons-lui  deux  tangentes  et  joignons 
les  points  de  contact  B,  C,  a  un  autre  point  D  de  la  courbe.  Lis 
tangentes  aux  points  oil  la  courbe  est  coupe  e  par  les  droit  es  BD,  BC 
se  coupent  sur  la  courbe  (^). 


(^)  Ces  constructions,  qai  paraissent  de  prime  abord  n^cessiter  Temploi 
du  calcul,  pr^sentent  an  haut  int6r^t,  bien  qa'on  en  ait  trouv^  depuis  d  au- 
tres analogues  et  plus  simples.  Voir  par  exemple,  Chasles,  1.  cit.,  pag.  846. 

(')  CfliSLEs  (1.  cit ,  pag.  349)  tire  de  \k  la  ddmonstration  .de  ca  thto- 
r^me,  que  Umtt  cubique  pent  ilre  coneidMe  comme  la  perepeetive  d*une  dei 
cinq  paraboU*  divergentes  (Newtom)  ou  d'une  dea  dnq  cubiquee  &  emtre 
(Chasles). 

(3)  A  la  suite  de  ses  Milangta  de  Giomitrie  (Paris,  1856J,  de  Jomquixrxs 
a  donn6  la  traduction  et  on  eommentaire  de  ce  traits  de  Mac  Laubw,  sanf 
CO  qui  concerne  les  coniques.  Nous  pensons  qa*ane  monographie  di^actico* 
historique  sur  les  cubiques  serait  one  oeavre  tr^s  int^retsant  et  ties  atilOt 
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Maintenant  nous  avons  a  mentionner  I'examen  par  Euler 
(Mem,  de  Berlin,  1749)  d*une  difficulte  qu'on  peut  exposer  ainsi: 
v7  faui  au  plus  neuf  points  pour  deierminer  urn  cubique,  or  deux 
ctJnques  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  neuf  points;  ce  qui  fait 
voir  que  si  ces  deux  cubiques  se  coupent  en  eflet  en  neuf  points, 
les  neuf  equations  lineaires  determinant  les  coefRcients  ne  sont 
pas  toutes  distinctes,  et  reciproquement, 

De  Gua  avait  produit  son  travail  sur  I'etude  des  courbes  al- 
gebriques  sous  la  forme  d'une  longue  dissertation  qui  eilt  ete, 
avantageusement  pour  le  lecteur,  coupee  en  theoremes  ou  au 
moins  en  chapitres  nettement  definis,  et  accompagnes  d'exer- 
cices.  Cramer  a  realise  cette  amelioi*ation  en  precisant,  deve- 
loppant  et  completant  la  conception  de  De  Gua,  dans  son  im- 
portante  Introduction  a  I' analyse  des  lignes  courbes  algebriques 
Geneve,  1750),  encore  sou  vent  consultee  aujourd'hui,  a  cause 
surtout  des  tr^s  nombreux  et  tres  interessants  exemples  de 
courbes  qu'il  y  traite.  Signalons  parmi  ceux-ci,  le  huit,  la  stro- 
phoide,  la  rosace  a  qualre  branches,  la  lemniscate  et  la  besace, 
courbes  deja  connucs; — celie  appelec  depuis  courhe  du  dia- 
ble;  —  plusieurs  courbes  defiuies  geometriquement,  telles  que 
celles  dont  les  ordonnees  sont  les  moyennes  arilhmetiques  de 
deux  cerclcs  (courbe  fermee,  deux  inflexions  et  point  double 
de  contact),  ou  d'un  cercle  et  d*une  parabole  qui  lui  est  tan- 
gente  (courbe  fermee,  point  double  et  point  double  de  con- 
tact), ou  des  deux  paraboles  y  =  a:^,  y*  =  a5  (deux  branches  infi- 
nies,  point  double  et  point  double  de  contact;  —  celles  dont 
les  ordonnees  sont  moyennes  proportionnelles  des  coordonnees 
du  cercle  (forme  de  bifolium),  ou  de  la  parabole  y^  =  x  +  a 
(deux  branches  infinies  se  coupant  en  un  point  triple),  ou  du 

cercle  a'  +  y*  —  2  v  2  (a?  —  y)=  1  (forme  de  trifolium),  ou  encore 
de  la  parabole  (y  +  l)*  =  a:-f- 1  (branche  infinie  avec  point  tri- 
ple);—  enfin  les  suivautes: 

y*  —  X*  +  2aj*y  =  0,  en  forme  de  coupe ; 

y'  +  35*  —  kxy'^  =»  0,  imitant  la  lettre  R ; 

»=y*  —  y*,  imitant  la  lettre  J-; 

(1  — «V~y*(y*  —  2a^),  deux  caurs  qui  se  coupent; 

x^{x —  V  2)*  =  y*(y+  1)*  branche  infmie  avec  deux  points  dou- 
bles et  deux  inflexions; 

(«' — l)'  =  y^(2y+3),  branche  infinie  avec  trois  points  dou- 
bbles; 

y'(y*  —  2«)=sa;-(3 — a:*),  coeur  accole  a  un  ovale; 

y*  —  2y^  =  a?*,  forme  de  trefle; 
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y*  (8  +  4y — y')  ■■  *  («*  —  t^  2)',  courbe  feTinie,  deux  points  dou- 
bles, quatre  inflexions; 
(y*  —  2)'«af'(l — oj),  forme  analogue. 

Quant  aux  peiTectionneinents  que  Crambr  a  apportes  dans 
Fapplication  de  I'algebre  a  la  geonietrie,  il  serait  difficile  de  les 
relater  sans  une  analyse  complete  de  son  volumineux  ouvrage  ('); 
nous  nous  contenterons  de  rappeler  ses  decouvcrtes  beaucoup 
plus  imporlantes  de  la  theorie  des  derangements,  des  deiermi* 
nanis,  de  la  solution  des  equations  lineaires  determinees,  et  ses 
travaux  sur  Velitninaiion. 

Nous  arretons  la  notre  etude,  car  la  suite  se  rapporte  a  une 
nouvelle  periode  dans  laquelle  la  coordination  et  le  rapproche- 
ment des  decouvertes  anterieures  ont  produil  une  moisson  de 
theories,  de  methodes  et  d'applications,  trop  riche  et  tn)p  va* 
ri^e  pour  qu'on  puisse  en  donner  une  unique  description  chro- 
nologique,  telle  que  celle  qui  precede.  D'un  c6te  la  geometrie 
se  degage  entiercment  de  ses  origines  enipiriques  pour  se  subje- 
ctiver  de  plus  en  plus,  el  d'un  autre  c6te,  ellc  s'assouplit  de 
toutes  les  mani6res  pour  une  Toule  d'utilisations  analytiques  ou 
physiques,  qui  en  retour  lui  oflrcnt  de  nouveaux  motifs  de  re- 
cherches  et  suggerent  de  nouvelles  considerations  et  de  nou- 
velles  methodes.  La  geometrie  a  acquis  ainsi  une  etendue  que 
les  savants  des  si^cles  precedents  n*cussent  pu  soupconner. 
D*ailleurs,  insuffisamment  prepare  a  retracer  ce  prodigieux  la- 
beur,  nous  craindrions  d'en  donner  une  idee  par  trop  fausse, 
en  publiant  les  quelques  pages  que  nous  avions  6criles  sur  ce 
sujet(^).  Et  meme  notre  conclusion  sera  de  sollicitcr  toute  I'in- 
dulgence  du   lecteur:    chelif  pionnier   perdu    dans   Timmense 


(1)  D*ailleur8  aucan  de  ces  perfectionnements  ne  lui  asurv^co,  et  c*e8t 

f»cut-ctro  k  tort;  car  quand  on  voit  la  facility  avec  laquelle  il  d^couvre 
es  exemples  qui  doivent  illustrer  ses  pr^ceptes,  on  ne  peut  B*emplcher  de 
se  demander  s'il  n*y  aurait  pas  lieu  de  r6cdifier  cette  m6thode  en  la  com- 
binant  avec  le  calcul  diff^rcntiel  et  les  diverses  methodes  modemes,  qui 
Bont  loin  de  satisfaire  k  tous  les  cas. 

Nous  croyons  d'ailleurs  qu'on  s'attarde  g^ndraleinent  trop  k  la  ff6om6- 
trie  analytique,  qui  doit  6tre  un  moyen  et  non  uu  but.  La  c^^om^trie  infi- 
nitesimale  dont  il  n'existe  encore  aucun  manuel,  est  autrement  importunte , 
surtout  comme  preparation  k  Tdtude  de  la  ui6canique  et  de  la  physique. 

(>)  On  peut  prendre  une  id6e  suffisante  des  immenses  progris  de  la 
g^omdtrie  dans  le  xix«  si^de,  en  lisant  Timportant  rapport  lu  par  M.  Dim- 
Doux  en  1904  au  Congr^s  de  St.  Louis. 

Voir  aussi  I'esquisse  historique  de  Hankbl  {B,  Z>.,  1885),  le  Rapport 
de  Chasles  (Paris,  1868),  et  ponr  les  details  VEfwycl,du9c,  math,  en  coart 
de  publication. 
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Domainei  nous  avons  eu  Taudace  de  couloir  retrouTer  lea  traces 
laissees  par  les  Ancetres  dans  le  grand  defrichemeBt  et  de  m- 
conter  leurs  hauls  fails  scienlifiques.  Le  contact  de  ces  granda 
hommes  nous  a  d'aulant  plus  fail  sentir  noire  insuffisance  pour 
un  tel  travail ;  aussi  nous  sommes-nous  borne  a  une  s^che  chro- 
nologic des  fails,  autant  dire  sans  conunenlaires  ni  generaul 
ni  particuliers:  nous  nous  sommes  m^me  a  peu  pres  interdit 
le  procede  commode  des  citations.  Cependant,  quelque  impar- 
fait  qu'il  soit,  peul-eire  notre  travail  contribuera-t-il  quelque 
peu  a  eveiller  le  gout  des  eludes  hisloriques  et  le  de^ir  de 
connailre  ces  fondaleurs  de  la  science,  dont  les  tatonnements 
et  les  erreurs  nieme  commandenl  raltention  de  ceux  qui  voient 
dans  I'etude  autre  chose  que  le  banal  desir  de  collectionneur 
d'agrandir  le  cercle  de  leurs  connaissances :  le  vrai  but  de  la 
science  n'est-il  pas  relargissemcnt  de  Tesprit  humain?.et  This- 
toire  de  ses  progr^s  n'esl-il  pas  le  nioyen  le  plus  puissant  de 
I'oblenir? 


QUELQUES  REiARQUES  SUR  LES  EQUATIONS 
OU  iOUVEiENT  DUNE  CHAINE  PARFAITEIENT  FLEXIBLE 
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Paul  Appbll 

Membre  de  rinatitat  de  France 
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(SuiUj 

Pour  terminer  cetle  etude,  nous  indiquerons  une  forme,  par- 
ticuli^rement  simple,  sou«  laquelle  on  peut  meltre  les  ^^uatlons 
du  mouvement  d'un  Rl  homog^ne,  dans  un  plan  Gxe,  sous 
Taction  de  forces  dependant  uniquemeni  du  temps.  ' 

Prcnons,  comme  unite  de  masse,  la  niasse  de  Tuiiite  de  lon- 
gueur du  (il,  appelons  cc  ei  y  les  coordonnees  reciaugulkires 
♦d'un  element  ds,  T  la  tension  de  cct  element,  Xrfi,  Yds  les  pro- 
jections de  la  force  appliquee  k  Telement :  nous  supposons  que 
X  et  Y  sont  des  fonctions  de  /  seul.  • 

t^es  equations  du  mouvement  soiit  alors 

d^x       d  I    dx\ 
dt^       ds\     ds } 


('\ 


X.  y^  T  etant  fonctions  des  deux  variables  independantes  s  et  t. 
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d'x        d*  /„  «/x\ 


Diflerentions  les  deux  premieres  equations  par  rapport  a  t 

d*  /^  tfx 

dtdt*  "  <U*\    dt) 

d}y       ^Udy\ 
'dtdt*'^  d4*\    dt)' 

Soil  t  1  unite  imaginairc  v —  1 ;  multiplions  la  seconde   equa* 
tion  par  dL  >\  ajoutons  la  a  la  premiere  et  posons 

dx  .   ,dy 
ds^    d* 


dx 


nous  aurons: 


ds  dt 


dfl      d$^ 

'  d/«        d$^  ^     *^ 

««i  — 1.  « 

La  derniere  equation  montrc  qu'on  peut  poser 

(3)  t  =  1?'^ ,     «i  «  e-»^ , 

f  etant  une  fonction  de  $  et  ^,  representant  Tangle  de  I'element 
di  avec  Ox;  les  deux  premieres  equations  (2)  deviennent  alors, 
en  developpant 

•■5-(^)'-^h-.4^+t[.-§-(^)']. 

D'uii  enfin,  par  addition  et  soustraction 

\  dt')  ds*  '^      \dt  } 

(3)  i 

ay         dJ  d<f  d*<f 

dt*  ^     ds    ds  '^     ds*  ' 


lis 


On  a  ainsi  deux  equations  qui,  jointes  aux  conditions  ini- 
tiales  et  aux  conditions  aux  limitcs,  determinent  T  et  ^  en  fon- 
ction  de  s  et  /. 

En  diflerentiant  la  premiere  equation  (3),  par  rapport  2i  $,  et 
la  deuxieme  deux  fois  successivement,  par  rapport  a   «,   on 

obtient  5  equations  lineaires  en  T,  — r-,  — hr*  -tt-  L'elimina- 

at      as*      as^ 

tion  de  ces  quatre  quantites  donnera,  pour  f ,  une  equation  du 

quatrieme  ordre,  qu'il  serait  interessant  d'etudier. 

Les  equations  (3)  fournii*ont  iinmediatenient  les  mouvements 

du  fil  dans  lesquels  T  est  constant:  nous  n'insisterons  pas  sur 

ce  probleine  qui  est  une  generalisation  du  problfemc  des  cordes 

vibrantes. 
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67.  HELIANTHElViUM,  Tour. 

196.  H.  umbelldtiiin  (Lin.)  Mill.;  Cistus  umbellatus, 
Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusil.  ii,  263;  Halimium  umbellatuni, 
Spach.  —  Norle  e  centro, 

rac.  vertieUlatimi  (Brot.);  Cistus  verticillatus,  Brot. 
in  Fl.  lusit.  n,  262,  non  Willk.  in  Prod.  Fl.  Hisp. 
nee.  J.  Daveau  in  Bol.  Soc.  Brot.  —  Da  Extrema- 
dura  ao  Alto  Alenitejo. 

19T.  H.  libanotiis  (Lin.)  Willd.;  Cistus  libanotis,  Lin., 
Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  261;  Halimium  libauotis,  Lge. — 
Dcsde  Ovar  ao  Algarve,  no  littoral. 

198.  H.   ocymoide&F  (Lamk.)  Pers. ;   Cistus  ocymoidea, 

Lamk.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  263;  Halimium  ocym'oide&« 
Willk,  et  Lge.  —  Do  Douro  ao  Algarve. 

var.  algarvcnse  (Dun.);   Helianthumum  algarrense, 
Dunal.  —  Da  Louza  ao  Algarve. 

199.  H.  lat^hlntliiiiii  (Lamk.)   Pers.;   Cistus   lasianthus, 

Lamk.;  Rrot.  in  Fl.  lusit.  ii,  264;  Halimium  eriocepha- 
lum,  Willk.  —  Alemlejo  littoral. 


in 


rac.  forin68iiiii  (Curt.);  Cistus  formusus;  Curt.;  Ha- 
limium  formosum,  Willk.;  J.  Daveau  in  Bol.  Soc. 
Brot.  IV,  50.  —  Serra  de  Monchiquc. 

200.  H.  occidentdle  (Amo)  Samp.;  Cistus  occidentalism 
Amo;  Halimium  occidentale,  Willk.  —  Norte  e  centro. 

var.   alyssoides  (Lamk.);    Cistus  alyssoides,  Lamk.; 
Cistus  scabrosus.  Ail.^ — Norte, 

for.  rug6sum{l^\xii,)\  Helianthum  rugosum,  Dun. 

var.    cheirantoides    (Lamk.);    Cistus    cheirantoides, 
Lamk. — Norte  e  centro. 

301.  H.  liCiUmir6lium  (Lin.)  Willd.;  Cistus  halimifolius, 
Lin.,  Brot.  in  Fl.  lu^it.  ii,  362;  Halimium  halimifolium, 
"Willk.  et  Lge.  —  De  Aveiro  ao  Algarve. 

rac.  Involner&tniii  (Lamk.);  C.  involucratus,  Lamk.,' 
Brot.  loc.  cit.  II,  265;  Helianthemum  multiflorum, 
Salz.;  Halimium  multiflorum,  Willk.  —  Centro  esul. 

ra^.  laaiocaljreliiiiiii  (Bois.  et  Reut.);  Helianthemum 
lasiocalycinum,  Bois.  et  Reut.  —  Portugal,  ex  herb. 
Schousboe,  teste  Lange.  (n.  v.). 

202.  H.  tuberHria.  (Lin.)  Mill.;   Cistus  tuberaria,  Lin., 

Brot.   in  Fl.   lusit.  ii,  268.  —  Quasi  todo  o  paiz.  Vulg. 
Alcar. 

for.  alpesiris  (Willk.)  —  Norte  a  sul. 

c  r 

% 

203.  H.  gflobulariaeiiSliuiii   (Lamk.)   Pers.;    Cistus 

globulariaefolius,   Lamk.,   Brot.  in  Fl.   lusit.  ii,  267.— ^ 
Quasi  todo  o  paiz. 

for.  minor  (WiHk.)  —  Norte  e  centro. 
for.  major  (Willk.)  —  Sul.      • 

204.  H.    gfuttdtum  (Lin.)   Mill.;    Cistus   guttatus,   Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  268;  Tuberaria  variabilis,  Willk., 
Helianthum  variabile,  Amo.  —  Todo  o  paiz. 

for.  planiagtnea   (Willd.) ;   Cistus   plantagineus, 

Willd. — Norte  a  sul. 
for.  minor  (Lamk.);  Cistus  guttatus,  var.  minor, 

Lamk.  —  Centro  e  sul, 
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yar.  macrosepalum  (Dun.);  Heliantb.  macrosepalum, 

Dunal;  Tuberaria  macrosepala,  Willk.,  J.   Dav. 

in  Bol.  Soc.  Brat,  iv,  60.  —  Beira  meridional. 
Tar.  bupleurifdliutn  (Lamk.);  Cistus  bupleurifoiius, 

Lamk.;  Tuberaria  bupleurifolia,  Willk.  in   Icon. 

tab.  115. — Da  Beira  ao  Algarve. 
▼ar.  inconspicuum  (Thib.);  Heliantbemum  inconspi- 

cuum,  Thibaut;  Tuberaria  inconspicua,  Willk., 

J.  Day.  in  Bol.   Soc.  Brot.  iv,   59.  —  Desde  a 

Beira  ao  Alemtejo. 

205.  H.  ledifolinm  (Lin.)  Willd.;  Cistus  ledifolius,  lin.. 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  271. — De  Bi*agan9a  ao  Algarve. 

ra9.  vtlldsiini  (Thib.);  Heliantbemum  villosum,  Thi- 
baut. —  Algarve,  em  Faro  (n.  v.). 

206.  H.  salioifiSliuLin  (Lin.)   Pers.;    Cistus   salicirolius, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  272.^Exiremaduray  ex  Bro- 
tero  (n.  v.). 

ra^.  interm^dliini  (Thib.);  Heliantbemum  interme- 
dium, Thibaut.  —  Centro  e  sul. 

207.  H.  aegipttacuLin  (Lin.)  Mill.;  Cistus  aegyptiacus, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  272.  —  De  Braganfa  ao  Al- 
garve. 

208.  H.  polif6liuLiii  (Lin.)  DC;  Cistus  polifolius,  JJn.; 

Heliantbemum    pulverulentum,    Willk.    in    Icon.,     103, 
tab.  137-138.  —  Norte  e  centro. 

var.  velulinum  (Jord.);  Helianth.  velutinum,  Jord. 

—  Centro. 
var.    appeninus    (Lin.);    Cistus   appeninus,    Lin. — 

Beira. 

rac.  plldsiun  (Lin.);   Cistus  pilosus,  Lin.;  Heliantbe- 
mum pilosum,  Pers.  —  Centro. 
var.  /om#n/^//tfm,  Willk. — Centro. 

209.  H.   WMlg&fe,    Gaert.;    Cistus    heliantbemum,.  Lin., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  269.  —  Norle. 

ra^.  «erp|rlllf(6lliini  (Lin.)  Mill.;  Cistus  serpyllifolius, 
Lin.  —  Norlc. 


Ill) 


210.  H.  gl&VLCVLm  (Cav.)  Pers.,  Willk.  in  Prod.  FI.  Hisp. 

Ill,  731;  Cistus  glancus,  Cav.  —  Sul  do  paiz. 

var.  sioechadifolium  (Broi.);  Cistus  stoechadifolius, 
Broi.  in  Fl.  lusit.  ii,  270,  non  Jacq.  —  Alemtejo 
ao  Algarve. 

211.  H.  lifrtum  (Lin.)  Pers.,  Willk.  in  Icon.  122,  tab.  147; 

Cistus  hirtus,  Lin.  —  Norte  a  sul  (raro)  n,  y. 

yar.  baelicum.  Dun.  —  Alemtejo. 

212.  H.  lavctndulaefolium  (Larak.)  DC,  Willk.  et 

Lge.  in  Prod.  Fl.  Hisp.  iif.  736.  —  Centro?  n.  v. 

213.  H.  panicrQatiim,  Dunal,  Willk.  et  Lge.  in  Prod. 

Fl.  Hisp.  Ill,  738.  —  Centro?  n.  v. 

2H.  H.  iiiarif<Sliuiii  (Lin.)  DC;  Cistus  roarifolius,  Lin., 
Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  266.  —  Sul  do  paiz. 

215.  H.  oz*lgfaiilf<SUi3Liii  (Lamk.)  Pers.;  Cistus  origani- 

folius,  Lamk.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  il,  266. — Algarve. 

216.  H.  thyinii<Sliiun  (Lin.)  Pers.;  Cistus  thymifolius, 

Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  269;  Fumana  glutinosa,  Bois. 
—  Centro  e  sul. 

yar.  BatTelierti  (Ten.);   Helianthemum  Barrelierii, 

Ten.  —  Centro. 
y^v.  juniperina  (Lag.);  Helianth.  junipeiinum,  Lag. 

—  Centro  e  sul. 

217.  H.  laevipes   (Lin.)  Willd.;   Cistus    laevipus,   Lin.» 

Brot.  in  Fl.  lusit.  u,  267 ;  Fumana  laevipes^  Spach.  — 
Alemtejo  e  Algarve. 

218.  H.  prooAiiil>ens5   Dunal;    Fumana  procumbens, 

G.  Godr.,  J.  Dav.  in  Bol.  Soc.  Brot.  iv,  69;  Cistus  fu- 
mana, Lin.  p.  p.  —  Ceiitro. 

219.  H.  ex*icoides  (Cav.)  Dun.;  Cistus  fumana,  Lin.  p.  p., 

Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  267;  Fumana  Spachii,  G.  Godr.— 
Coimbra. 

Entre  as  especies  deste  genero  prodozem-se  hybridoi  diyenos,  ei- 
tando  conhecidas  no  paiz  algumas  formas  doe  seguiDtes:  H*  OMl- 
dentate  X  cM^innoldes,  H.  halimlfolhuii  x  oormoldeeu 
H.  hirtmn  X  ppUfoUiim. 
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Fam.  X  —  YIOLACEAE,  Juss. 

68.  VfOLA,  Tour. 

220.  V.  tricolor,  Lin.,  Brot.  in  Fl.   lusit.  i,  306,  p.  p.; 

iVIach.  in  Cat.  met.,  28, — Todo  o  paiz.  Vulg.  Amor  per- 
feiiOt  Flor  seraphica^  Erva  da  trindade, 

rac.  bort^nala,  DC;   P.   Gout,   in  Bol.  Soc.   Brot; 

X,  38.  —  Muito  cultivado  como  planta- ornamental, 

em  todo  o  paiz. 

rac.  an'^nala  (Murr.);  V.  arvensis,  Brot.  in  Fl.  lusit. 

1,  306,  p.  p.  —  Quasi  todo  o  paiz,  nos  campos. 

var.  Machndedna,  P.  Cout.;  V.  tricolor  p.  Macha- 

deana,  P.  Cont. 
var.  lust'idnica.  Samp,  in  herb.  Acad.  Polyt.  do 

Porto, 
var.   trimesfnSy    DC;   V.    tricolor  v.    trimestris, 

DC,  Macli.  loc.  cit.  28. 
var.  rurdiu  (Jord.);  V.  ruralis,  .lord.  ap.  Bor. 
var.   Henriquesi,   Willk,;    V.    tricolor,   8.    Henri- 
quesi,  Wk.  ap.  Gout,  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  36. 

ra9.  AlbiiqiierqiieAnay  Samp,  in  herb.  Acad.  Polyt. 
Porto.  —  Villa  do  Conde,  nos  areaes  maritimos. 

221.  V.   caespitoisa,   Lgc,  J.   Hcnriq.   in   Exp.  scient. 

Ill;  Viola  tricolor  var.  flore  omnino  luteq  Herminii, 
Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  306;  V.  lulea,  Welw.,  Mach.  in  Cat. 
met.  28,  non  Huds. — Serra  da  Estrella,  na  parte  alta. 

for.  condensata,  Hcnriq.  in  Exp.  scient.,  117. 
for.  Idxa,  Hcnriq.  in  Exp.  scient.  111. 

222.  V.  odordta,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  305.  —  Cul- 

tivada  nos  jardins  e  cspontanea  no  centro  e  sul.  Vulg. 
Violela  de  cheiro, 

223.  "V*.  All>a9  Bess.  —  Cultivada  e  subespontanea  em  algu- 

mas  localidades.  Vulg.  Violela  branca, 

ra9.   aeotophylla  (.lord.);  V.  coUina,  Samp,  in  An. 
Sc.  Nai.  VI,  68,  non  Bess.  —  Margcns  do  rio  Douro. 


'^  ► 
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224.  V.  palliflitx*is,  Lin.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scicni.  1  fS^ 

ni9.  Jnresiii,  Link,  in  Neus  Jour.  Bot.  iii,  140  (an. 
1805);  v.  hirta,  Broi.  in  Fl.  lusit.  I,  305  hon  Lin.; 
V.  uliginosa,  Welw.  non  Schred.,  Mach.  loc.  cit.  27 ; 
V.  epipsila,  Ledb.  in  Ind.  Dorp.;  V.  palustris  p. 
epipsila,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  27. — Desde 
o  Minho  a  Serra  da  Estrella. 

225.  "V.  silvAtloa,  Fries.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scient.  116; 

V.  silvestris,  Lamk.  p.  p.  Kock.  Mach.  in  Cat.  met.  27; 
V.  canina,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  305,  non  Lin.?  —  Todo 
o  paiz.  Vulg.  Violeta  brava,  Ben$$$$. 

raf.  Relehenba^ilmia  (.lord.);  V.  silvatica  p.  mi- 
crantha,  Doll.,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  30. 
—  Desde  o  Minho  a  Beira. 

for.  pygmata  (Lge.);  V.  silvatica,  |i  pigmaea,  Lge. 

rac.  Rlvinl&ia  (Reich.);  V.  silvatica  p.  macrantha, 
Wallr.,  P.  Cout.  in  loc,  cit.  30.— Desde  o  Minho 
ao  Algarve. 

var.  ro*/ra/ii,  Cout.;  V.  silvatica  jt  rostrata,  Cout. 

in  loc.  cit. 

226.  1^.  ca.n£iia9  Lin.  (?)  Auct.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scient. 

117.  —  Desde  as  Beiras  ao  Algarve. 

var.  lucdrum^  Reich.;  V.  canina  p.  monlana,  J. 
Henriq.  in  loc.  cit.;  Y.  cs^nina  p.  montana  +  |i 
luconim.  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  32. — 
Com  o  typo, 

rac.  luBlt&nleii  (Brot.);  Viola  lusitanica,  Brot.  in 
Phyt.  lusit.  fasc.  !.•  (cdi9.  an.  1800),  pag.  22; 
Phyt.  lusit.  (edi9.  an.  1816)  pag.  39,  tab.  17;  Fl. 
lusit.  1,  pag.  306;  Viola  lactea,  Sm.  (an.  1800); 
Viola  lancifoUa,  Thore  (an.  1803),  Mach.  in  Cat. 
met.  27.  — Do  Minho  ao  Algarve.      '      ' 

var.  mdjor,  Rouy  ct  Fouc. 

var.  puniiHf^nnu,  Rouy  et  Fouc. 

rac.  elatlor  (Clus.);  V.  montana,  Lin.  p.  p.;  Viola 
Ruppii,  Brotj  (?)  in  Fl.. lusit.  I,  305;  Viola  canina,' 
p.  mnntana,'.norn.,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x, 
32.  —  Beiras. 
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227.  v.  arbor^scens,  Lin.»  Brou  in  Fi.  Jusit.  i,  306. 
var.  serratifdlia,  DC.  —  Cabo  dc  S,  Vicente. 

K2o  i  imro,  em  mistura  com  ob  produetores,  o  hjbrido  V«  Iwalte- 
Blea  X  Bllvatlea  (V.  9ahuUiorwn^  Bony  at  Foac.)^  geralmente  infa- 
cundo. 


Fam.  XI  —  POLTaALACElE,  Undlcy 


69^.  POLYGALA.  Tour. 

228.  P.  miorophylla,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusii.  ii,  30; 

Phyt.  Itisit.  II,  2U,  tab.  ITS;  HqAT.  et  Link,  ia  Fl.  port. 
I,  280,  tab.  56;  Brachytropia  microphylla^  Willk.  —  Do 
IVlinho  ao  Alerotejo  (terrenos  pi9arroso8). 

229.  P.  vulsrdritB,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  29;  P.  vul- 

garis el  P.  rosea,  Mach.  in  Cat.  met.;  J.  Henriq.  in 
Exp.  scient.  109.  —  Todo  o  paiz.  Vulg,  Poligala^  Erva 
leiUira, 

var.  luiitdnica^  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  X,  71.  — 

Norte  e  centro. 
var.  oxvpiera  (Reich.),  P.  Cout.  in  loc.  cit.  — Todo 

o  paiz. 

rac.  amppjrlUeea  (Weihe);  Polygala  depressa,  Wend.« 
J.  Henriq.  in  Exp.  scient.  109.  —  De  norte  a  sul 
do  paiz  (n.  v.). 

230.  P.  xnonspeliacA,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  29, 

et  in  Phyt.  lusit.  ii,  216,  tab.  176.  —  Da  Bairrada  ao 
Algarve» 


Fam.  XII  —  FBANEENIACEAE,  St.  Hill. 

70.  FRANKEMA,  Lin. 

231.  F.  pulvexml^nta,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  556. 
—  Desde  o  Douro  ao  Alga rve  (terrenos  salgados  e  hu- 
midos). 
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232.  F.  laevis,  Lin.,  Brot.  in  F1.  lusit.  ii,  55&;  F.  hirsuta 

a.   laevis,  Bois,  in  Fl.  ori^  i,  780.  —  Littoral,  desde  o 
Minho  aq  Algarve. 

yar.  inteimedia  (DC);  F.  hirsuta  p.  inlermedia, 
Bois.,  P.  Cout.  in  Bol.  Soc.  Brot.  x,  23. — 
Centro  (n.  v.). 

233.  F*.  Boissi^rl,  Reut.,  Mach.  in  Cat.  met.  29.  — Lit- 

toral do  Algarve  (n.  v.). 


Fam.  Xin  -  DIANTHACEAE,  Lindley 


71.  CUCUBALUS.  Tour. 

234.  O.  baccifer,  Lin.,  Mach.  in  Cat.   met.  36;  Silene 

haccifera,  Brot,  in  FI.  lusit.  ii,  183.  —  Norte  e  centro. 

72.  SILENE,  Lin. 

235.  S.  ven6c3A  (Gilib.)  Asch.;  Concubalus  venosus,  Gilib.; 

C.  Behen,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ir,  180;  Silene  inflata, 
Sm. — Todo.  o  paiz.  Vulg.  Erva  iraquara.' 

ra9.  maritima  (Horn.);  Yiscago  maritima,  Horn.; 
Cucubalus  maritimus,  Lamk.,  Brot.  in  FL  lusit.  ii« 
180;  Silene  maritima,  With.  —  Norte  e  centro  (Beira 
mar). 

236.  S.  o6nicci9  Lin.;  Silene  conoidea.  Samp,  in  An.  Sc. 

Nat.  VI,  69,  non  Lin.  —  Margens  do  rio  Douro  (rara). 

237.  S.  itdlica  (Lin,)  Pers.;  Rohrbach  in  Mon.  der  Gatt. 

Sil.,  219;  Cucubalus  italicus,  Lin.. — Do  Douro  a  Extre- 
madura. 

ra9.  nemoriUtii  (W.  et  K.);  Silene  nemoralis  Waldst. 
Kitaib.  —  Margens  do  rio  Douro  (Gaia,  etc.). 

238.  S.  nlitans,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  (93,  —  Norte 

e  centro  do  paiz  (n   v.). 


124 


.  ra^.  loniricCUiA  (Brot.);  Cucubalus  longiciliu^,  Brot. 
in  Fl.  lusit.  ii,  180;  Silene  longicilia,  0th. — Norte 
a  sul  do  paiz. 
rac.  mellifera  (Bois.  et  Rcut.);  Silene  roelifera,  Bois. 
et  Reut.,  Mach.  in  Cat.  met.,  35.  —  Serra  de  Mon- 
chique  (n,  v.). 

239.  S.  iiiULiac£pri.l2i,  Lin.;  Mach.  in  Cat.  met.  35;  Silene 

^tricta,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ^,  187  non  Lin.  apud'Nym. — " 
Centro  e  sul  (n.  v.). 

240.  S.  erotica.,  Lin.;  Rohrbach  in  Mon.  der  Gatt.  Silen« 

167.  —  Centro  (de  Coirobra  a  Buarcos)  (n.  v.). 

241.  S.  inap^rta.,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  188. —  Desde 

o  Douro  ao  Alemtejo. 

242.  (S.  port^nsis,  Lin.,   Brot.  in  Fl.  lusit.  ir,   192. — . 

Quasi  todo  o  paiz. 

243.  f!^.  rubella,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  il,  188.  —  Centro 

e  sul  do  paiz. 

244.  S.  fuscdta,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  187.  —  Centro  do 

Paiz. 

245.  S.  nicaensis.  All.,  Brot.  in  Fl.   lusit.   ii,    191. — 

Areaes  maritimos,  do.Minho  ao  Algarve. 

4 

246.  S.  t*aiii08is8iiiia9  Desf.,  Welw.  in  It.  lusit.  n.^  216. 

—  Littoral  do  centro  e  sul  do  paiz. 

247.  S.  macrorliiza.  Gay;  S.  foetida,  Link.  (nom.  an- 

riq.  sed  error.);  S.  Herininii,  Welw.  —  Serra  da  Estrella, 
nos  Cantaros. 

248.  S.  aoutifolia.  Link.;  S.  melandrioides,  Lge.;  S.  me- 

landrioidas  p.  acutifolia,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  v,  109. 

—  Norte,    nas   regioes   montanhosas   e   elevadas,   desde 
»  '       Castro  Laboreiro  a  Serra  da  Estrella. 

249.  S.  Bor^^i,  Bois.:  S.  Ramburiana,  Webb,  in  It.  Hisp.  64. 

var.  durt'ensis.   Samp,  in  An.  Sc,  Nat.  vil,  112. — • 
Margens  do  Douro  (rara). 
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250.  S.  oUi&tSL^  Pour.,  J.  Henriq.  in  Exp.  scieni.  114. — 
.    Serra  da  Estrella. 

for.  geniculdta  (Pour) — Com  o  typo, 
for.  elegans  (Link.)  —  Com  o'  typo. 

251.  S.  legioii6ntsis,.  Lag.,  Samp,  in  An.  Sc.  Nat.  viii, 

115.  —  Braganca. 

'252.  S.  Ap6tal^,  Willd.,  Rolirbach  in  Mon.  der  Gatt.  SiL, 
118.  —  Centro  e  sul  do  paiz» 

25*3.  S.  Ioiisfiodiili85  Poiir.,  Rohrbaeh  in  Mon.  der  Gatt. 
Sil.,  117.  — Centro  e  sul  do  paiz. 

254.  S.  oolordta^  Poir.,  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  v,  106; 

S.  bipartita,  Desf.  —  Do  norte  a  sul  do  paiz. 

Tar.  decimbem  (Biv.);  Samp,  in  An.  Sc.  Nat.  x,  18. 

—  Sul,  nos  areaes  maritimos. 
yar.   canescem  (Ten.) ;  Mariz  in  loc.   cit.  —  Centro 

(Areaes  do  Sado). 

ra9.  diatiielijra  (Bror.);  Silene  dislachya,  Brot.  in  Fl. 
lusit.  II,  189  et  in  Phy.  lusit.  i,  175,  tab.  71  non 
Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot.  v,  105;  Silene  bipartita 
var.  lasiocalyx,  Soy  Will,  et  Godr.  —  Centro  e  sul. 

255.  S.  df^tichA,  Willd.,  Mariz  in  BoL  Soc.  Brot.  v,  106. 

—  Desde  a  Figueira  da  Foz  a  Selubal. 

256.  S.  vespertinSEi,  Retz.,  Mach.  in  Cat.  met.  32,  Mariz 

in  Bol.  Soc.  Brot.  v,   105,  excl.  syn.Broter.  — rJXortc^e 

centro  (n.  v.).  :       • 

•  -  •  ' 

•  257.  S.  psaxninitis.  Link.,  Rohrbaeh  in  Mon.  der  Gatt. 

Sil.    112;   S.   villosa,   Welw.   in  It.   lusit.   n.^  501,  non 
Torsk, 

•  •  " 

Yur.  lasiostyla  (Bois..);  Silene  lasiostyla,  Bois. — De 
Traz  dos  Montes  ao  Alto  Alemtejo. 

.958,  .9.  littdreA,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  186.  Elisanthe  lit- 
lorea,  .Samp,  in  herb.  Ac.  Polyt.;  Silene  Cambessedesii, 
Bois.  —  Areaes  mantimos,  do  Minho  ao  Algarve. 

for.  ilatior,  Willk,  —  Com  o  typo,  em  varias  locali- 
dades. 
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259.  S.  8oabrifl6ra,  Brot.  in  Fl.   iusit.  ir,    184   et  in 

Phyt.  Iusit.  I,  177,  tab.  72,  non  Mariz  in  Bol.  Soc.  Brot. 
V,  107,  nee  Link,  Rohrbach  et  Gurke;  S.  hirsuta,  Lag. 
in  Var.  cienc.  ji,  212. — Terrcnos  arenosos  de  quasi 
todo  o  paiz. 

var.  salmleiorum  (Link.)  —  Terrenos  do  littoral,  de 

norte  a  sul. 
var.  hiria,  Willk.,  Mariz  in  loc.  cil.  — ^Com  o  typo. 

260.  S.  laxifldra,  Brot.  in  Fl.  Iusit.  ii,   188,  non  Mariz 

in  Bol.  Soc.  Brot.  v,  103  nee  Giirke  in  Pi.  europ.  ii, 
294;  Silene  mieropetala.  Lag.  in  Gen.  et  sp.  15.  —  Desde 
o  Douro  ao  Algarve. 

261.  S.  nootfima.,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  Iusit.  ii,    183. — 

Desde  o  Alto-Douro  a  Extremadura. 

var.  brachypelala  (Rob.)  —  Da  Extremadura  ao  AI 
gai*ve. 

262.  S.  sf&lllca^  Lin.,  Maeh.  in  Cat.  met.  32;  Silene  lusi- 

taniea  Brot.  in  Fl.  Iusit.  ii,  184. — Quasi  todo  o  paiz. 

var.  lusiidnica  (Lin.);  Silene  lusitanica,   Lin.  —  Da 

Bcira  ao  Algarre. 
var.  quinquivulnera  (Lin.);  Silene  quinquevulnera, 

Lin.  —  Muitas  localidades,  sobretudo  no  littoral. 

raf.  aiii^llea  (Lin.);  Silene  anglica,  Lin.  —  Centre  e 
sul,  em  varias  localidades. 

263.  S.  prat^nsis  (Rafn.)  Gren.  et  Godr.;  Lychnis  pra- 

tensis,  Rafn.;  Lychnis  dioica,  Lin.  p.  p.,  Brot.  in  Fi. 
Iusit.  II,  222;  Lychnis  vespertina,  Sibth.;  Melandryum 
pratense,  Rochl.  —  Quasi  todo  o  paiz. 

ra^.  divarieiita  (Reich.);  Lychnis  divaricata,  Reich.« 
Mach.  in  Cat.  met.  36:  Melandryum  macrocarpum, 
Willk.  —  Desde  Traz  dos  Montes  ao  Algarve. 

var.  crassi folium  (Rouy  et  Fouc);  M.  divaricatum. 
var.  crassifolium,  Rouy  et  Fouc.  in  Fl.  Fr.  in,  96. 
—  Areacs  maritimos  do  sul  do  paiz. 

264.  S.  ]!V£a.x*izi5  Samp.;  Melandryum  viscosum,   Mariz  in 

Bol.  Soc.  Brot.  V,  98  p.  p.  non  Celak. -fM.  pratense 
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p.  coloratum  Mariz  in  loc.  cit.  100;  Mclandryum  gluli- 
nosum,  Rouy  in  Bol.  Soc.  Rot.  Fr.  lxi,  325;  Melandryum 
silvestre  Mach.  in  Cat.  met.  36.  non  Bochl.;  Lychnis 
dioica  var^  floribus  rubris  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  222;  Ly- 
chnis diclinis  Samp,  in  Ah.  Sc.  Nat.  v,  6^  non  Lag. -^ 
Norte  e  centro. 

A  S*  armaria*  Lin.,  conhecida  vulg^armeDto  pelo  nome  de  Alfinetes, 
^  cultivada  dob  Jardins  e  aparece,  por  vezes,  no  estado  subespontaneo. 


73.  LYCHNIS.  Tour. 

265.  Hi.  la^tA,  Ait.,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  i,  183,  tab.  74; 

Lychnis  palustris,  Brot.  in  Phyt.  lusit.  fasc.  1/  (ed.  1.*) 
pag.  67  et  in  Fl.  lusit.  ii,  221,  Eudianthe  laeta,  Rchb. 
—  Quasi  todo  o  paiz,  de  norte  a  sul. 

266.  Hj.  flos-ouolili,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  221. — 

Desde  Aveiro  a  Cintra, 

267.  JLi.  sfitlidsfo^  Scop.,  Mach.  in  Cat.  met.  37;  Agros- 

tema  githago,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  220.  —  Quasi 
todo  o  paiz,  nos  trigaes.  Vulg.  Nigella  bastarda. 

S2o  caltivadoB  dob  jardins  e  aparecem  is  vezes  subeBpontaneoB  o 
Ij*  coronarla  (Lin.)  Desr.  vufgarmente  chamado  CandeUaria  das 
jardins f  Btiios  dtfreira  ou  Orelhas  de  lebre,  e  o  Ii«  eoeliHr^Ml  (Lin.) 
Dear.  Tambem  se  caltiva  como  ornamental  o  Ij.  elialeedAnleay 
Lin.  eonbecido  pelo  nome  popular  de  Cms  de  Jerusalem, 


74.  GYPS6pHILA,  Lin. 

268.  Gr.  VACoAriA  (Lin.)  Sibth.  et  Sm.;  Saponaria  vac- 
caria,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  ii,  175;  Yaccaria  vulgaris, 
Hort.  —  Desde  o  Douro  ao  Algarve. 


75.  SAPONARIA,  Lin. 

269.  S.  oflBlcinaUs,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  n,  175. 
Todo  o  paiz.  Vulg.  Saboeira  legilima,  Erva  sahoeira. 
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76.  VELEZIA,  Lin. 

270.  "V.  rfflrida,  Lin.,  Brot.  in  Fl.  lusit.  i,  413.  — Do  AJto 
Douro  e  Traz  dos  Monies  ao  Algarve. 

(ComiinAaJ 


MOUVEMENT  DUNE  PARTICULE  £LECTRIS£E 

SOUMISE  Ji  L'ACTION  DUN  POINT  CLECTRIQUE 

ET  DUN  POLE  MAGNfTIQUE  CONFONDUS 

PAR 

Paul  Appell 

Membre  dc  rinstitat  de  France 


Le  probleine  du  niouvement  d'une  particule  electrisee  sou- 
mise,  a  la  fois,  a  raction  d*un  champ  eleclrique  et  d'un  champ 
magnelique  a  ele  etudie  par.  divers  auteurs.  Si  I'on  designe  par 
tn  la  masse  de  la  pariicule,  par  x,  y,  z  ses  coordonnees,  par-£ 
sa  charge  eleclrique,  par  P,  Q,  K  les  90111  posanles  du  champ 
eleclrique,  enfin  par  X,  Y,  Z  celles  du  cliamp  roagnelique,  les 
equalions  du  mouvement  sont 


dt^ 


et  deux  aulres  analogues.  (Voir  moii  Traite  de  micaniqui  rmiion* 
nelle,  3'«™«  edilion,  t.  i,  N«  221). 

M.  PoiNCARE  a  traite  le  cas  oii  le  champ  eleclrique  est  nul,  le 
champ  magnetique  provenant  d'un  seul  p61e  O:  la  trajectoire 
est  alors  une  ligne  geodesique  d'un  cone  de  revolution  dc  som- 
met  O.  L'analyse  de  M.  Poi.ncare  c.vl  !a  mcmc  que  celle  qu'avait 
employee  M.  Darroux  (Noic  vii  a  la  mecanique  de  Dlspeyrous, 
t.  I,  Hermann  editeur,  1884)  pour  resoudre  un  pi*obI^me  de 
slalique :  equilibre  d'un  fil  flexible  parcouru  par  un  caurant  He* 
ctrique  et  soumis  a  Inaction  d'un  pdle  magnetique, 

Je  me  propose  ici  de  trailer  le  probleme  en  supposant  que 
le  champ  soil  produit,  a  la  fois,  par  une  masse  eleclrique  et  un 
p61e  magnetique,  places  au  meme  point  O.  En  prenant  ce  point 
Vol.  IV  — N."  3  1 


\M) 


pour  origine,  ct  appelant  T  la  distance  Om  =  /a?'  +  y'  +  «*,  on 
sait  que  la  force  electrique  P,  Q,  R  derive  alors  d'un  poientiel 

de  la  forme  -^-,001^  est  constant,  et  la  force  du  chanap  ma- 

gnetique  X,  Y,  Z  d'un  potentiel  -y"  «  oCi  ^  est  constant. 

Les  equations  du  mouvement  dc  la  particule  sont  alors  de  la 
forme 


(>) 


d*x 

dt*  ~ 

-r^'^^r^Vdi    *  dt) 

d*y 

dt*  ' 

X         ,     IX    /    rfa?           dz\ 

'x^y^xA^dt    ''dt) 

d*z 

=  '^.A-.^(Jy  «''''\ 

dl^ 


X  et  (1  designant  deux  constanles.  Ce  sont  ces  equations  qu'il 
s'agit  d'inlegrer.  Si  X  =  0,  on  a  le  probleme  de  M.  Poincar£. 
Si  |i=»0,  on  a  le  mouvement  keplerien  d'une  planete. 
D'abord,  le  theoreme  des  forces  vives  donne 

(2)  »» —  -^  +  A; 

le  theordme  des  moments  par  rapport  a  Oz  donne  ensuiie 
d^y         d}x       n      I    dx  ,      dy    .      dz\       ^  dz  .  ^  ^    -  .    -v 

H      </Y      \L  dx  _  d  /      n    \ 

~r»    dt     X  dt     dt\    X  /■ 

O'oii  en  integrant 

dy  dx  iiz   ,  „ 

on  a  de  m^me  les  deux  equations 

dz  dy  X    ,    ^ 

^  dt  dt  ^  X    ' 

dx  dz  y    1  n 

;...  dt  dt  ^  X 
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d'ou  en  niultipliant  par  s,  x,  y  et  ajoulant 

O  =  —  |ir  +  Aa?  +  By  +  C« . 

La  trajectoire  est  done  sur  un  c6ne  de  revolution  de  som- 
met  O.  Prenons  I'axe  de  ce  c6ne  pour  axe  Ox  et  appelons  a 
Tangle  constant  des  generatrices  avec  Ox.  Nous  aurons,  en  ap- 
pelant p  et  6  les  coordonnees  polaires  de  la  projection  du  mo- 
bile sur  le  plan  onOy, 

p  a  r  sin  a ,     x  =  X  cos  a . 

L'equation  (3)  s'ecrit  alors 

* 

(4)  p*-^  =  — |icosa+C; 

le  iheoreme  des  aires  s'applique  done  a  la  projection  du  inou- 
vement  sur  le  plan  xOy. 

Les  trois  equations  du  mouvement 

v'  = h  h 

r 

(4)  I  a  ==  X  cos  a 

P  dt  -^'  • 

soiit  alors  idcnliques  aux  equations  du  mouvement  d'un  point 
assujelli  a  glisscr  sans  froUement  sur  le  cone  x  =  T  cos  a  et  sol- 

licile  par  une  force  centralc  —^  en  raison  inverse  du  carre  de 
de  la  distance. 

Les  integrations  sc  font  par  les  methodes  elementaires  et  on 
arrive  a  ce  resultat,  d'ailleurs  intuitif,  que  la  irajecioire  est  une 
courbe  qui,  par  le  developpetnent  du  c6ne,  devienl  une  conique  de 
foyer  O. 

Dans  le  cas  X  =  0,  la  trajectoire  devient  une  di*oite  par  le 
developpement;  dans  le  cas  (i  =  0,  le  c6ne  est  un  plan  el  la 
trajectoire  une  conique  de  foyer  O. 


DEMONSrRACiO  DE  UM  THEOREMA  DE  LIOUVILLE 
SOBRE  AS  LINHAS  GEODESICAS  DO  ELLIPSOIDE 


POR 


F.  Gomes  Teixeiba 


Consideremos  o  ellipsoide  represent tado  pela  equacao 


(») 


X 


y' 


-4--^— 4--—-=  1 


a*       6*       c 


e  sejam  tt  =  C  e  r  =  C'  (C  e  C  rcpresentando  duas  constantes) 
as  equa9aes  das  linhas  de  curvatura  que  passani  por  um  ponto 
(a;,  y,  2)  desta  superficie,  e  seja  o)  o  angulo  que  o  piano  oscu la- 
dor  no  mesmo  ponto  (x^  y,  z)  de  uma  linha  geodesica,  que 
passe  por  este  ponto  faz  com  uma  das  seccoes  prindpaes,  rela- 
tivas  ao  ponto  mencionado.  Entre  u,  v  e  o)  existe  a  rela^ao 

u  cos*  iQ-\-v  sen*  o)  =  X- , 

k  sendo  constants  qualquer  que  seja  a  posi9ao  do  ponto 
(a;,  y^  z)  sobre  uma  mesma  linha  geodesica. 

Esla  proposi^ao  foi  demonstrada  por  Liouvilix  em  1844  no 
Journal  de  Mathematiques  por  meio  de  considera^oes  de  Meca- 
nica,  e  dcpois  por  Chaslrs  em  184G,  no  mesmo  jornal,  por  um 
methodo  puramenle  geoinetrico.  Aqui  vou  dar  uma  nova  de- 
monstracao  do  mesmo  ihcorema,  que,  segundo  ci*eio«  nao  foi 
ainda  notada. 

Designemos.  para  brevidadc,  por  P  e  Q  as  expressoes 


05*         V* 

P  =  — 4-  — 
^      a*  ^  i* 


+ 
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e  recordemos  que  as  equa96es  das  linhas  geodesicas  do  elli- 
psoide  sao 

e  que  deltas  resultam,   por  um  calculo  simples  que  aqui  nao 
exporemos  (^),  as  rela^oes 

(3)  >fcP  +  D  =  0,     PD  =  |i; 

k  designando  uma  constante. 

Recordemos  ainda  que  pelo  ponto  (a;,  y,  z)  do  ellipsoide 
passam  dois  hyperboloides  homofocaes,  que  corlam  a  primeira 
superficie  segundo  as  suas  linhas  de  curvatura,  e  que  as  equa- 
9oes  destes  hyperboides  sao 


x^  y^  z^ 


-j ^ I 1_ 


=  1, 


h  designando  as  raizes  u  e  v  da  equacao 

-.(a«-A)(6«-A)(c«-.A)  =  0, 
ou,  eliminando  z^  por  meio  da  equa9ao  (1), 

Posto  isto,  designemos  por  R  o  raio  de  curvatura  da  linha 
geodesica  considerada,  relativo  ao  ponto  (x,  y,  z).  Temos,  appli- 
cando  uma  expressao  geral  hem  conhecida  do  raio  de  curva- 
tura das  curvas  empenadas  e  attendendo  as  equa9oes  (2)  e  (3), 


(1)  Veja-se,  por  exemplo,  o  Trcuti  de  M^caniqut  de  M.  Appbll,  torn,  i, 
pag.  472. 
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Esta  equa^ao  determina  o  raio  de  curvatura  das  linbas  geo* 
desicas  do  ellipsoide,  e  ao  mesmo  tempo  da,  attendendo  a  se- 
gunda  das  equacoes  (3), 

Mas,  per  outra  parte,  coino  o  piano  osculador  da  curra  no 
ponto  (x,  y^  z)  e  normal  a  superficie  do  ellipsoide,  o  theorema 
de  EuLEii  sobre  a  curvatura  das  seccoes  normaos  da 

/pi         /p3  /pi 

Ri  e  Ri  represenlando  os  raios  de  curvatura  das  seccoes  prin- 
cipaes  e  h\  o  angulo  ja  designado. 

Podemos  calcular  R|  e  Rs  por  meio  de  uma  formula  geral 
conhecida  (*),  da  qual  resulta  que  R|  e  R|  sao  as  raizes  da 
equafao 

a  qual,  pondo  Ap==a*iVKP3^  toma  a  forma 

Eliminando  agora  z^  entre  esta  equa9ao  e  a  equa9ao  (1),  vem 
uma  outra  que  coincide  com  a  equacao  (4).  Logo 

uRi  =  a«6*r«  /P3 ,     rRj  =  a«A*c«  \fV% , 

e  portanto  temos  a  equacao  de  Liouville 

u  cos*  (0  +  »  sen*  o)  =  a^V^c^k , 

que  pretendiamos  demonstrar. 


(*)  Veja-BC,  por  exemplo,  o  CaicaJi  diffirentiel  de  Sbrbkt,  1879,  pag.  476. 


ECHINOOERMES  DU  PORTUGAL 


PAR 


AUGUSTO    NOBBE 


Ayant  termine  la  revision  dcs  Echinodermes  dii  Musee  de 
Zoolog^e  de  rAcademie  Polytechnique  de  Porto,  il  m'a  seinble 
interessant  de  publier  le  resultat  de  mon  etude  sur  les  Ecliino- 
dermes  du  Portugal  qui  s'y  trouvent  deposes.  J'ai  en  mdme 
temps,  pour  i^ndre  ces  notes  plus  completes,  reuni  dans  ce 
catalogue  toutes  les  especes  qui  ont  ete  recueillies  par  le 
Dr.  R.  Greeff  et  par  le  Dr.  Pauijno  d'Oliveira,  dont  la  colle- 
ction appartient  maintenant  au  Musee  de  Co'imbra,  celles  que 
j'ai  pu  examiner  au  Museum  Bocage,  de  Lisbonne,  et  aussi 
les  formes  trouvees  pendant  les  canipagnes  scientifiques  du 
Porcupine,  du  Challenger,  du  Travatlleur^  du  Talisman,  de  la 
Princesse  Alice  et  de  V Amelia,  eflectuees  sur  les  c6tes  du  Por- 
tugal. 

En  reunissant  tous  ces  renseigments  je  crois  donner  une 
idee  si  exacte  que  possible  de  la  serie  des  Echinodermes  qui 
habitent  nos  mers. 


MuB^e  de  Zoologie  de  TAcad^mie  PolytecfaniqQe 
de  Porto,  le  11  f^vrier  1909. 
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KCHIINODEKIVIES 


STELLEROIDA 
Fam.  BHISINGID/E 

Brislllga,  Asbjornsen 

Brisinga  endacnemos,  Asbjornsen 

Bnsinga  eru/acnemos,  Asbjornsen,  Fauna  litl.  Norveg.,  Sudet 
Hefte,  p.  95,  pi.  ix,  f.  1-15  (IS56)  —  (Carpenter  and  Jeffreys, 
On  deep  sea  researches  Porcupine,  p.  155,  157  (1870)  —  W. 
Thompson,  Les  Profond.  de  la  mer  (trad.  Lortrl)  p.p.  55,  84, 
100  (1879)  —  Sladen,  Report  on  the  Asteroidea,  (Jhallenger, 
V.  XXX,  p.p.  603,  679,  680  (1889)  —  Perrier,  Exp.  Travailleur 
et  du  Talisman,  Echinodermes,  1.*^  partie,  p.  62,  pi.  u  (1894). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  du  Cap  Mondego.  a  la  proF.  de 
380-469  brasses;  station  14,  et  a  la  prof,  de  600-1095  brasses, 
station  17,  17  a  (Exp.  du  Porcupine,  1870) (*). 

Brisinga  coronata,  Sars 

Brisinga  coronata,  G.  O.  Sars,  Vidensk-Selsk.  Forhandlinger, 
p.  5  (1871);  On  some  remark,  forms  Norveg.  Coast,  pt,  ii. 
University  Program.  Christiania  (1875)  —  W.  Thomson,  Les 
Profondeurs  de  la  Mer  (trad.  Lortet),  p.p.  56,  100,  fig.  5 
(1879).  Sladen,  Report  on  the  Asteroidea,  Challenger^  v.  xxx, 
p.p.  604,  697  (1889)  — Perrier,  Expl.  Travailleur  et  du  Talis- 
man, Echinodermes,  1.*^  partie,  p.  68  (1894). 

Hab.:  C(Me  occ.  —  Entrc  30  n  40  miles  a  Pouest  du  Cap 
Mondego  et  aux  profondeurs  de  100  et  220  brasses;  station  13 
(Exp.  du  Porcupine,  1870)(2). 


(i)  Dans  Touvrage  de  Sladen  Yhahitat  est  indiquc  comme  il  suit:  Off 
the  west  coast  of  Spain.  Lat.  40  6'  0"  N.,  long.  9°  44'  0"  W.  ' 

(2)  Mdme  observation  que  pour  Yhahitat  do  I'espece  pr^c6dente,  d*apr^8 
Sladen. 
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Fam.  PEDICELLASTERIDiE 

Pedicellaster,  Sars 

Pedicellaster  sexradiatus,  E.  Perrier 

PeJiceUaster  sexradiatus,  Perrier  —  Milne-Edwards,  Rapport 
siir  les  trav.  de  la  comm.  chargee  d'^tud.  la  faune  sous-mar. 
dans  les  gr.  prof,  de  la  Medit.  ct  de  TAtlant.,  p.  50  (1882)  — 
Sladen,  Report  on  the  Asteroidea,  Challenger,  v,  xxx,  p.p.  557, 
558.  814  (1889)  — Perrier,  Expl.  TravailUur  et  du  Talisman, 
Echinodenncs,  1.^  part.,  p.  109,  pi.  ix,  f.  2  (1894). 

Hab. :  CAie  occ.  —  Au  large  du  Cap  Mondego.  Lat.  N.  39**, 
47',  50'';  Long.  O.  12^  3',  30",  a  la  prof,  de  3.307",  vase  gri- 
s&tre;  trois  exemplaires  brises,  drag,  n^  3;  au  large  du  Cap 
Sines.  Lar.  N.  38^  5'.  Long.  O.  l2^  5'.  Prof.  3.165",  vase  gri- 
s&tre;  deux  bras.:  drag,  n**  5.  (Expl.  du  Travailleur,  1881). 

Fam.  ASTERID/E 

Polyasterias,  E.  Perrier 

Polyasterias  tenuispina,  (Lamk.) 

listerias  tenuispina,  Lamk.;  An.  sans  vert.,  2.*  ed.,  3*.  p.  250 
(1840)— Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  7  (1881)  — Carus,  Prod. 
Faun,  medit.;  p.  104  (1892)  —  Nobre,  Annuario  Acad.  Polyt. 
Porto,  p.  G  (1897);  Subsidios  Fauna  sul  Portugal,  p.  155  (1901) 
—  Lud\M*g,  Fauna  und  Flora  Neapel ;  Seesterne,  p.  344  (1897). 

j4steracanthion  tenuispina,  Miiller  und  Tix)scliel,  Syst.  der 
Asteriden,  p.  16,  pi.  1,  f.  \a.b  (1842). 

Asterias  (Solasterias)  tenuispina,  Lamarck  —  Sladen,  Report 
on  the  Asteroidea;  Challenger,  v.  xxx,  p.p.  583,  884  (1889). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Baie  de  Setubal  (IVluseum  Bocage,  d'apr^s 
GreefF);  Sines  (Paulino  d'Oliveira,  A.  Nobre);  Villa  Nova  de 
Milfontes  (A.  Nobre). 

Tres  commune  a  Sines  et  Milfontes  sur  les  rochers  decou- 
verts  pendant  la  basse  mer.  Le  nombre  des  bras  est  tr^s  va- 
riable. C'est  intei*essant  a  constater  I'abondance  de  cette  esp^c^ 
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sur  cette  partie  de  la  c6te.  On  ne  Ta  trouvee  jamais  sur  le  ri- 
vage,  au  nord  du  Tage. 

Stolasterias,  Sladen. 

Stolasterias  glacialis  (L.) 

AsUrias  glaa'alts,  L.,  Syst.  Nat.,  ed.  x,  p.  661  (1758);  ed. 
Gmelin,  p.  179  (1776)  — MiiHer,  Zool.  Dan.,  p.  234  (1776)  — 
Lamarck,  An.  sans  vert.,  2*  ed.,  3,  p.  248  (1840)  —  Pcrrier, 
An.  Sc.  Nat.,  19,  p.  IS  (1885)  — Cams,  Prod.  Faun.  Medit., 
1,  p.  86  (1884-85)  — Herdman,  Report.  Crin.,  p.  133  (1886)  — 
Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897) — ChadwicJ^, 
Echinod  of  the  L.  M.  B.  C.  dist.,  p.  51  (1889)— Bell.  Brit. 
Echinod.,  p.  98  (1892)  —  Nobre,  Fauna  norte  Portugal,  p.  52 
(1901);  Fauna  sul  Portugal,  p.  155  (1901)  — Ludwig,  Fauna 
und  Flora  Neapel;  Seesteme,  p.  364,  pi.  3,  f.  1-3;  pi.  12, 
f.  1-16  (1897). 

Astirias  spinosa.  Pennant,  Brit.  Zool.,  4,  p.  53  (1777). 

Asierias  angulosa,  O.  F.  MUller,  Zool.  Dan.,  2*,  p.  1,  pi.  41 
(1788). 

SuUonia  JVebbiana,  d'Orbigny,  Hist.  Naturelle  des  Canaries, 
p.  148,  pi.  2,  f.  8-13  (1839). 

Uraster  glacialis,  Lin.  Ag. — Forbes,  Brit.  Starfishes,  p.  78 
(1840). 

Astenas  africana,  Miiller  et  Troscliel.  —  Greeff,  Echinod. 
S.  Thome,  p.  3  (1881). 

Asteracantion  glacialis,  L.  —  Miiller  und  Troschel,  Syst.  der 
Asteriden,  p.p.  14,  126  (1842). 

Siolasiertas  glacialis,  Linck  —  Perrier,  Expl.  TravaiUeur  el 
Talisman,  Echinodermes,  l«  part.,  p.  323  (1894). 

Syn.  Asierias  Madeirensis,  Stimpson. 

Hah.:  C6te  occ.  —  Moledo  do  Minho,  Yianna  do  Castello, 
Le^a  da  Palmeira,  Foz  do  Douro,  Aveiro,  Estoril,  Cascaes 
(A.  Nobre);  Baie  de  Setubal  (Greeff,  A.  Nobre).  Sines  (Paulino 
d'Oliveira,  A.  Nobre). 

Moins  commune  que  la  Z>.  rubens,  elle  vit  aussi  sur  les  ro- 
chers  dans  la  region  inferieure  de  la  zone  littorale.  Pendant 
rhiver  elle  habite  plus  pres  du  rivage.  On  tix)uve  des  varia- 
tions de  coloration  depuis  le  jaune  blanch&tre  jusqu'au  jaune 
fonce.  Plusieurs  exemplaircs  atteigncnt  d^assez  grandes  dimen- 
sions. .Te  Tai  trouvee  aussi  dans  les  dragages  effectuees  sur  la 
c6te  de  Porto, 
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Diplasterias,  E.  Pemer 

Diplasterias  rubens  (L.) 

Asterias  rubens,  L.  Syst.  Nat.,  v.  x,  p.  661  (1758),  ed.  Gme- 
lin,  p.  178  (1776)— Mailer,  Zool.  Dan.,  p.  234  (1766)— Encycl., 
pi.  112,  f.  3-4;  pi.  113,  f.  1-2  (1789)  — Lamk.,  An.  sans  vert., 
2*  ed.,  V.  3,  p.  250  (1840)  —  Danielsen  og  Koren,  Den  Norske 
Nord-Exped.,  Asteroidea,  p.  24,  pi.  3,  f.  14;  pi.  4,  f.  10  (1884) 

—  Herdman,  Report.  Crin.,  p.  133  (1886) — Nobre,  Annuar. 
Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897)  —  Chadwick,  Echinod.  of  the 
L.  M.  B.  C.,  dist.,  p.  50  (1889)  — Bell.  Brit.  Echinod.,  p.  100 
(1892)  —  Nobre,  Subs.  Fauna  mar.  norte  Portugal,  p.  52  (1901); 
Sub.  sul  Portugal,  p.  155  (1901). 

Asien'as  ch/airata.  Pennant.  Brit.  Zool.,  4*,  p.  51  (1777). 
Asierias  violacea^  Mtiller,  Zool.  Dan.,  2*,  p.  7,  pi.  46  (1788) 

—  Lamarck,  An.  sans  vert.,  2*  ed.,  3,  p.  256  (1840). 
Uraster  rubens,  Lin.  Ag. — Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  83  (1840). 
Urasier  vioiaceus,  Mtiller  —  Forbes,  Brit.  Staif.,  p.  83  (1840). 
AsUracanthion  rubens,  Muller  und  Troschel,  Syst.  der  Aste- 

riden,  p.p.  17  et  126  (1842). 

Asteracanthion  vtolaceus,  Miill.  et  Troschel,  Syst.  der  Asteri- 
den,  p.p.  16  et  126  (1842). 

Hab. :  Portugal  (Paulino  d'Oliveira).  C6te  occ. — Moledo  do 
Minho.  Vianna  do  Castello,  Povoa  de  Varzim,  Villa  do  Conde, 
Leca  da  Palmeira,  Foz  do  Douro,  Espinho,  Figueira  da  Foz, 
Parade,  Estoril,  (lascaes,  Setubal  et  Sines  (Nobre). 

Tres  commune  sur  les  rochers  des  plages  du  nord  du  Por- 
tugal. Recueillie  dans  les  filets  tralnants  des  bateaux  de  peche  a 
Mato/inhos.  Je  Tai  recueillie  toujours  dans  les  di*agages  effectuees 
sur  la  c6ie  de  Porto. 


Fam.  ECHINASTERIDyE 


Echinaster,  Muller  und  Troschel 

Echinaster  sepositna  (Gray) 

Ropia  seposita.  Gray,   Synop.  gen.  esp.  of  the  Class  Hypos- 

toma  (Asterias  Linnaeus),  in  An.  M.  N.  H.,  v.  6,  p.  282  (1840). 

Echinasler  seposHus,   Muller  und  Troschel,   Syst.  der  Asteri- 
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den,  p.  25  (1842)  —  Carus.  Prod.  Faun,  medit.,  v.  i,  p.  8 
(1884). 

Echinaster  seposttus  (Laiiik.)  Muller  und  Troschel — Sladen, 
Report  on  the  Asteroidea,  Challenger,  v.  xxx,  p.p.  553,  810. 

Echinaster  seposiius,  Relzius  —  Perrier,  Expl.  Travailleur  et 
Talisman,  Echinodermes,  1^  part.,  p.  148  (1894). 

Echinaster  sepositus.  Gray  —  Liid\*ig,  Fauna  und  Flora  Neapel: 
Seesterne,  p.  313,  pi.  4,  f.  4,  5;  pi.  10,  f.  1-18  (1897). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Vianna  do  Castello  (Paulino  d'Oliveira, 
Coll.  Mus.  Bocage):  C(Nte  de  Setubal  (L.  do  Nascimento).  Le 
Musee  de  TAcademie  Polytechnique  de  Porto  possede  deux 
exemplaires  recueillis  par  les  pecheurs  au  large  de  Setubal. 

Par  Texamen  de  plusieurs  exemplaires  des  c6tes  d'Angleterre 
et  de  Naples  je  me  suis  convaincu  que  Tespece  portugaise  cor- 
pond  a  la  forme  mediterranneenne  que  Mr.  Ludwig  considere 
comme  E.  sepositus.  Gray,  espece  diflerente  du  E*  seposiius,  Re- 
tzius  qui  est,  d'apres  lui,  identique  au  Crihella  oculaia^  Pen. 
=  Henricia  sanguinolenta ,  Muller.  (?est  sous  ce  nom  que  j'avais 
reunies  les  deux  formes  (Annaes  Sc.  Nat.,  v.  vui,  1903)  doni  la 
svnonimie  est  bien  confuse. 


Fam.  ASTEHINID/E 

Astcrina,  Nardo 

Asterina  gibbosa,  (Pennant) 

Asterias  gibbosa.  Pennant,  Brit.  Zool.,  4*,  p.  62,  n®  59  (1777). 

Asterina  gibbosa,  Pennant  —  Forbes,  Brit.  Slarf.,  p.  1 19  (1840) 
—  GreefF,  Echinod.  S.  Thome,  p.p.  2  et  5  (1881)  — Bell,  Brit. 
Echinod.,  p.  82,  pi.  x.  f.  9-10  (1892)  —  Herdmann,  Report. 
Grin.,  p.  I.U  (1886)  — Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto, 
p.  5  (1897);  Subs.  Fauna  norle  Portugal,  p.  53  (1901);  Subs. 
Fauna  sul  Portugal,  p.  151  (1901)  —  Mar.  Biol.  Ass.  Plymouth, 
p.  207  (1904)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel;  Seesterne, 
p.  207,  pi.  5,  f.  5-8;  pi.  9,  f.  1-14  (1897). 

Asteriscus  vermiculata^  Muller  und  Troschel,  Svsl.  Asteriden, 
p.  41  (1 8 i2)  — Perrier,  Ann.  Sc.  Nat.,  I2S  p.  290,  pi.  18, 
f.  10  (1869). 

Hab.  Portugal:  C6le  occ.  —  Molcdo  do  Minho,  Vianna  do 
Castello,  Povoa  de  Varzim,  Leca  da  Palmeira,  Foz  do  Douro, 
Plages  de  Parede  et  Estoril,  embouchure  du  Tage  (A.  Nobre); 
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Carcavellos  (Girard,  Coll  Mus.  Bocage);  Tage  el  Baie  de  Se- 
tubal  (Greeff,  Nobre);  Sines  (Paulino  d'Oliveii-a,  A.  Nobre); 
Villa  Nova  de  Mil  Pontes  (Abel  Hibciro,  Coll.  Mus.  Socage, 
A.  Nobre). 

C6le  inerid.  —  Lagos,  Albufeira  A.  (Nobre). 

Tres  commune  au  nord  du  pays,  surlout  a  Vianna.  Vit  sous 
les  pierres  dans  la  zone  liitoi^le  a  decouvert  pendant  la  basse 
mer. 

Fam.  ASTROPECTNID/E 

Luidia,  Forbes 

Luidia  Sarsi,  Duben  et  Koren 

Luidia  fragillisima,  Forbes  (pars),  Hist.  Brit.  Starfishes,  p.  135 
(1841). 

Luidia  Sarsii,  Diiben  et  Koren,  K.  Vet.  Akad  Handiingar, 
Stockolm,  p.  254  (4844);  Oefv.  Vet.  Akad.  Forhandl,  p.  113 
(1844)  — Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  5  (1881)  —  Danielsen 
og  Koren,  Den  Norske  Nord-Exp.  Astcroidea,  p.  94  (1884)  — 
Sladen,  Report  on  the  Asteroidea.  Challenger,  v.  xxx,  p.  258 
(1889)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  72  (1892)  —  Perrier,  Expl. 
Travailleur  et  du  Talisman^  Echinodermes,  1*  part.,  p.  195 
(1894)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel:  Seesterne.  p.  85, 
pi.  4,  f.  3;  pi.  7,  f.  1-12  (4897). 

Hab. :  C6te  occ.  — Cezimbra  (Greeff). 

Astropeeten,  Linck. 

Astropecten  aurantiacus  (IJn.) 

Asterias  auranciaca,  Lin.,  Syst.  Nat.,  ed.  x,  p.  662  (1758)  — 
Lamarck,  An.  sans  vert.,  v.  ii,  p.  563,  part.,  (1816) -^d'Or- 
bigny,  Faiine  des  Canaries,  p.  148,  pi.  1,  f.  1-7  (1839)  — 
Miillcr  und  Troschel,  System  der  Asteriden,  p.  67  n842)  — 
Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  5  (1881)  —  Carus,  Prod.  Faun. 
Medit.,  V.  I,  p.  88  (1884) — Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel: 
Seesterne,  p.  3.  pi.  2,  f.  1-2;  pi.  6,  f.  1-5  (1897)  — Subsidies 
para  a  Fauna  sul  Portugal,  p.  154  (1903). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Povoa  de  Var/.im,  Matozinhos,  dans  les 
filets  des  bateaux  de  peche  (A.  Nobre).  Cote  de  Caparica  (Coll* 
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Mus.  Bocage);  Cascacs  (A.  Nobre);  Baie  de  Setubal  et  Por- 
tinho  d*Arrabida  (Greeff);  Baie  de  Setubal  (A.  Nobre);  Sines 
(Paulino  d'Oliveira). 

CAte  mend. — Lagos,  Albufeira  (A.  Nobre). 

L^s  exeraplaires  que  j'ai  examines  sont  tout  a  fait  identiques 
a  ccux  de  la  Mediterranee. 

Astropecten  irregularis,  Linck 

Astropecten  irregularis^  Linck,  De  Stellis  inarinis,  p.  27,  pL  VI, 
f.  13;  pi.  viu,  f.  11-12  (1733)  — Pennant,  Brit.  Zool.,  iv,  p.  61 
(1777)  —  Danielsen  og  Koren,  Den  Norske  Exp.  Asteroidea, 
p.  82  (1884)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  66  (1892)  — Nobre, 
Fauna  Marit.  Portugal,  p.  53  (1901)  —  Herdman,  Kep.  upon 
the  Crin.,  etc.,  p.  135  (1886) — Chadwick,  Echinod.  of  the  L. 
M.  B.  C.  dest.,  p.  51  (1889) — Staden,  Beport  on  the  Asteroi- 
dea, Challenger^  v.  XXX,  p.  209  (1889)  —  Meissner  und  Collin, 
Bestr.  Fauna  der  slid  und  ostl  Nordsee,  II,  Echinod.,  p.  337 
(1894). 

Hab. :  Ojte  occ.  —  Portugal  (Paulino  dOliveira);  Povoa  de 
Yarzim,  Matozinhos,  dans  les  filets  des  bateaux  de  peche. 

Cette  espece  presente  des  carac teres  qui  Tappi^ochent  assez 
de  Tespece  precedente. 

Astropecten  pentacanthus  (Delle  (^hiaje) 
var.  serratus,  Miiller  und  Troschel 

Astropecten  serratus^  Miiller  und  Troschel,  Syst.  der  AsLeri- 
den,  p.  72  (1842)  — Carus,  Prod.  Faun.  Medit.,'i,  p.  90  (1884- 
1885)  —  Sladen,  Bcpnrl  on  llic  Asteroidea;  Challangtr,  v.  xxx, 
p.p.   195,  212  (1889). 

Aster opecten  pentacanthus  (Dellc  Chiaje),  var.  serratus  (M.  T.) 
—  Ludwig,  Fauna   und  Flora  Neapcl,   Seesterne,  p.  47  (1897). 

Hab. :  Portugal  (Paulino  d*Oliveira).' 


Fa>i.  ABCHASTEBID/E 

Pararehastcr,  Sladen 

Pararchaster  armatus,  Sladen 
Pararchaster  annatus,    Sladen,    Beport    on    the    Asteroidea 
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Challenger,  v.  xxx,  p.p.  19,  651,  653,  716,  pi.  1,  f.  5-6;  pi.  iv, 
f.  5-6  (1889). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  de  la  c6te  du  Portugal,  Janvier 
1873  (Expl.  du  Challenger). 

Plutonaster,  Sladen 

Plutonaster  bifrons  (Wyville  Thomson) 

Archaster  bifrons,  "Wyville  Thomson,  The  Depts  of  the  Sea, 
p.  122,  f.  17  e  74  (1873);  Les  profondeurs  de  la  mer  (trad. 
Lortet),  p.p.  103,  185,  f.  17,  74  (1875). 

Plutonaster  bifrons,  Wyville  Thomson  —  Sladen,  Report  of 
the  Asteroidea,  Challenger,  v.  xxx,  p.p.  84,  653,  720,  pi.  xi, 
f.  1-4;  pi.  XIII,  f.  9-10  (1889)  — Perrier,  Expl.  Travailleur  et 
Talisman^  Echinodermes,  1^  part.,  pag.  314  (1894). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  de  la  cote  du  Portugal,  Janvier 
1873  (Expl.  du  Challenger).  Au  large  du  Cap  de  S.  Vicente. 
Lat.  N.  36^  55',  Long.  O.  10*»,  48'  a  la  prof,  de  106",  ti-ois 
exemplaires  (Expl.  du  Talisman,  1883). 

Plutonaster  subinermis  (Philippi) 

Asterias  subinermis,  Philippi,  Archiv  fiir  Naturg.  lahrg,  ni, 
Bd.  I,  p.  193  (1837)  —  Lamarck,  An.  sans  vert.,  v.  in,  p.  258 
(1840). 

Astropecten  subinermis,  Milller  und  Troschel,  Syst.  der  Aste- 
riden,  p.  74  (1842)— Cams,  Prod.  Faun.  Medit.,  i,  p.p.  90-91 
(1885)  — Nobre,  Subsid.  Faun,  sul  Portugal,  p.  155  (1901). 

Theliasier  subinermis,  Philippi  sp.  —  Sladen,  Report  on  the 
Asteroidea,  Challenger,  v.  xxx,  p.  102  (1889)  —  Perrier,  ExpL 
Travailleur  et  Talisman,  Echinodermes,  1*  part.,  p.  323  (1894). 

Plutonaster  subinermis  (Philippi)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora 
Neapel,  Seesterne,  p.  105,  pi.  1,  f.  1-2;  pi.  6,  f.  10-24  (1897)! 

Hab.:  C6te  occ.  —  (Paulino  d'Oliveira);  C<6te  de  Setubal,  re- 
cueillie  dans  les  (ilels  des  p^cheurs  de  fond  (L.  do  Nascimento). 
Les  exemplaires  de  Setubal  recueillis  par  Mr.  Nascimento  ap- 
partiennent  maintenant  au  Musee  de  PAcademie  Poly  technique 
de  Porto. 

Mr.  Sladen  donne  comme  habitat  de  cette.  espece  Alger,  Na- 
ples, Nice  et  Secilie.  L'exploration  du  Talisman  en  a  recueilli 
un  exeinplaire  dans  la  bale  de  Cadix  par  60.*"  de  fond* 
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OPHIUROIDA 


Fam.  ophiukiD/*: 

Opliiura,  Lamk. 

Ophiura  laevis  (Kondelet) 

Stella  Ictvis^  Rodelet,  De  Pise,  p.  120  (1554). 

Ophiodenna  longicatula,  Miiller  iind  Troschel,  Syst.  der  Aste- 
rideii,  p.  8G  (1842)  — Greeff,  Echinod.  S.  Thome",  p.  5  (1881) 
—  Carus,  Prod.  Faun.  IVledit.,  i,  p.  92  (1884)  — Nobre,  An- 
nuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897). 

Ophiura  lavis,  Lym.,  Report  on  the  Ophioroidea,  Challenger, 
V.  XIV,  p.  lu  (1882). 

Hab. :  C6te  occ.  —  &*)te  d'Arrabida  (Greeff);  Sines  (Dr.  Pau- 
lino d'Oliveira,  A.  Nobre);  Villa  Nova  de  Mil  Fontes  (Abel  da 
Silva  Ribeiro,  Coll.  Miis.  Rocage). 


Fam.  OPHIOPYRGID/E 

OpliiinusillUl,  Lym. 

Ophimusium  planum,  Lym. 

Ophimusium planum,  Lym.,  Report  on  the  Ophioroidea,  CAal- 
linger,  v.  xiv,  p.  385  (1882). 

Hab.:  C6te  occ. —  Au  large  de  la  cx^te  du  Portugal,  470-1090 
brasses?  (Expl.  du  Challenger), 

Ophiomusium  Lymani,  Wyv.  Thompson 

Ophiomusium  lymani^    W.   Thom.  —  Lyman,    Report   on    the 
Ophiuroidea,  Challenger,  v.  xiv,   p.  385. 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  de   lu   cole   du  Portugal  (ExpL 
du  Challenger). 
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Opliioglypha,  Lym. 

Ophioglypha  ciliata  (Retzius) 

AsUrias  ciliata^  Retzius,  Diss.,  p.  29  (1805). 

Ophiura  terturata,  Lamarck,  An.  sans  vert.,  2^  ed.,  v.  3, 
p.  221  (1840)  — Forbes,  Brit.  Stai-fishes,  p.  22  (1840). 

Asienas  lacertosa.  Pennant,  Brit.  Zool.,  iv,  p.  63  (1777). 

Ophiolepis  ciliaia,  Miiller  und  Troschel,  Svst.  der  Asteriden, 
p.  91  (1842). 

Ophiura  ciliaris,  L.  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  106  (1892)  — 
Nobi'e,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897). 

Ophioglypha  lacertosa,  Lyman  —  Greeff,  Echinod.  S.  Thome, 
p.  6  (1881)  — Cams,  Prod.  Faun,  medit.,  v.  i,  p.  9  (1894). 

Ophioglypha  ciliata,  Lyman,  Report  on  the  Ophioroidea, 
Challanger,  v.  xix,  p.  76  (1882). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Cascaes  (Coll.  Museum  Bocage);  Setubal 
(Capello,  Coll.  Museum  Bocage;  Paulino  d'Oliveira).  C6te  d'Ar- 
rabida  (Greeff). 

Ophioplypha  albida  (Forbes) 

Ophiura  Uxturata  (pars),  Lamk,  An.  sans  vert.,  2*  ed.,  3*, 
p.  221  (1840). 

Ophvar a  albida,  Forbes,  Brit.  Starfishes,  p.  27  (1840)  —  Bell, 
Brit.  Echinod.,  p.  108  (1892). 

Ophioglypha  albida,  Lyman  —  Greeff,  Echinod.  S.  Thome, 
p.  .S  (1881)  —  Lyman,  Report  on  the  Ophioroidea,  ChaUen- 
ger,  V.  XIV,  p.  76  (1882)  —  Ludwig,  Fauna  und  Flora  Neapel: 
Seesterne,  p.  547  (1879)  —  Carus,  Prod.  Fauna  medit.,  v.  i, 
p.  93  (1884). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Cote  d*Arrabida  (Greeff);  Ceziml)ra  (Coll. 
iseum  Bocage);  Sines  (Paulino  d'Oliveira,  Nobre). 


Museum 


Ophioglypha  irrorata  (?),  Lym. 


Ophioglypha  irrorata  (?),  Lym.  (adult.),  Report  on  the  Ophio- 
roidea, Challenges,  v.  xiv,  p.  385  (1882). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Au  large  de  la  C6te  du  Portugal,  47jO- 
1125  braf>ses  de  fond  (Ex pi.  du  Challenger). 
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Ophioglypha  confragosa,  Lym. 


Oohioglypha  confragosa,  Lyin.,  Report  on  the  Ophiroroidea, 
Challenger,  v.  xiv,  p.  385  (1882). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  de  la  cAte  du  Portugal ;  470-1090 
^•asse5(?)  (Ex pi.  du  Challenger), 


Fam.  AMPHIURlDiE 

Ainphiura,  Forbes 

Amphiura  squamata  (Delle  Chiaje) 

AsUrias  squamala,   Delle  Cliiaje,  Mem.,  v.  3,  p.  77   (1828). 

Ophiura  neglecta,  Forbes,  Brit.  Starfishes,  p.  30  (1840). 

Amphiura  squamata,  Delle  Chiaje  (sp.)  —  Chad  wick,  Rep. 
Ophi.,  p.  142  (1886).  v 

Amphiura  squamata,  Sars.  —  Carus,  Prod.  Fauna  medit.,  v.  i, 
p.  94  (188i)  —  Lyman,  Report  on  the  Ophioroidea,  Challenger^ 
V.  XIV,  p.  136  (1882). 

Amphiura  elegans,  Leach  —  Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  54  (1892) 
—  Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  6  (1897)  —  Subs. 
Faun.  mar.  norte  Portugal,  p.  54  (1901);  Subs.  Faun,  sul  Por- 
tugal, p.  156  (1891)  — Mar.  Biol.  Assoc.  Plymouth,  p.  209 
(1904). 

Hab.:  CAte  occ.  —  Moledo  do  Minho,  Yianna  do  Castello, 
Leca,  Foz  do  Douro,  Pa  rede,  Tage,  assez  commune  sous  les 
pierres,  pendant  la  basse  nier  (Nobre);  Portinho  d'Arrabida 
(Greeft). 

C6te  merid.  —  I^gos  (Nobre). 

Amphiura  filiformis,  O.  F.  Miiller 

Asterias  filiformis,  O.  F.  Miiller,  Prod.  Zool.  Dan.,  p.  235, 
n.«  2843  (1776). 

Ophiocoma  filiformis,  Forbes,  Brit.  Starfishes,  p.  40  (1840). 

Ophiolepis  filiformis,  Miiller  und  Troschel,  Syst.  Asteriden, 
p.  94  (1842). 

Amphiura  filiformis  —  Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  v.  i,  p.  94 
(1884). 

Amphiura  filiformis,  O.  F.  Miiller  —  Lyman,   Report   on   the 
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Ophioroidea,    Challenger,  v.   iiv,  p.    124  (1852)  —  Bell,   Brit. 
Echin.,  p.  119  (1892) —  Marine  Biol.  Associat.,  p.  209  (1904). 

Hab. :  —  Portugal  (Paulino  d'Oliveira). 

Ophlopsila,  Forbes 

Ophiopsila  aranea,  Forbes 

Ophiopsila  aranea^  Forbes,  Trans.  Linn.  Soc,  v.  XIX,  p.  149 
(1842)  — GreeflF,  Echinod.  S.  Thome,  p.  6  (1881)  — Lyman, 
Report  on  the  Ophioroidea,  Challenger,  y.  XIV,  p.  160  (1882) 
—  Cams,  Prod.  Faun.  Medit.,  v.  i,  p.  95  (1884). 

Hab.  0!^te  occ.  —  Cezimbra  (Grecff). 

Fam.  OPHIOHELID^ 

Ophlothamnas,  Lyra. 

Ophiothamnus  affinis,  Ljn.     « 

Ophiothamnus  affinis^  Ljn  —  Goes,  Josephina  exped.  atl.  oc, 
Ophior.,  p.  622,  in  Kong.  Akad.  (1871). 

Hab.:  C6te  occ. — Portugal,  790  brasses  de  fond,  {fide  Lyman). 

Fam.  OPHIOCANTHID/E 

Ophloeantlia,  Muller  und  Troschel 

Ophiocantha  Smith,  Ljn. 

Ophiocaniha  Smtth,  Ljn.  —  Goes,  Josephina  exped.  atl.  oc, 
Ophior.,  p.  621,  in  Kong.  Akad.  (1871)  —  Lyman,  Report  on 
the  Ophioroidea,  Challenger,  v.  xiv,  p.  198  (1882). 

Hab.:  C6te  occ.  —  Portugal,  790  brasses  {fide  Lyman). 
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Fam.  OPHIOCOMID^ 

Ophiocoma,  Agassiz 

Ophiocoma  nigra  (Abildg.) 

AsUrias  nigra,  Abildgaard,  in   Mullcr,   Zool.   Dan.,  pi.  xciii 

^  Auerias  nigra,  Miiiler — Lin.,  Syst.  Nat.,  ed.  Gmelin,  8*, 
;p.  187  (1758). 

Ophiocoma  granulala,  Forbes,  non  Linck,  Brit.  Starfishes, 
p.  50  (1840).* 

Ophiocoma  Nilssoni,  Miiiler  und  Troschel,  Syst.  der  Asteri- 
den,  p.  100  (1842). 

Ophiocoma  nigra,  Miiiler — Miiiler  und  Troschel,  Syst.  der 
Asteriden,  p.  100  (1842)  —  Lyman.  Ueport  on  the  Ophioroi- 
dea.  Challenger,  v.  xiv,  p.  172  (1882)  —  Chadwick,  Rep.  Ophio- 
roidca,  p.  141  (1886)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  129  (1892)  — 
Nobre,  Annuar.  Acad.  Polyt.  Porto,  p.  7  (1897). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Sines  (Paulino  d'Oliveira,  Coll.  Mus. 
Bocage,  Musee  de  Vorto,  Musee  de  Coiinbra). 

Ophtotrix,  Miiiler  und  Troschel 

Ophiotriz  fragilis  (Abild.  Miiiler) 

Aslerias  fragilis^  Abild.  (Miiiler),  ZooL  Dan.,  p.  28,  pi.  xcviii, 
(1879). 

Ophiura  fragilis,  Miiiler  —  Linne,  Syst.  Nat,,  ed.  Gnielin, 
8.*,  p.  187  (1794)  —  Lamarck,  An.  sans  vert.,  2.*  ed.,  v.  3, 
p.  225  (1840)  —  Miiiler  und  Troschel,  Svst.  der  Asteriden, 
p.  110,  pi.  9,  f.  2  .(1842)  — Allen,  On  the  Fauna  Eddystone, 


Ophiotrix  rosula,  Forbes,  Bril.  Starfishes,  p.  60  (1840). 

Ophiolrix  rammeUbergii,  Miiiler  und  Troschel,  Syst.  der  As- 
teriden, p.  113.  pi.  8,  f.  3  (1842). 

Ophiotrix  fragilis,  Abildg.,  apud  O.  F.  Miiiler— -Bell.  Brit 
Echinoderm,  p.   131  (1892). 
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AsUrias  pentaphyllum.  Pennant,  Brit.  Zool.,  4.«,  p.  54  (1777) 
—  Pen.  (sp.),  Cnadwick.  Rep.  Ophioroidea,  p.  143  (1886). 

Ophiotrix  fragilis.  Dub.  et  Kur.  —  GrucfF,  Echinod.  S.  Tho- 
me, p.  6  (1881)  —  Lyman,  Report  on  the  Ophioroidea,  Chal- 
lenger, V.  XIV,  p.  224  (1882)  —  Cams,  Prod.  Fauna  Mcdit., 
V.  I,  p.  9b  (1884)  — Nobre,  Annuario  Acad.  Polyt.,  p.  7  (1897)t 
Subs.  Norte  Portugal,  p.  54  (1901);  Subs.  Sul  Portugal,  p.  156 
(1901). 

Hab. :  C6te  occ. — Yianna  do  Castello,  40  brasses  de  fond, 
filet  de  vapeur  de  p^che;  Foz  do  Douro,  sous  les  pierres  dans 
la  zone  inferieure  des  marees;  c6te  de  Porto,  dragages;  assez 
commune  jusqu'a  20  brasses  de  fond  en  face  de  Leca  da  Pal- 
meira  et  Boa  Nova  (Nobre).  Setubal  (GreefF,  Coll.  Museum  Bo- 
cage,  Nobre).  Sines  (Paulino  d'Oliveira,  Nobre).  Milfontes  (Nobre). 

Les  exemplaires  que  Ton  trouve  sous  les  pierres  dans  la  zone 
litorale  sont  generalment  d'une  couleur  verdfttre  ou  bninfttre 

avec  des  t^ches  plus  foncees  sur  les  bras.  A  Sines  nous  en 
avons  trouve  des  individus  d'une  couleur  marron,  ayant  une  zone 
plus  foncee  sur  les  bords  du  disque  du  cote  aboral.  Par  conti*e 
Texemplaire  que  nous  avons  recueilli  en  1897  dans  le  filet 
trainant,  a  bord  du  Hercules,  etait  d*un  violace  clair,  couleur 
qu*il  conserve  un  peu  encore  dans  Talcool.  La  face  superieure 
du  disque  se  rapproche  de  la  fig.  que  represente  la  forme  de- 
cripte  par  Miiller  et  Troschel  sous  le  nom  de  O.  Rammelsbergii 
(pi.  vn,  fig.  3). 

Ophiotrix  lusitanica,  Ljn. 

Ophiotrix  lusitanica,  Ljn.  —  Goes,  Josephina  expl.,  atl.  oc, 
Ophioroid.,  p.  625,  in  Kong.  Akad,  (1871)  —  Greeff,  Echinod. 
S.  Thome,  p.  6  (1881)  —  Lyman,  Bull.  Mus.  Comp.  Zool.,  v.  ni, 
pi.  10,  p.  249  (1874);  Report  on  the  Ophioroidea,  Challenger, 
V.  XIV,  p.  225  (1882). 

Hab :  —  Portinho  d'Arrabida,  prfes  Setubal,  Greeff. 

Ophiotrix  alopecurus,  Miiller  und  Troschel 

Ophiotrix  alopecurus,  Miiller  und  Troschel,  Syst.  der  Asteri- 
den,  p.  Ill  (1842)  —  Lyman,  Report  on  the  Ophior.,  Challen- 
ger,  V.  XIV,  p.  225  (1882)  —  Cams,  Prod.  Faun.  Medit.,  v.  i, 

p.  96  (1884). 

Hab.: — Portugal  (Paulino  d'Oliveira,.  Coll.  Mus.  Coimbra). 
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Ophiotiix  maculata,  Ljn. 

Ophioirix  maculata,  Ljn. — Goes,  Josephina  exp.  all.  oc.« 
Qphior.,  p.  623,  in  Kong.  \kad  (1871)  —  Lyroan,  Report  on 
the  Ophioroidea,  ChalUn^ery  vol.  xiv,  p.  225  (1882). 

Hab. :  —  Portugal,  a  120  brasses  de  fond  {fide  Lyman). 


Fam.  ASTROPHYTID.C 

Gorgonoeephalus,  Leach 

Gorgonocephalus  arborescens  (Rondelet) 

SuUa  arborescens,  Rondelet,  De  Pise,  p.  121  (1554). 

Euryale  costosum,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  ed.  Deshayes,  t.  hi, 
p.  216  (1840). 

Asfrophyton  arborescens^  Miiller  und  Troschel,  Syst.  der  Aste- 
den,  p.  124  (1842)  — Grceff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  7  (1881). 

Gorgonocephalus  arborescens,  Agassiz  —  Lyman,  Report  on  the 
Ophior.,  Challenger,  v.  xiv,  p.  263  (1882)  — Nobre,  Sub.  Sul 
Portugal,  p.  156  (1901). 

Hab.:  CAte  occ.  —  Buarcos  (Paulino  d'OIiveira,  Coll.  Mus. 
Coimbra);  Setubal  (Coll.  Mus.  Bocage;  Nobre,  Nascimcnto). 
Cette  espece  est  parfois  recueillie  dans  les  filets  des  pecheurs. 


CRINOIDA 

Fam.  PENTACRENIDyE 

Peiitacrinus,  Miiller 

Pentacrinus  Wyrille-Thomsoni,  Jeffreys 

Peniacrinus  fVyvUle-Thomsoni,  Jeffreys,  Proceed.  Roy.  Soc«, 
V.  XIX,  p.  157  (1870)  —  W.  Thomson,  Proceed.  Roy.  Soc, 
Edinb.,  v.  viii,  p.  767  (1872);  The  Depths  of  the  Sea,  p.  444 
(1873);  Les  profondeurs  de  la  mer,  p.p.  156,  374,  f,  71  (trad. 
Lortet),  (1875). 

Pentacrinus    wyville-ihomsoni,    Jeffreys  —  Carpenter,    Report 
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on  the  Crinoidea,  Challenger,  v.  xxii,  p.  313,  pi.  xvii;  f.  2-6; 
pi.  XVIII,  XXIV;  pi.  LVII,  f.  1  (1884) — Clark,  Nomencl.  rec.  Crt- 
noides,  p.  534  (1908). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  de  la  c6te  du  Portugal.  Lat. 
39«  42'  N.;  Long,  O^  42'  W.  St.  17;  1905  brasses  (Exp.  du 
Porcupine). 

Fam.  COMATULID/E 

Antedon,  Freminville 

Antedon  bifida  (Pennant) 

AsUrias  bifida.  Pennant,  Brit.  Zool.,  4*,  p.  55  (1717)  —  Clark, 
Nomencl.  rec.  Crinoides,  p.  499  (1908). 

Antedon  bifida,  Penn.  Bell.  British.  Echinoderras,  p.  54,  pi.  9 
(1892)  — Nobre,  Sub.  N.  de  Portugal,  p.  52  (1901)— Marine 
Btolog.  Association,  p.  207  (1904). 

Comatula  rosacea,  Fleming  —  Hist.  Brit.  Animals,  p.  490 
(1828)— Forbes,  British  Starfishes,  p.  5  (1841)  — Clark.  Nom. 
Crin.,  p.  513  (1908). 

Comatula  mediterranea,  Lamarck,  An.  sans  vert.,  2.*  ed.,  3, 
p.  210  (1840)  — Clark.  Nom.  Crin.,  p.  512  (1908). 

Antedon  rosacea,  Norman.  —  Greeff,  Echiiiod.  S.  Thome,  p.  2 
et  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  i,  p.  85  (1864-1885) 
—  Perrier,  Nouv.  Arch.  Mus.  Paris,  9,  p.  53  (1886)  —  Carpen- 
ter, Report.  Crinoid.  Challenger,  p.  158  (1888). 

Antedon  rosaceu^,  Linck  —  Herdman,  Report  upon  the  Cri- 
noidea, etc.,  of  the  L.  M.  B.  C.  dist.,  p.  131  (1886). 

Pentacrinus  Europaeus,  J.  V.  Thompson.  A  Mem.  on  the  Pent. 
Europaeus,  p.  1,  pi.  i  (1827) — Clark,  Nom.  Crin.,  p.  532. 

Antedon  rosaceus.  Link  (sp.)  —  Chadwick,  Echinod.  of  the 
L.  M.  B.  C.  dist.,  p.  48  (1889) — Carpenter,  Rep.  on  the  Cri- 
noidea, Challenger,  v.  XXXII,  p.  432,  pi.  LVI,  f.  6;  pi.  LiX,  f.  5 
(1884). 

Antedon  de  Freminville,  1811  (Asterias  bifida.  Pennant — Clark, 
Notice  some  Crinoid s,  coll.  Mus.  Comp.  Zoology,  Cambridge, 
Mass.  p.  247  (1908). 

Syn.  Asterias  decac7\fmos.  Pennant;  Asterias pectinat a,  Adams; 
Antedon  gorgonia,  Freminville;  Alecto  europaea.  Leach;  Coma- 
tula europaea,  Forbes;  Alecteo  rosea,  Muller;  Pentacrinus  euro- 
paeus, J.  V.  Thompson  (forme  jeune,  pedonculee),  etc. 

Hab. :  C6te  occ.  —  Povoa  de  Varzim^  dans  les  filets  de  pd- 
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che:  c6te  de  Porto,  dragages  enlre  12  et  50  metres  de  fond; 
port  de  Leixoes,  centre  les  jetees  du  port  (A.  Nobre).  Cette  es- 
pece  est  quelquefois  tr^s  commune  a  Povoa  de  Yarzira;  je  I'ai 
trouvee,  la  Forme  jeune  et  Tadulte,  en  assez  grande  abcndanre 
dans  les  dragages  effectuees  sur  les  cotes  de  Porto  en  fiK«  de 
Le^a  da  Palmeira  et  Foz  do  Douro.  Tage,  Quai  do  Sodre;  Por- 
tinlio  d'Arrabida,  ii  Setubal  (GreefT);  Setubal  (Coll.  Mus.  Bo- 
cage);  Sines  (Paulino  d'OIiveira). 

Antedon  lusitanica,  P.  H.  Carpenter 

Aniedon  lusitanica,  P.  H.  Carpenter,  Proceed.  Roy.  Soc. 
Edimb.,  v.  xii,  p.  368  (1884)  —  Report,  on  the  Crinoidea, 
Chalienger,  v.  xxil,  p.  315  (1884)  —  Hartlaub,  Rep.  dredg. 
oper.  Albastross,  xvili.  Die  ComaluliUen,  p.  131  (1895)  —  Clark, 
Nomencl.  rec.  Crinoides^  p.  481  (1908). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Au  large  de  la  c6te  du  Portugal,  Lat. 
39®  39'  N.,  Log.  9"  39'  W.,  740  brasses  (Expl.  du  Procupitu). 


ECHINOIDEA 
Fam.  CIDARIDiC 

Salenta,  Gray 

Salenia  hastigera,  A.  Agassiz 

Salenia  hasligera,  A.  Agassiz,  Report  on  the  Echinoidea, 
Challenger,  v.  m,  p.p.  54,  259,  pi.  iv,  f.  3-17;  pi.  XXXVni,  f.  10 

(1881). 

Hab.:  C6te  occ.  —  C6te  du  Portugal  (Exp.  du  Challenger). 

Doroctdarls,  A.  Agassiz 

Dorocidaris  papillata  (Lesk.) 

Cidaris  papillata^  Lesk.  —  Forbes,  Brit.  Starfishes,  p.  146 
(1841)  — Loven,  On  the  sp.  of.  Echinodea,  p.  140,  f.  1-3  (1887) 
—  Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  139  (1892)  — Nobre,  Subs.  Norte 
Portugal,  p.  54  (1903). 
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Cidarites  kisirix,  Lamarck,  An.  sans  vert.,  2.^  ed,,  3,  p.  379 
(1840). 

Dor ocidaris  papilla ta,  A.  Agfassiz — Report  EcAinoidea,  Chal- 
lenger, p.  259  (1881)  — Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  7  (1881) 
—  Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  v.  i,  p.  98  (1884)  —  Pallary, 
Enum.  Oursins  viv.  golphe  Oran,  p.  1  (1898)  —  Grieg,  Over- 
sigt  nordl.  Norges  Echinod,,  p.  31  (1902)  —  Clark,  The  Cida- 
ridae,  p.  209  (1907). 

Dorocidaris  papillata^  Lesk.  —  Bernard,  Liste  Echinid.  Tra- 
vailleur  et  Talisman,  p.  207  (1905). 

Hab. :  C26te  occ. — Cap  Sagres,  165  brasses  (Expl.  Challen- 
ger)*^ Povoa  de  Varzim,  recuoilli  dans  les  filets  des  pecheurs  de 
fond  (A.  Nobre).  Tres  rare.  Baie  de  Setubal  (Coll.  Mus.  Bocage). 

Paroctdaris,  Des. 

Parocidaris  purpurata,  Wyl.  Thomp. 

A.  Agassiz,  Report  on  the  Echinoidea,  Challenger,  v.  ni, 
p.p.  40,  259. 

Hab.:  Cote  oc.  —  Cap  Espichel  (Exp.  du  Porcupine). 

Fam.  ECHINOTHURIDiE 

Astenosoma,  GaUbe 

Astenosoma  hystrix,  A.  Agassiz 

Astenosoma  hystrix,  A.  Agassiz,  Report  on  the  Echinoid/ea, 
Challenger,  v.  ill,  p.p.  87,  260. 

Hab.:  C6te  oc.  —  Portugal  (Agassiz). 

Fam.  ECHINOMETRmiE 

StrongylocentrotttS,  Brandt 

Strongylocentrotus  lividus  (Lamk.) 

Echinus  lividus,  Lamk.  —  An.  sans  vert.,  2.*  ed.,  3.*,  p.  367 
(1840)  —  Valentin,  Anatomic  Echinus,  p.  1  (1841)  —  Forbes, 
Brit.  Starf.,  p.  167  (1841), 
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Strongylocentrotus  lioidus^  Brdt.  —  Greeff,  Echinod.  S.  Tho- 
me, p.  6  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  medit.,v.  i,  p,  99  (1884), 

Strongy/oceniroius  livii/us,  Lamk. —  Bell,  Brit.  £chinod.,  p,  157 
(1892)  — Pallary,  Knum  Echinod.  Oran,  p.  2  (1898)  —  Nobre, 
Subs.  Nort.  Portugal,  p.  55  (1903);  Subs.  Sul  Portugal,  p.  156 
(1903)  —  Bernard,  Liste  Echin.  TravaiUeur  et  Talisman,  p«  208 
(1905). 

Hab. :  C6te'occ.  —  Portugal  (Paulino  d'Oliveira).  Abondant 
sur  les  rochers  de  toute  la  c6te  du  nord;  dragages  dans  la  c6te 
de  Porto  (A.  Nobre).  C6te  d*Arrabida  (Greeff,  ColL  Museum 
Bocage);  Cezimbra  (Greeff);  Setubal,  Milfontes  (A.  Nobre). 

Spha'rechlnns,  Desor 

SphsBrechinus  granulans  (Lamk.) 

Echinus  granulans,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  2.*  ed.  Dcsh.,  3^, 
p.  359  (1840). 

Sphcerechinus  granulans,  Lamk.  —  Greeff,  Echinod.  S.  Thonne, 
p.  6  (1881)  — Bell,  Br.  Echinod.,  p.  158,  pi.  x\,  f.  2-3  (1892) 
—  Pallary,  Enum.  Echin.  Oran,  p.  1  (1898). 

Sphctrechinus  granularis^  A.  Agas.  —  Carus,  Prod.  Faun.  Me- 
dit.,  v-  I,  p.  100  (189i). 

Hab.:  C6le  occ:  —  Portugal  (Paulino  d'Oliveira);  Fez  do 
Douro  (A.  Nobre);  Portinho  d'Arrabida  (Greeff,  Coll.  Museum 
Bocage);  Cezimbra  (Greeff);  Setubal,  Milfontes  (A.  Nobre). 

Cette  espece  est  tres  rare  dans  la  c6te  du  nord. 

Fam.  ECllINIDiE 

Echinus,  Hondelet 

Echinus  acutus,  Lamk. 

Echinus  acutus,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  2.*  ed.  Deshayes,  3.«, 
p.  361  (1840)  —  Agassiz,  Rep.  on  the  Ecliinoidea  Challenger, 
V.  ni,  p.  260  (1881)— Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  i,  p.  100 
(1884)  — Rell,  Brit.  Echinod,  p.  146  (1892)  —  Pallary,  En. 
Oursins  Oran,  p.  1  (1898)  —  Allen,  Fauna  Eddvstone,  p.  472 
(1899)  — Marine  Brit.  Assot\,  p.  210  (1904)  — Bernard,  Liste 
Echin;  TravaiUeur  et  Talisman,  p.  208  (1905). 
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Echinus  acutus.  Ball— Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  164  (1841)  — 
A.  Agassiz,  monogr.  Echinod.,  1*  livr.,  p.  ill  (1842). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Cap  Sagres,  165  bi^asses  (Exp.  du  Ckal- 
lenger)\  Paulino  d'Oliveira;  Povoa  de  Varzim,  filets  des  ba- 
teaux de  p^che  (A.  Nobre).  C6te  de  Porto  (Vasco  Goncalves). 

Echinus  esculentus,  L. 

Echinus  esculenlus,  L.,  Syst.  Nat.,  ed.  x,  p.  663  (1158)-— 
Pennant,  Brit.  Zool.,  4.«  ed.,  v.  iv,  p.  57,  pi.  34  (1777) — Van- 
delli.  Fauna  et  Flora  specimen,  p.  77  (1797)  —  Loven,  On  the 
Echin.  descr.  Lin.,  p.  64  (1887)  — Bell,  Brit.  Echin.,  p.  152 
(1892)  —  Meissner  und  Collin,  Bestr.  Faun.  Ostlich  Nordsee,  n, 
Echinod.,  p.  340  (1894)  — Brit.  Mar.  Assoc,  p.  210  (1899)  — 
Bidenkap,  Tromsosundets  Echinod.,  p.  Ill  (1889)  —  Grieg, 
Oversigt  nordl.  Norges  Echinod.,  p.  3  (1902)  —  Nobre,  Subs. 
Nort.  Portugal,  p.  55  (1903);  Subs.  Sul  Portugal,  p.  156  (1903) 
—  Allen,  On  the  Fauna  Eddystone,  p.  472  (1904). 

Echinus  esculentus,  Rumph.  —  Bernard,  Liste  Echin.,  Trav.  et 
7'alism.,  p.  208  (1905). 

Echinus  sphotra,  Miiller,  Zool.  Prod.  Faun.,  p.  235,  n.**  2845 
(1776)  — Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  149  (1841)  —  Agassiz,  Monogr. 
Echinod.,  1.^  livr.,  p.  ii  (1841). 

Hab.:  —  Portugal  (VandelH,  Paulino  d'Oliveira);  Povoa  de 
Varzim,  Setubal  (Nobre). 

Cette  espiice  n'est  pas  rare  a  Povoa  de  Varzim  dans  les  filets 
de  p^che  rasqueiras,  Elle  est  utilisee  comme  aliment  par  les 
p^cheurs. 

Echinus  miliaria,  Lin. 

Echinus  miliaris,  Lin.,  Syst.  Nat.,  xill.  p.  3169  (1778)  —  La- 
marck, An.  sans  vert.,  2.^  ed.  Deshayes,  3.*,  p.  367  (1840)  — 
Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  161  (1841)  —  Agassiz,  Monogr.  Echin., 
1.^  livr.,  p.  VI  (1842)  — Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.p.  3  et  6 
(1881)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  150  (1892)— Meissner  und 
Collin,  Beilr.  Fauna  Ostlich.  Nordsee,  ii,  Echinod.,  p.  340 
(1894)  — Allen,  On  the  Fauna  Eddystone,  p.  474  (1899)  — Mar. 
Biol.  Associat.,  p.  210  (1904). 

Hab.:  Cote  occ. — Tage  et  Portinho  d'Arrabida,  a  Setubal 
(Greeff);  Setubal  (Greeff,  Coll.  Mus.  Bocage). 
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Echinus  melo,  Lamk. 

Echinus  melo,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  2.*  ed.,  Desh.,  3.*, 
p.  360  (1810)  — Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  7  (1681)  — 
Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  155  (1892)  — aut,  Cams,  Prod.  Faun. 
Medil.,  I,  p.  100  (1894)  — Pallary,  Echinod.  d'Oran,  p.  1  (1898) 
—  Bernard,  Liste  Echin.  Trav,  et  Talism.,  p.  208  (1005). 

Hab.:  —  Portugal  (Paulino  d'Oliveira);  Setubal  (Coll.  Mus. 
Bocage,  fide  Grecff). 


Fam.  CLYPEASTRID/E 

Eehlnocyamas  paslUus,  Van  Phels. 

Echinocyamus  pusillus  (Muller) 

Spatagus  pusillus,  O.  F.  Muller,  Prod.  Zool.  Dan.,  p.  236 
(1776). 

Echynocyamus  pusillus,  Muller  —  Forbes,  Brit.  Staff.,  p.  175 
(1841)  —  Meissner  und  Collin,  Bestr.  Faun,  ostlich  Nordsee,  ii, 
Echinod.,  p.  341  (1894)  —  Allen,  Fauna  Eddystone,  p.  475 
(1895)  — Grieg,  Oversigt  Nordl.  Norges  Echinod.,  p.  32  (1902) 
—  Nobre,  Sub.  Norte  Portugal,  p.  55  (1903);  Sub.  Sul  de  Por- 
tugal, p.  156  (1903)  — Mar.  Biol.  Assoc,  p.  210  (1904)— Ber- 
nard, Liste  Echin.  Trav.  et  Talism.,  p,  208  (1905). 

Echinocyamus  pusillus.  Gray  —  Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  i, 
p.  101  (1884)  — Pallary,  Echin.  Oran,  p.  2  (1898). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Matozinhos  (A.  Nobrc). 

C6te  merid.  —  Villa  Nova  de  Porlimao,  Lagos,  Cap  Santa 
Maria  (A.  Nobre). 

Jc  n'ai  trouve  que  le  test  dans  les  dcp6ts  de  sables  coquil- 
liers. 

Fam.  SPATANGIDiE 

Echinocardlum,  Gray 

Echinocardium  cordatum  (Pennant) 

Echinus  cordaCus,  Pennant,  Brit.  Zool.,  iv,  p.  58,  pi.  XXXIV, 

f.  75  (1777);  p.  139,  pi.  xxxvi,  f.  2  (1812). 
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Spaiungus  arcuarius,  Lamk.,  An.  sans  vert.,  2e  ed.  Deshayes, 
3,  p.  328  (1840)  — Encycl.,  pi.  156,  f.  7-8  (1789). 

Amphidolus  cordatum,  Penn.  —  Forbes,  Brit.  Starf.,  p.  190 
(1841). 

Echinocaster  cordatum  (Penn.) — Meissner  und  Collin,  Bestr. 
p.  343  (1894). 

Echinocardiun.  cordatum,  Penn.  —  Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  169, 
pi.  XVI,  f.  1-4  (1892)  — Allen,  Fauna  Eddystone,  p.  476  (1899) 
—  Grieg.  Oversigt.  Nordl.  Norges  Echinod.,  p.  33  (1902)  — 
Nobre,  Sub.  Norte  de  Portugal,  p.  56  (1903);  Sub.  Sul  de 
Portugal,  p.  156  (1903) —  Mar.  Biol.  Assoc,  p.  411  (1904). 

Echinocardium  cordatum,  Gray  —  GreelF,  Echinod.  S.  Thome, 
p.  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun.  Medit.,  i,  p.  102  (1884)  — 
Pallary,  Echinod.  Oran,  p.  2  (1898). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Matozinlios,  fonds  pres  du  rivage  (Nobre); 
Cascacs  (Mus.  Bocage),  Malha  da  Costa  (Girard,  Coll.  Mus. 
Bocage);  Baie  de  Sctubal  (Coll.  Mus.  Bocage);  Cezimbra 
(Greeff);  Milfontes,  comniun  (Nobre). 

C6te  nierid.  —  Cap  Sant  Maria  (Nobre),  abondant. 

Vandelli,  in  Flora  et  Fauna  Spec,  p.  77,  cite  Y Echinus  spa- 
lagus  coinine  appartenant  a  la  I'aune  portugaise.  Vandelli,  se 
correspondant  avec  Linne  et  connaissant  probablenient  le  Syst. 
Nat.,  edite  a  Coimbra,  voulait  sans  doute  se  rapporter  a  V Echi- 
nocardium cordatum^  une  des  formes  que  Linne  a  confondu  sous 
le  nom  de  Echinus  spatagus  (vide  Linne,  p.  228  et  225,  ed. 
Coimbra,  et  Lamarck,  p.  324  Spat,  ovatus  et  p.  327,  S.  canali- 
ferus),  C'est  le  Metalia  spatagus  (L.). 

Vandelli  cite  encore  VEchinus  orbicuius,  esp^ce  linneenne 
dont  (d'apres  Loven,  On  the  sp.  of  Echinoidea,  p.  180)  aucun 
n'a  ete  trouve  dans  la  collection  de  Linne.  II  s'agit  du  Rotula 
dentata,  Lamk  [ScuteUa),  An.  sans  vert.,  p.  277,  espece  de  nos 
colonies  africaines,  et  que  probablenient  Vandelli  avait  trouve 
dans  les  collections  portugaises,  ce  que  n'est  pas  a  etonner. 
Morelet,  en  1845,  nous  parle  encore,  dans  ses  considerations 
preliminaires  sur  les  MoUusques  du  Portugal,  de  I'etat  primitif  et 
confus  du  Musee  de  Lisbonne  (*). 


(*)  Les  autres  espcces  d'Echinodermes  cities  par  Vandelli,  sont  lea  sui- 
van  tea:  Asterias  rubens  (Diplasterias  rubens,  L.),  Asterias  ophiura  {Sp,f) 
Asterias  ciliaris  {Ophiura  ciliata,  Retz),  Asterias  aranciaca  {Attropecten 
muraniiacut,  Lin.). 
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ASrope,  Wyl.  Thonip. 

Aerope  rostrata,  Wyl.  Thomp. 

Aerope  roslrata,  Wyl.  Thomp.,  Proceed.  Royal  See.,  v.  XXV, 
p.  211;  Voyage  of  the  Chalienger,  i,  p.  38 1»  f.  99  —  A.  Agassiz, 
Report  on  the  £chinoidea,  Chalienger,  v.  iii,  p.p.  192,  261. 

Hab. :  C6te  occ.  —  C6te  du  Portugal  (Exp.  du  Challenger). 


HOLOTHUROIDA 

Fam.  DENDROCHIROTIN/E 

Cacumaria,  de  Blainville 

Cucumaria  Planci  (Brandt) 

Hololhuria  penctala,  Gmelin  (part.)  —  Linn.  Svst.  Nat.,  ed. 
Gmelin,  p.  149  (1176);  Syst.  Nat.,  xill,  p.  3139  (1788). 

Hololhuria  doliolum^  Lamk.  (part.)  An.  sans  vert.,  2.*  ed.,  3, 
p.  441  (18i0). 

Cucumaria  Planci,  Marenzeller,  Ver.  Zool.  Bot.  Ges.  Wien, 
V.  XXIV,  p.  300  (1874)  —  Greeff,  Echinod.  S.  Thome,  p.  7 
(1881)— Cams,  Pi-od.  Faun,  medit.,  i,  p.  107  (1884)  — Theel, 
Report  on  the  Holothuroidea,  Challenger,  v.  xxxix,  pt.  ii, 
p.  101  (1886)  — Chadwick,  Echinod.  of  the  L.  M.  B.  C.  Dist., 
p.  53  (1889);  Notes  on  the  Cucumaria  Planci,  in  Fauna  Liver- 
pool Bay,  p.  63,  pi.  I  (1892)  — Bell,  Brit.  Echinod.,  p.  37, 
pi.  II,  f.  2;  pi.  Ill,  f.  1  (1892)  — Nobre,  Sub.  Sul  Portugal 
p.  155  (1903). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Esloril,  embouchure  du  Tage,  dans  les 
crevasses  des  rochers  de  la  zone  littorale  (Nobre).  C6te  d'Ar- 
rabida,  a  Setubal  (Greeff);  Villa  Nova  de  Milfontcs  (Nobre). 
Assez  commune  \\  Estoril. 

Obs.  Dans  le  Bulletin  des  campagnes  scientifiques  accomplies 
sur  TYacht  Amelia,  par  D.  Carlos  de  Bragan^a,  v,  i,  1902,  on 
trouve  plusicurs  references  a  des  Echinodermcs  dragues  sur 
les  cotes  du  sudouest  et  du  sud  du  Portugal.  Ces  references  se 
rapportant   cxclusivcmcnt,    pour   ce    qui    conccrqe    aux    Echi 
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nodermes,  a  la  designation  des  genres  trouves :  Asterias^  et  As- 
terides,  Ophiures,  Cucumaria,  Echinocardium,  Synapla,  Ante- 
don,  Holothuria  et  a  des  Ecbinoides,  je  me  borne  a  ['indication 
speciale  du  g.  Cucumaria,  et  surtout  au  genre  Synapla  dont 
plusieurs  especes  doivent  se  trouver  sur  nos  c6tes  et  qui  ne 
sont  pas  citees  dans  ce  travail. 


Fam.  ASPIDOCHIROTIN/E 

Holothuria,  Linn. 

Holothuria  tubulosa,  Gmelin 

Holothuria  lubulosa^  Gmel.  —  Linne,  Syst.  Nat.,  xn,  2,  p.  1090 
(1766),  ed.  Gmelin,  2,  p.  147  (1778). 

Holothuria  tubulosa,  Gmelin  —  GreeiT,  Echinod.  S.  Thome, 
p.  7  (1881)  — Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  i,  p.  105  (1884)  — 
Theel,  Report  on  the  Holothuroidea,  Challenger^  v.  XXXIV,  pi.  ii, 
p.  229  (1886)  —  Herouard,  Holothuries  Camp.  Princesse  Alice, 
p.. 7  (1902). 

Fistularia  (Holothuria)  tubulosa,  Lamk,  An.  sans  vert.,  2.^  ed. 
Deshayes,  3,  p.  447;  Encycl.,  pi.  86,  f.  12  (1844). 

Hah.:  C6te  occ.  —  C6te  de  Porto,  40  brasses  de  prof.,  dans 
le  filet  d*un  vapeur  de  p^che  (Nobre).  Portinho  d'Arrabida,  pr. 
Sctubal  (Greeff,  Coll.  Mus.  Bocage);  Villa  Nova  de  Milfontes, 
dans  la  zone  des  marees,  commune  (Nobre). 

Holothuria  catanensis,  Grube 

Holothuria  catanensis,  Grube  —  GreeflT,  Echinod.  S.  Thome, 
p.  7  (188!)  — Carus,  Prod.  Faun,  medit.,  v.  i,  p.  106  (1884) 
—  Theel,  Report  on  the  Holothurotdea,  Challenger,  v.  XXXIX* 
Pt.  II,  p.  207  (1886). 

Hab. :  C6te  occ.  —  Portinho  d'Arrabida,  pr.  Setubal  (Greeff). 

Psendostichopas,  Theel 

Pseudostichopus  villosus,  Theel 

Pseudostichoims  villosus,  Theel,  Report  on  the  Holotburoidea 
Challenger,  v,  XXXIX,  Pt.  ii,  p.   170  (1886)-^  Herouard,  Holo- 
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thuries  Camp.  Princesse  Alice,  p.  11,  pi.  ii,  f.  1-3;  pi.  yii,  f.  3, 
p.p.  52-53  (1902). 

Hab. :  Qite  occ. —  Entre  le  Portugal  et  les  Acores;  Stn.  650, 
prof.  4261m.  Lat.  36«55'N.  Long.  24M3'W.fStn.  753,  prof. 
4360  m.;  Long.  39'*  54'  N;  20*»  21'  W  {Princesse  Alice,   1896). 

Pseudostichopus  occultatus,  Marenzeller 

Pseudoslichopus  occtUtatus,  Marenzeller — Herouard,  Holothu- 
ries  Camp.  Princesse  Alice,  p.  14,  pi.  ii,  f.  4-14,  p.p.   52,   53 

(1902). 

Hab.:  C6le  occ.  —  Entre  le  Portugal  et  les  Acores;  Stn.  650, 
prof.  4400  m.  Lat.  SB**  54'  IS;  Long.  23''  12'  ^[{Princesse  Alice. 
1896). 

Pseudostichopus  depressus,  Herouard 

pseudostichopus  depressus,  Herouard,  Holothuries  Camp.  Prin- 
cesse Alice,  p.  15,  pi.  II,  f,  15-18;  p.p.  52-53  (1902). 

Hab.:  C6te  occ.  —  Entre  le  Portugal  et  les  Acores.  Stn.  753, 
prof.  4360  m.  Lat.  39»  54'  N;  Long.  28''  27'  W.  \Princesse  Alice, 
1896). 

Atlantis,  Herouard 

Atlantis  intestinalis  (Asc.  et  Hatlike) 

var.  VerriUi,  Th^el 

Atlantis  intestinalis  (Asc.  et  Ratlike);  var.  Verrilli,  Theel  — 
Herouard,  Holothuries  Camp.  Princesse  Alice,  p.  54,  pi.  I,  f.  3-6, 
p.p.  50,  51  (1902). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Au  sud  de  Lisbonne;  Stn,  515,  prof, 
2028  m.  Lat.  38«  21'  N.  Log.  11°  58'  W  {Princesse  Alice,  1895). 

Mesothuria,  Liidwig 

Hesothuria  lactea  (Theel) 

Holothuria  lactea,  Theel,  Report  on  the  Hololhui*oidea,  Chal- 
lenger, Pt.  II,  p.  183,  pi.  X,  f.  9  et  15  (1886). 

Mesothuria  lactea,  Theel  —  Herouard,  Hoiolhuries  Camp.  Prifi" 
cesse  Alice,  p.p.  21,  50  et  51,  pi.  i,  T.  17  19  (1902). 

Hab. :  Cote  occ.  —  Ciite  du  Portugal.  Sin.  515,  prof.  2028  m. 
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Ut.  38**  I'  N.  Long.  1 1**  58'  W,  au  nord  de  Lisboiine  (Princess^ 
Alice,  1895).    . . 

Theel  avail  dejK  signailee.  ceite  espece   dans  les  mers   des 
Acores, 

Paroriza,  Herouard 

Paroriza  Prouhoi,  Heroiiard 

Paroriza    Prouhoi^    Herouai^d,    Hololhuries   Camp.   Princesse 
Alice,  p.  24,  pi.  VII,  f.  1-2;  pi.  viii,  f.  30,  p.p.. 52.  53  (1902). 

Hab. :  —  Entre  le  Portugal  et  Ics  Acoras.   Sin.    753,  prof. 
4»G0  in.  Lat.  39^  54'  N.  Long.  20^  2T  w!  (Princesse  Alice,  1896). 
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Fam.  ELASIPODiE 

P^yehropotes,  Theel 

P^ychropotes  Kerhervei,  Herouard 

Psychropotes  Kerhervei,  Herouard,  Hololhuries  Camp.  Prin- 
cesse Alice,  p.  27,  pi.  IV,  f.  1-9,  p.p.  52;  53  (1902). 

Hab.:  C6le  occ.  —  Dans  les  parages  des  A9ores,  entrfe'ces 
lies  et  le  Portugal.  Stn.  749^  prof.  5005  m.  Lat.  38^  55' N. 
Long.  23*>  39'  W.  {Princesse  Alice,  1896). 

♦  .  .  '  ■■....■ 

Delma,  Dub.  og  Koren 

Deima  atlanticum,  Herouard 

Deima  aUanticum,  Herouard,  Deuxieme  note  prel.  Holoth. 
Princesse  Alice,  p.  88  (189B);  Hololhuries  Camp.  Princesse 
Alice,  p.  32,  pi.  Ill,  f.  3;  pi.  iv,  f.  18;  pi.  v,  f.  1-5;  pi.  vili, 
f.  26-29,  p.p.  52,  53  (1902). 

Hab.:  C6te  occ.  —  Entre  les  Acores  et  le  Portugal.  Stn.  753, 
prof.  4360  m.  Lat.  39*>  54'  N.  Long.  20«  27'  W.  {Princesse  Alice, 
1896). 

Solga,  Dub.  og  Koren 

Kolga  obsoleta,  Herouard 

'  .  •  •  ■      • '.  ■*..•,".  •'      .  ■  • 

Kolga  obsoleta,  Herouard,  Premiere  note  Holbth,  Prine.  Ali^^e; 
Vol.  it  —  N.*  8  8 
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p.  no,  f.  1  (1896);  Hololhuries,  Camp.  Princesa  Alice,  p.  41* 
pi.  VI,  f.  11-15;  pi.  VIII,  f.  16-18,  p.p.  52,  53  (1902). 

Hab.:  Cote  occ.  —  Entrc  Ic  Portugal  et  les  Acores.  Sin.  753, 
prof.  4360  m.  Lat.  39''  54'  N.  Long.  20«  2T  W  \PHncesse  Alice, 
1896). 

Scotoanassa,  Theel 

Scotoanassa  translucida,  Herouard 

Scotoanassa  tramlucula,  Herouard,  Premiere  note  Holoth. 
Princ.  Alice,  p.  112,  f.  3  (1896);  Holothuries  Camp.  Princesse 
Alia,  p.  43,  pi.  Ill,  f.  4-6;  pi.  vi,  f.  17-20,  p.p.  52,  53  (1902), 

Hab.:  C6te  occ.  —  Entre  le  Portugal  et  ics  Acores.  Stn.  753, 
prof.  5005  m.  Lat.  39*  54'  N.  Lung.  20'  iV  W  \Princesse  Alice, 
1896). 

Fam.  MALPADIiG 

Ankyrodcnna,  Daniclssen  og  Koren 

Ankyroderma  Danielsseni,  Theel 

Ankyroderma  DanieUseni,  Theel,  Report  on  the  Holothuroi- 
dea,  Challenger,  Pt.  ii,  p.  39,  pi.  ii,  f.  6  ( 1 886)  —  Heix>uard, 
Holothuries  Camp.  Princesse  Alice,  p.p.  45,  50  et  51  (1902). 

Hab.:  C6te  occ. — Au  sud  de  Lisbopne.  Stn.  338,  prof. 
2028  m.  {Princesse  Alice,  1893). 

Fam.  SYNAFHDiE 

Synapta,  Esch. 

Synapla,  csp. 

Synapta. . .,  D.  Carlos  dc  Bra^anca,  Bulletin  des  Campagnes 
scientifiques  accompl.  sur  le  Yacht  Amelia,  v.  i,  p.p.  59,  74 
et  75  (1902). 

Hab.:  C6te occ— Fosse  d'Albufeira.  Stn.  17.  prof.  230-300  m. 
environ;  stn.  36,  pix>f.  374-415  m.  envii*on;  stn.  38,  prof. 
460  400  m.  environ.  (Yacht  Amelia). 

U  n'est  indique  que  le  genre.  Toutefois,  comme  nous  verons 
plus  loin,  il  y  a  deux  cspeccs  dc  Synapta  qui  doivcnt  se  trouver 
sur  les  c6tei  portugaises. 
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E8FECE8  D'£CHIN0DER1IE8 
QUE  L'ON  DOIT  TROUVER  SUR  LES  C0TE8  DU  PORTUGAL 

Palmipes  membranaceus ,  Retz. 

Distrib.  —  Atlanlique:  France,  Angleterre*  Irlande. 
—  Mediterrannee. 

Luidia  Sarsi,  Dilb.  og  Kor, 

Distrib.  —  Atlanlique,  depuis  la  Norvfage  jusqu'a  Cap  Vert* 


Ophidiaster  ophidianus  (Lamk.). 

Distrib.  —  Atlanlique:  Acores,  Canaries,  lies  de  la  Guinee, 

S.  Thome,  Hollas. 

—  Mediterrannee. 

Ophioglypha  affinis,  Lulk. 

Distrib.  —  Atlanlique  nord. 

—  Mediterrannee,  Adrialique. 

Jmphiura  fUifotmis^  Forbes. 

Distrib.  —  Atlanlique. 

—  Mediterrannee. 

Ophiochnida  brachiata  (Montagu). 

Distrib.  —  Atlanlique  nord. 

—  Mediterrannee. 

Ophiotrix  Lulkenii,  W.  Th. 

Distrib. — Atlanlique:  Irlande,  Acores. 

Anted  on  phalangium,  Marion. 

Distrib.  —  Atlanlique,  Europe,  Amerique  nord,  Madeira. 

—  Mediterrannee. 

Echinus  elegam  (Diib.  o.  Kor.). 

Distrib.  —  Atlanlique. 

—  Mediterrannee, 


• » 
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Echinocardium  flavesceru,  Miiller. 

Distrib.  —  Atlantique:  depuis  la  N«rvege  jusqu*au   Cap  de 

Bonne  Esperance,  Florida. 

—  Mediterranee. 

Spaiangus  purpureus^  Miiller. 

Distrib.  —  Atlantique:  Islande  jusqu'aux  AcoreS|  Berinudes. 

Mers  du  Noi'd. 

—  Medilerranee. 

■ 

Bru$op$u  l^rifera  (Forbes). 

Distrib.  —  Atlantique:   Groeuland  jusqu'au  Cap   de   Bonne 

Esperance. 
,  —  Mediterranee. 

Cucumaria  minuta  (llolothuria)  Fabr. 

Distrib.  —  Atlantique  nord. 

—  Medilerrannee. 

C  Hydmanni  (Holotliuria)  Thompson. 

Distrib. — Atlantique  nord. 

—  Mediterrannee. 

C  Syracwana  (Cladosdactyla)  GiHibe. 

Distrib.  —  Atlantique  afr. 

—  Meditcrrannee. 

C.  peniacles  (Linn.). 

Distrib.  —  Atlantique  nord. 
-^  Mediterranee. 

Thyone  fusus,  O.  F.  Miiller. 

Dfstrib.  -^  Atlantique  nord^ 

—  Mediterranee. 

T.  raphanut,  Diib.  o.  Kor. 

Distrib.  —  Atlantique:  Anglclcrre,  Norvegc, 

—  Mediterranee. 
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Holothuria  Poli,  Dellc  Ghiagi. 

Distrib.  —  Atlantique  nord,  Canaries. 

—  Mediterranee. 

Stychopus  regalts  (Cuvier). 

Distrib.  —  Atlantique  nord^  Canaries. 

—  Mediterranee. 

Synapta  inheren$  (O.  F.  Milller). 

Distrib. — Atlantique  nord,  Etats  Unis. 

—  Mediterranee. 

S,  digiiala  (Mont.). 

Distrib. — Atlantique  nord,  Anierique. 

—  Mediterranee. 


DANIEL  AUGUSTO  DA  SUVA 
E  LA  TEORIA  DELLE  CONGRUENZE  BINOMIE  O 


NOTA  DEL 


Prof.  C.  Alasu  De  Quesada 

(in  BriBdifli) 


La  Teoria  dci  Numeri  cos)  apprezzata  e  pix>fiqiiamente  col- 
tivata  dai  pidi  grandi  filosofi  dell'antichita,  come  ne  fan  fede  i 
nomi  di  Euclidb  e  Diopanto,  caduta  poi  in  abbandono  iiigiusti- 
ficato  tanto  da  ridursi  ad  una  curiosita  speculativa,  risorta  poi 
con  Fibonacci,  Ncmorarius,  Oresme,  Chuquet,  Paciuolo,  Tarta- 
GLiA,  Cardano,  Ferrari,  Vibte,  Bachet  de  Meziriac...,  ha  oggi 
completamente  ripreso  Talio  posto  che  le  compete,  favorita  dai 
potenti  mezzi  d'investigazione  fomili  dalla  nioderna  Analisi.  E 
serebbe  studio  interessaiite  il  ricercare  per  quali  cause  questa 
scienza  decadesse  cos)  negli  ultimi  secoli:  fu  la  credenza  che 
la  sua  teoria  fosse  cos)  limitata  da  esser  stata  quasi  del 
tutto  messa  in  luce  nei  lavori  degli  antichi  (ilosofi  e  dei  ma- 
lematici  del  xvi  e  xvii  secolo,  o  ne  fu  causa  I'uso  invalso 
di  far  apparire  ogni  nuova  propriela  dei  numeri  quale  quea- 
tione  di  molto  ardua  risoluzione?  Vediamo  ad  esempio  Fbrhat 


(*)  Este  bello  e  intcressantc  trabalho  fbi  publicado  en  1903  no  torn,  iv 
da  Bivista  di  Finca,  Maitmatica  e  Scienxe  Naturalif  de  Pavia.  TranBcre- 
yemol-o  aqui  per  ser  nellc  analysada  uma  memoria  importante  de  Dajubl 
AuousTo  DA  Silta  de  um  modo  muito  honroso  para  este  eminente  geometra 
portuguez.  N2o  fazemos  a  sua  traducgio,  por  estar  escripta  em  uma  lingua 
que  todo  o  portugues  regularmente  instruido  16  com  facilidade  e  que,  por 
isso,  6  uma  das  que  s2o  admittidas  nos  artigos  destinados  a  estea  Annaei, 

G.T. 
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obbedire  anch'esso  alio  spirito  del  tempo  col  piegare  il  suo 
animo  a  rivalitk  scientiGche  e  proporre  ai  suoi  contemporanei 
una  delle  pid  ricclie  serie  di  teorenii  sui  numeri,  senza  lasciare 
che  un  numero  molto  limitato  di  dimostrazioni  di  essi,  per 
quanto  possa  con  convinzionc  ritcnersi  die  le  abbia  possedute 
tutte.  Dopo  di  lui  si  ha  una  sosta:  le  scoperie  di  Newton 
e  di  Lribmz  avevano  apcito  diflercnti  orizzonti  alle  ricerche 
dei  malematici;  ma  eccoci  al  grande  Eulcro,  I'incarnazione 
dell'Analisi,  come  lo  cliiamb  Arago,  a  dedicare  con  passione(') 
le  for/e  del  suo  poderoso  ingegno  alio  studio  della  Tcoria  dei 
Numeri  cd  a  guadagnarsi  la  gloria  di  dare  una  delle  piCi 
belle  dimostrazioni  del  teorema  di  Fehmat,  dimostrazione  che 
per  molto  tempo  fu  ritenuta  la  prima  che  ne  fosse  stata 
data,  e  cio^  fino  al  giorno  nel  quale  GAt:ss  (*)  mostrb  di  aver 
notizia  di  una  piCi  antica  dimostrazione  dovuta  a  Leib!«iz,  e  che 
infatti  ritrovasi  nellc  opcre  complete  di  questo  insigne  mate- 
matico  pubblicate  a  cura  di  Gerhardt  (1849-1863).  E  dopo 
EuLERO  ecco  Lagrange  a  spaziare  nei  vasti  campi  di  questa 
scienza  difficile  e  creare  il  teorema  dal  quale  piik  tardi  Eva- 
BisTO  Galois  ha  forse  dedotto  i  suoi  principi  della  teoria  dei 
Gruppi;  e  dopo  ecco  Legendre,  e  Gauss,  e  Poi^sot  e  Caught, 
ed  altri  ed  altri  i  cui  nomi,  a  noi  famigliari,  e  superfluo  ri- 
cordare. 

Spetta  a  mio  avviso  alPAccademia  delle  Scienze  di  Parigi 
il  merito  di  aver  richiamato  I'operosita  dei  geometri  alio  studio 
della  Teoria  dei  Numeri  dcdicando  uno  dei  suoi  premi  alia  di« 

mostrazione  di  un  teorema  di  Fermat. 

» 

E  questo  il  segno  certo  che  ognuno  aveva  cominciato  ad 
intuire  qual  posto  emincnte  questa  teoria  dovesse  occupai*e  nel- 
I'Analisi  moderna,  anchc  prima  che  Poinsot  nclle  sue  €  Rifle' 


(1)  11  est  k  croire  aussi  qu*EuLKR  avoit  ungotkt  particuUer  pour  ce  ^enre 
do  rcchorches,  et  qu'il  s'y  livroit  avoc  une  sorte  de  passion,  commo  il  ar- 
rive k  presquc  tous  ccnx  qui  8*en  occupont.  (Lborxdrk). 

(')  Gauss  in  DUquUUtones  anVAme^tooc,  §  50,  dopo  aver  dato  nna  di- 
mostrazione del  teorema  di  Febmat,  osserva:  mEuUr  primn$  demonHrd- 
tionem  pubUci  juris  fecit  (Theorematum  quorundum  aa  uumeros  primos 
spectantium  demonstratio.  Commentari  Academiao  Petropolitanae,  t.  tiki). 
—  In  CommeiUario  anteriore  vir  $ummui  ad  teopum  nonaum  pervtnercU,  — 
In  c(mtroverna  famo^a  inter  Maupertui$  et  Kdnig  a  prindpio  aetiouU  mmi- 
m(u  orta. . . .,  Kdnig  in  manihua  9e  habere  dixit  autograpkum  LeilnUtianum, 
in  quo  demonttratio  hniua  theoremaiiB  cam  Euleriana  prorwn  eotpiran*  eem- 
tinebatur.  Licet  vero  fidem  huic  tettimonio  denegare  noiimu9^  certe  lAtbnititu 
inventum  tuum  nunquam  puUuuiint.*  Cfr.  O.  Vacoa  in  BibUoteea  Mathema- 
tica,  1894,  pag.  46-48,  il  quale  vi  ospone  pure  la  dimostraxione  leibnixiaaa. 
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xions  sur  les' principet  fondarmntaux  dt  la  Thio^He  des  Nombrik% 
(Refl.  Theo.  Nom.)(*)  scrivesse, 

cEt  cependant,  pour  pen  qu'on  y  veuille  refleciiir*  il  esl 
aise  de  voir  que  cette  Arithmetique  transcendanle  est  coHUiie 
le  principe  el  la  source  de  I'Algebre  proprcment  dite. . .  •  Car 
observez  que  ce  peu  qu'on  decouvre  par  interval  les  dans  la 
science  des  proprieles  des  nombres  est  le  peu  qu'on  a  joule  de 
temps  a  autre  a  I'Algebre.i 

E  cib  quasi  a  sanzione  del  giudizio  di  LeCendre; 

cEn.  efliet,  il  n'est  pas  de  theoreme  sur  les  nombres  qui 
ne  soil  pas  relalif  a  la  resolution  d'une  ou  de  plusieurs  equa- 
tions indeterminees*. 

Ck)munque  sia  '  noi  vediamo  alia  fine  del  xvni  secolo  ed 
al  principio  del  xix  i  malematici  d'ogni  nazione  darsi  con 
afdore  alle  ricerche  aritmeiiche,  ed  h  da  quell'epoca  che  co- 
inincia  una  nuova  e  ricca  serie  di  nomi  che  portarono  nei  piik 
alii  spazi  la  teoria  dei  numeri.  Gauss,  Kommer,  Di^bkind.  Le- 

JEUME-DlRCHLET,    HlEMMA!<Pi,    Dk    PoUGNAC,    LiBRI,    Tc.HEBYCHCVr,     El- 

sEitsTE^N,  Gemocchi,  Smisth,  Stieltjes,  ecc,  per  noh  xiominare 
che  una  sola  ^arle  di  coloro  che  la  morte  ha  gia.  rapito  aHa 
^cienza. 

Ma  vi  e  una .  cosk  die  colpisce  colui  die  scorre  la  ricca 
serie  di  inemorie  od  i  irallari  general!  die  forinano  la  Icttera- 
lura  di  questa  teoria:  nulla  o  quasi  nulla  incontra  che  in  par- 
tieolare  si  riferisca  alle  Congruenze  numeriche,  e  lasciate  le  ri- 
cerche di  EuLERO  e  di  Gauss  su  tale  soggetto,  e  salvo  qualehe 
rara  ricerca  incidentale,  deve  giungere  alle  belle  memoire  di 
TcHEQYCUEFF  6  di  Stielitjes,  od  agli  €  Elements  dt  la  J%e<{rie  des 
NofnbriSf  di  Cahen  per  vedere  questa  teoria  inessa,  al  suo 
giusto  posto.  E  vero  c^e  Serrei  nel  suo  « Traiie  d*Mgibre  su^ 
pirieure^  da  molte  indicazioni  che  si  rireriscono  ad  essa,  ma 
m  queslo  irattalo,  come  pure  in  quello  di  E.  Lucas,  e  persino 
esclusa  la  teoria  dcllc  forme  quadratiche. 

Cib  farebbe  credere  giiistaniente  a  chi  che  sia  die  fino  ai 
giorni  nei  quali  questi  inatematici  scrissero  nulla  di  nuovo  o 
di  notevole  si  fosse  fatlo  su  quesia  bella  e  ricca  teoria  delle 
Congruenze  numeriche,  e  che  si  fosse  rimasti  la  ove  ebbero 
termine  le  ricerc»he  di  Eukero,  Gauss  e  Lecendre.  E  maggior- 
mcnte  si  confermercbbe  in  tale  sua  opinionc  se  scorresse  la 
bibliografia  che  accompagiia   la  incmoria  classica  di  Stibltje3, 


{})  Ilk  parentis!  indico  Tabbreviazioye  che  U8er6  dcI  citare  Topenii  Cosi 
Ikr^nel  segnito. 
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nella  quale  dopo  i  nonii  di  Eulero,  Legesdre,  Lagrange  e  Gauss, 
non  ritrova  che  qucgli  altri  di  S.  Smith,  Biernatzki,  Mathiessex 

Non  e  dunque  del  iulto  strana  la  maraviglia  da  me  pro^ 
vata  ncllo  scorgere  un  gioriio  a  NrzzA  sut  banco  d'un  rivendi- 
tore  di  vecchie  stainpc  un  grosso  fascicolo  sul  quale  la  parola 
Congruenze  binamie  spiccava  a  grossi  caratten..  L'inteix)  titolo 
€  Proprtedades  geraes  et  resolucao  directa  das  Congruencias  binor 
mtas,  por  DANIEL  AUQUSTO  DA  SlLVA»  confennb  la  mia  sor- 
presa,  non  avcndo  ma  i  ritrova  to  alcun  cenno  ne  sull'autoi*e  he 
snila  memoria  in  nessuno  dei  trattati  o  dellc  memorie  da  me 
lette,  bcnclie  pur  da  una  rapida  scorsa  potesse  rilevarsi  essere 
questa  memoria  del  matematico  portoghese  del  pih  gi^ande  inr 
tcresse,  ricca  di  fbrmule  nuove,  di  nuove  dimostrazioni  e  ap- 
plicazioni  di  teoremi  classici..'Il  fascicolo  in  parola,  stampato 
a  Lisbona  nel  1854,  dovette  appartenere  alfeminente  geometra 
francesc  Liouvillb,  giacchb  sulla  prima  facciata  e  la  dedica  ma- 
noscritta:  cA.  M.  Liouville,  bonimage  de  TAuteun. 

L'intercsse  in  nie  destato  dalla  lettura  di  questa  memoria 
mi  spinse  a  ricercare  ihaggiori  ragguagli  sul  suo  autore,  in- 
tuendo  che  la  mente  che  si  manifestava  in  quelle  pagine  do- 
veva  aver  dato  alia  scienza  un  largo  contribiito.  Ne  scrissi  al 
Colonello  Alfredo  Schiappa  Monteiro,  professore  a  Lisbona,  e 
questi,  con  cortesia  unica  piCi  che  rara,  ricerco  e  mise  a  mia 
disposizione  la  maggior  parte  di  cib  che  porta  il  nome  di  Da 
SiLVA  (^).  Apprei^i  cos)  cne  Damel  Augusto  da  Silva  nacque  in 
Lisbona  il  16  maggio  1814  e  che  nel  1829  entrb  nella  com- 
pagnia  delle  guardie  manne  creata  nel  1782  dal  Marchese  de 
PoMBAL,  percorrendo  successivamente,  dal  1829  al  1835,  TAc- 
cademia  Reale  di  marina  fondata  nel  1779  e  trasformata '  poi 
nell'attuale  Scuola  Politecnica,.  e  TAccademia  Reale  delle  Guar- 
die-marine  creata  il  t®.  aprile  1796  e  che  diede  luogo  in  se- 
guitO' all'attuale  Scuola  navale.  Nel  frattempo,  cioe  il  25  agosto 
1833,  fu  nominatO'  Guardia  marina  e  pote  cos)  percorrcre  la 
•carriera  marittima,  lasciando  di  appartenervi  il  31  dicembre 
.1868  col  grado'di  Capitano  di  Fregata. 

Dal  1836  crasi  iscritto  neirUniversita  di  Coimbra,  seguen- 
done  regolarmente  e  con  molta  lode  i  quattro  anni  di  corso.  II 
27  mnggio  18i5  fu  nominato  Professore  nella  Scuola  Navale 
alia  quale  aveva  appartenuto,  e  conservb  tale  cattedi*a  (ino  al 


(1)  II  Prof.  GoHEs  Tjcixeiba  ha  pnbblicato  nel  Boletim  da  DirtCQ&o 
Oeral  de  Inatruc^do  PubUea  (Lisboa,  1902,  t.  i)  on  cbddo  riassuntivo  della 
vita  e  dell'opera  matematiea  di  questo  Grcometra. 


no 


1865.  Eletto  socio  corrispondente  della  Reale  Accadeniia  delle 

Science  di  Lisbona  il  19  giugno  1850,  passb  socio  effettivo  il 

27  gennaio  1852.  Tradusse  ed  annotb  da  prima  le  ^Recordacdes 

do  anno  de   18429  del   Principe  Licknowskt,  che  publicb  nel 

1844  (Lisboa,  Imprensa  Nacional)  e  scrisse  poi  una  ricca  serie 

di  memorie  (\),   fra   le  quali  sono  soprattuto  notevoli  la  uMe- 

morie  tobre  a  rotacuo  das  forras  em  lorno  dot  ponlos  de    ap- 

plicacao9   (in  Tolio,  inserita  nel   t.   iii,   parte   1*  serie   2*  delle 

Memorie  della  Reale  Accademia  di  Lisbona),  ove,  sviluppando 

fe  teorie  create  da  Mobius  e  da  Minding,  ottenne  nuovi  e  no- 

tevG^H  risultati,    ad  alcuni    dei  quali    giunse   vcnticinque   anni 

dopo  ti(  DAnBOUX  ignorando  le  riccrche  di  Da  Silya,  e  la  roe- 

moria  cU^   ha   per  titolo  tDa  irantformafoo  e  redurao  dos  tn- 

nariosM  (m^Ublio,   inserita    nel    t.   ni,    parte   2*   serie   2*   della 

stessa  raccoka!)^  Della  memoria  sulle  congruenze  binomie  che 

forma  I'oggetto  cHf lla  presente  nota  scrisse  solo  alcuni  capitoli 

giacche  in  quel  laa^o  di  tempo,  1852^  fn  assalito  da  grave  in- 

fermita  che  concedeimdpgli  brevi  soste,  ma  sempre  piii  aggra- 

vandosi,  lo  tolse  di  vit?*^  6  ottobre  1878,  dopo  che  da  olti'e 

venti  anni  lo  aveva  quasi  cS^f^^p'^^^"^^"^  ^'^  ^''^  scienaea. 

Non  e  niio  intendimento  iSk£^^'"^"^''^<  *'*  P^**  sommaria- 
mente,  I'intera  opera  matematicaolSLP^  Silva,  ma  solo  di  dare 
uno  sguardo  alle  sue  ricerche  sull^^^ff*'"*'**®  binomie,  ri- 
cerche  quasi  sconosciute  od  a  torto  ii%6[®^^'.  P®"*  q«anto  in 
esse  siano  dei  risultati  preziosi,  alcuni  dei^l|I?''  »nancano  anclie 
nclle  memorie  piCi  recenti  ed  alcuni  furonoT^il^.  **."**  riienuti 
nuovi  quando  furono  incontrati  da  altri  stuWi^*'  ^"^''  ^^ 
csempio  i  metodi  di  risoluzione  dei  sistemi  di  cdki'!"^°''\!^*^® 
Stieltjes  allribuisce  esclusivamcnte  ad  S.  Smith  /Wn"<^s«pn'cal 
Transactions  for  1861,  vol.  15!). 

E  noto  che  un  numcro  a  diccsi  congruo  con  zero  riljiV^^^^  *^ 
un  modulo  p  se  k  divisible  per/i,  e  che  i  due  numeri  «  U  *.*?T 
congrui  rispetto  al  modulo  p  se  la  loro  differenza  e  un  AT^'^'P'" 
di  p.  Usando  la  notazione  mtrodotu  da  Gauss  scrivercH^^  "^* 
due  casi, 

a^O{modp),     ast(modp),  . 

e  conscrveremo  questa  noUzione  anzichi  quella  usata  dP^'  ^ 
Sn.vA,  *  ki 


asOMp,     a^bMp. 


\ 


(')  Per  una  biblloRrafia  degli  Bcritti  di  D.  A.  da  Sitv*  veinmsi  Kodoi**'."^ 
Gd,ma,a«,  U*  MathimaUque,  en  Portugal  au  x«  ,iicU.  cKl^/im 


ni 


Dalla  definizione  segue  naturalmente  che  tutti  gli  interi  C4MI« 
grui  con  un  intero  b  rispetlo  ad  un  modulo  p^{p<ip)i  Mono 
contenuti  nell'espressione 

np  +  b,     (n  =  0,  ±1,  ±2,...) 

La  totalita  di  questi  interi  forma  una  classe  Q  di  risidui  di 
modulo  />,  e  comprende  tutti  quegli  interi  che  divisi  per  p 
danno  b  per  resto.  Le  d  classi  Co«  Ci,  Ct,  •...  C^i  formano 
un  sistema  compleio  di  classi  di  residui  di  modulo  p, 

Un  numero  qaalunque  +  n  pub  avere  infiniti  residui  ri- 
spetto  al  modulo  p ;  diciamo  residuo  minimo  il  pi(i  piccolo  di 
essi. 

Dalle  identita 

{np  +  4)  +  (tnp  +  c)  «  (n  +  m)^  +  (4  +  c) , 
(np  +  b)  (tnp  +  c)  =  {ntnp  +  nc  +  mb)p  -{-be, 

risulta  evidentemente, 

Q  i  Q  —  Q+e ,     Q  Cc  =a  Qe,  ccc# 

Cos)  pure  sc  esiste  la  relazione 

Q  =  Q  Cje,     (Q  Co) 

diciamo  che  Cx  e  il  quoziente  di  C^  per  Cc.  La  condizione  di 
esistenza  di  tale  quoziente  h  evidentemente  idcntica  alia  con- 
dizione di  esistenza  della  soluzione  x  deU'equazione  cx+b^^b^ 
soluzione  che  per  b  c  c  interi  arbitrari,  e  per  c  non  divisibile 
per  />,  esiste  sempre  che  vien  verificata  la  condizione,  neces- 
saria  e  sufEciente,  di  essere  p  un  numero  primo. 

Possiamo  in  particolare  notare  che  le  classi  di  residui  ri- 
spetlo ad  un  modulo  primo  possono  esser  combinale  mediante 
le  opcrazioni  razionali  deU'Algebra,  e  che  ogni  risultato  e  csso 
stesso  una  classe  di  residui. 

II  teorema  fondamentale  nella  risoluzione  delle  Congruenze 
e  devuto  a  Lagrange,  e  ritrovasi  nella  memoria:  ^Nouveltes 
methodet  pour  resotu/re  Us  problemes  indeterminis  en  nombres  en- 
iters*,  (Oeuvres,  t.  ii):  una  congruenza 

flfi  05*  +  flfj  «•""*  +  az  x^"^  +  ...-{-  a,^  =  0  (tnodp) 

di  grado  m,  il  cui  modulo  p  e  primo  assoluto  ed  e  primo  col 
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cocfRciente  a,  non  ha  piCi  di  m  radici.  Da  Silta  da  una  ele- 
gante dimostrazione  di  questo  tcoreina,  dimostrazione  tanto  pi(i 
note  vole  in  quanto  che  diflerisce  dalle  numerose  che  furono 
date  e  che  si  basano  sulVanaloga  proprieta  delle  equazioni,  e 
passa  poi  a  stabilirc  tina  c^lebre  fonnula  per  prinio  trovata  da 
EuLERO,  inserita  nel  t.  xviii  dei  ^wi  Commentari  Academiae 
Scientiarum  Imperialis  PetropolUanae  (*),  {Nov.  Acad.  Scien. 
Peir,),  fondainentale  nella  teoria  dei  nuineri,  che  siinbolica- 
mente  si  scrive.  u3ando  il  simbolo  ^  introdotto  da  Gauss  (^) 

o  meglio 

(1')      ^{n)  =  a^zlb?"^c^-^...(a-^i){b--])(c--\) 

Questa  formula  da  per  qualunque  valore  di  n  il  nuniero  di 
interi  niinori  di  n  e  primi  coil  esso;  sono  a,  b,  r, . . . .  i  fattori 
prinii  di  n(n  =  a^b?c^ , , , ,).  Eulero  stesso  da  con  questo  sue 
teorema  una  dimostrazione  elegante  e  generale  che  Serret  n- 
porta  nel  vol.  u  del  suo  tTraiie  d^Mgebre  supeneure^  \  ma, 
o  non  fosse  tal  dimostrazicme  ritenuta  sufficente  dalPautore, 
o  alio  scopo  di  mostrare  non  essere  difficile  cosa  darue  altre 
dimostrazioni,  Eulero  ne  inserisce  due  nuove  in  Ada  Aca- 
demiae Scientiai-um  Impenalis  PetropolUanae  pel  1780  (Act.  Acad. 
Scie.  Pctrop.),  parte  2.^  che  perb  non  hanno  i  meriti  della 
prima  giacche  una  troppo  induttiva  e  Taltra  non  e,  come  I'au- 
tore  osserva,  che  lo  sviluppo  delle  operazioni  da  eseguirsi  per 
ottenere  il  valore  di  i^{n),  Quest*ultima  dimostrazione  fu  og- 
getto  di  critica  da  parte  di  Poinsot  il  quale  osservo  {Ref. 
Theo.  Nom.)  che  essa  manca  di  rigore.  Egli  ne  pose  anzi  in 
evidenza  i  difetti  alio  scopo  di  evitarii  in  una  nuova  dimo- 
strazione, ma  entrb  egli  stesso  in  una  cos)  lunga  serie  di  in- 
duzioni  da  far  s)  che  non  sia  facile  scorgere  se  egli  sia  giunto 


(1)  O  uella  memoria  •Hieoremala  arithmetica  nova  methodo  demonslrata^ 
—  pubblicata  nel  1759  e  contenuta  a  paf^.  274  del  t  i  di  LeonanU  EuUri 
CommtntaJtionu  arithmtiicat  eoUectae,  —  Petropoli,  1849. 

(')  Werke,  1. 1,  pag.  80.  —  Eulkbo,  Acta  Acad.  Petrop.j  t.  xv,ii,  pag.  18 
(1780)  aveva  propoBto  il  aimbolo  tz.  Da  Silva  usa  il  simbolo  tpN,  ma  noi 
preferiamo  scrivere  quello  dlGAuss,  come  quello  che  h  comunemente  utato. 
Del  resto  le  nostre  notazioni  difFeriranno  molto  spesso  da  quelle  del  mate- 
matico  portoghese. 
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ad  una  dimo^trazionepiCk  rigorosa  e  piii  seinplice  di  quclla  da 
lui  criticata. 

Gauss  a  sua  volta  in  Disquisiliones  Arilhmelicae  (Dts.  Ar,)^ 
Brunswicli  1801,  piglib  in  esame  la  prcdetia  formula  conside- 
rando  il  case  particolare  nel  qu^le  n  e  potenza  d*un  numero 
primo  c  giunsc  ad  ui^'espressione  generate  della  quale  piii 
tardi  faro  cenno;  ma  la  sua  dimoslrazione,  molto  ingegnosa,  & 
perb  meno  semplice  di  quella  di  Poinsot.  Anclie  LEGEtNDRE« 
Theorie  des  nombres^  (Theo.  No.,  n,  pag.  65,  3^  cdiz.,  1830), 
come  gia  fecc  Eulero  nella  dimoslrazione  crilicala  da  Polnsot, 
considerb  la  forma  speciale  dello  sviluppo  di  (|)  (n),  proponendo 
una  formula  che  delcrmina  quanti  numeri  si  hanno  fra  Yuno 
ed  un  dalo  limite  abbastanza  grandc,  formula  che  piCi  tardi 
diede  I'uogo  ad  inlercssanti  ricerche  di  LEJEU^E-DlRlCHL£T  che 
in  una  nelle  sue  memoire  contenutc  nel  t.  xyi|i  del  Gtomale  di 
Crelle  annuncib  di  aver  trattato  le  questioni  di  tal  generc  con 
rigoroso  melodo  analitico.  Egli  infalti  era  giunto  a  dimoslrare 
con  una  brillanle  analisi  che  togni  progressione  per  dilTe" 
renza  il  cui  primo  tcrmine  e  la  ragione  sono  primi  fra  loro, 
contiene  una  infiuita  di  numeri  primii,  il  die  in  altre  parole 
equivale  al  dire  che  la  forinula  iix-|-i,  dove  a  e  b  non  hanno 
divisori  comuni,  conlicnc  uh'infinita  di  numeri  primi.  J.  A. 
Serret  nella  sua  €Nole  mr  un  ihioreme  <le  la  theorie  des  nombreM 
(Journal  de  Matlienialiqucs,  xvn,  1852)  servendosi  del  prece- 
dente  Icorema  mostrb  nello  stesso  anno  nel  quale  la  memoria 
di  Da  Silva  fu  presentata  airAccademia  portoghesc  che  tse  n 
e  un  numero  intero  qualunquc,  ciascuna  delle  olio  relazioni 
8n  +  /'.  I2n  +  A,  (A=l,  3,  5,  7)  conliene  un  numero  primo 
maggiore  di  n)),  ossia,  in  altri  termini,  che  ciascuna  di  queste 
otto  t*6bzioni  contiene  un'infinita  di  numeri  primi.  Nella  stessa 
epoca  (1852)  Tchebycheff  pubblicava  nel  t.  xvii  del  Journal 
de  Maihematiques  una  memoria  c5ur  la  ioialiie  des  nombres 
premiers  inferieurs  a  une  limite  donneet^  die  fin  dal  1848  era 
$»tata  presculata  all'Accademia  di  Pietix)burgo,  nella  quale  di- 
mostrava : 

P  che  se  i^{x)  rappresenta  la  totalitli  dei  numeri  primi  infe- 
riori  ad  x  ed  n  e  ^  rapprcscntano  rispettivamente  un  intero 
qualunque  cd  una  quantita  maggiore  di  zero,  la  somma 

«  -  • 

gode  della  propricta  di  accostarsi  ad  un  limite  finilo  col  con- 
vergere  di  p  a  zero; 
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.   2"  che  fra  i  limiti  x  =  2  e  X'^cp  la  funzione  ^  (n)  soddisfa 
una  infinita  di  Tulte  alle  due  diseguaglianze 


r  dx 


♦  («)>   I  TZZZ—i^^     +(«)<   '      •"      •       °* 


log* a?   •      ^^   -^  I      log 05  log" SB 


per  quanto  piccolo  sia  il  valore  di  a  supposto  positivo  e  per 
quanto  grande  sia  al  tempo  stesso  il  numeix)  n; 

3®  che  Tespressione         > — logo?,  per  «=»  non  puo  avere 

un  liinite  diverso  dalla  quantita  —  I ; 

V*  che  if(x)  pub  rappresentarsi  algebricamente  con  appros- 

OS 

simazione  data  da  quantita   deH'ordine  -. inclusivaniente 

^  log"  X 

mediante  le  funzioni  a?,  logap,  ^,  ed  allora  essa  si  espriinera 

mediante  la  formula 

X  ix  \Jl.x    ^  1.2.3...  (n—l)a? 


log  05       log' a;        log^a;      '**  log"  a; 

Da  questo  teorema  deduciamo  facilmente  che  se  if(x)  puo 

,           X 
esprimersi  algebricamente  (ino  alle  quantita  delFordine  -. ^^ 


X  ®      I      ^'^  *      I      ^'^     ,1.2. a? 

Iog0  *  logo?        log' a;  *   log  a;       log' a;       log^a; 


1  •  •  •  1 


e  di  piik,  siccome  queste  somme  non  sono  che  i  successivi  va- 

Jdx 
-. ,  siamo  in  diritto  di  concludere  che 
,  log* 

in  ognuna   di   tali  ipotesi  questo  integrale  esprime  ^(x)  con 

approssimazione  che  va  fino  alia  quantita  deH'ordine  pel  quale 

esso  pub  ancora  esprimersi  algebricamente  mediante  a;,  log  05,  ^. 

Cos),  mediante  le  tavole  dei  numeri  primi  che  attualmente 

fdx 
-. per  X 

molto  grande  esprime  con  sufficente  approssimazione  quanli 
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soDO  i  nuineri  primi  inrcriori  al  numero  x.  Questa  formula  ha 
niolta  superiorita  su  quella  di  Legemdre 


f      cp(aj)  =  a:/(logaj— !,08366), 

e  sulle  altre  analoghe  e  moslra  una  volta  di  pid  la  fallacita 
deirassioma  di  Bertramt>  (^)  che  vuole  che  a  partire  dc  a;>3 
si  abbia  sempre  un  numero  primo  maggiore  di  cc  e  minorc 
di2(aj-l). 

La  dimostrazione  che  Legendrb  (loc.  cU.)  fece  seguire  a 
quelle  di  Poimsot  e  Gauss  presuppone  nel  letlore  la  conoscenza 
di  sviluppi  che  il  testo  non  contiene,  difetto  questo  nel  quale 
cadde  anche  F.  S.  Margiochi  nella  dimostrazione  che  dii  di 
questo  teorema  nelle  sue  Insiiiuifdes  MalAemaiicas. 

Da  Silta  si  propone  di  dare,  non  gia  una  dimostrazione  di- 
retta  del  teorema  (!'),  ma  di  stabilire  una  formula  simbolica 
che  dia  quella  dimostrazione  come  caso  particolare. 

Indichi  S  una  serie  qualunque  di  numeri,  che  intendiamo 
riuniii  e  non  sommati,  potendo  alcuni  esser  negativi  senza 
percio  dar  luogo  a  riduzione  alcuna,  e  indichi  S(a)  Tjnsieme 
dei  termini  di  tal  serie  che  godonp  di  una  certa  proprieta 
a,  S(6),  S{lfc),  S(abc),...  I'insieme  dei  termini  della  serie 
che  godono  della  pn>prieta  6,  o  dellc  proprieta  i  e  r,  o  delle 
proprieta  a,  £,  e  r  simultancamente,  ecc. :  sia  ancora  S(lf)e  Tin- 
sieme  dei  termini  di  S(b)  che  godono  della  proprieta  c,  e  cos) 
via.  Evidentcmente  date  qucste  relazioni  e 

S  (a)^  =  S  (ab) ,     S  (a)te  =  S  (ab)c  =  S  (abc) ,  ecc. 

In  modo  analogo  rappresenti  {a)S  quel  gruppo  di  termini 
di  S  che  sono  privi  della  proprieta  a:  {ab)S  quel  gruppo  di 
termini  di  S  che  stm  privi  della  proprieta  a  e  della  proprieta 
b;  (b)aS  quel  gruppo  di  termini  di  (a)S  che  mancano  della 
proprieta  b;  ccc.  Se  i  termini  di  S',  ad  esempio,  risullano  dalla 
sopprcssione  dei  termini  dei  gruppi  S'',  S'",  ecc.  i  quali  si 
compongono  dei  gruppi  S'^,  S^,  ccc,  cioe  se 

« 

e  chiaro  che  sara 

S«(a)  =  S"(a)  +  S"'(a)  +  ..;-S»V(a)-SV(a)-... 


(i)  Journal  de  VEeoit  Polytechmquep  m,  eabc 
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Premesse  queste  nota/Joni  evidcntemente  e 

(fl)S-S-S(a)  =  S[l-(fl)], 

dove   la  lettcra  a  ha  seinpre  il  significato  siinbolico  predetto. 
Oa  questa  eguagliaiiza  deduciamo, 

(^)  S  =  (6).  S  =  [!-(«)]  [!-(*)] 
(2)  (c/;«)S  =  (c)6.S  =  S[l-(a)J[l -(*;][! -(r)]. 

e  ciofe  in  gener^le  (*) 

(...cAa)S  =  S[l-(a)]ri -(*)][! -(c)]... 

Questa  formula  simbolica  da  non  solo  l*insieme  dei  ter- 
mini dei  quali  si  compone  il  simbolo  al  primo  membn)  nia 
anche  la  somma  di  essi  se  nel  secondo  menibm  si  aflettua  la 
somma  algebnca  dei  valori  S(a),  S (£),...  die  entrano  nello 
sviluppo.  Si  trasForma  poi  facilmcntc  in  una  elegante  espres- 
^jone  ciic  da  la  sonmia  di  tutti  i  numeri  minori  di  n  e  priini 
con  esso.  Consideriamo  infatti  il  secondo  membro  della  (2) 
quale  somma  algcbrica  dclle  espressioni  simboliclie  che  lo  com- 
pongono,  ed  esprimiamo  il  valore  di  esse:  ^, 

S(l)=l+2  +  3  +  ...  +  »i  =  y«(«+l). 

S.(a)  =  S(A)  =  A  +  2A  +  3A  +  ...  +  A«BPd... 

=  y(A  +  A«BPc^...)A«-'BPd...  =  -|-n(^+ A 

avendo  supposto 

n  =  A«B?d.... 

ed  A,  B,  C, . . .  priini  fra  loro. 
Siinilmenle 

S(*)  =  -2  «(y+ij.  ....     S(ffA)  =  jn^-j^+n,...  ecc. 


t    A    I 


(1)  Una  dimostrazione  di  qnesta  formola  simbolica  fu  data  nel  1857  da 
F.  HoBTA  negli  Annatt  de  Sciateiaa^  An.  i,  pag.  705. 


ill 


Per  avere  il  valore  che  oei*chiumo  sommiamo  membro  a 
meinbro  i  valori  di  tutli  i  siinboli  die  entrano  in  (2)  c  riu- 
niamo  le  due  somme.  La  prima  di  questc  si  otterra  evidcnte- 

mcnte  sostituendo  n  ad  S,  e  -r- ,  -ri- « •  •  •  ad  a,  b,  ...  e  molti- 

J  A      B 

plicando  per  -^n  i\  risultato.  Si  avra,  .  • 

t"-"0~t)('-i-)--'=t"-+^"^- 

1  second!  termini  dei  binomi  sostituiti  in  (2)  danno  il  risul- 
tato stesso  che  si  avrebbe  supponendo 

S(l)  =  S(a)  =  S(*)  =  .,.  =  S(aA)  =  S(ac)=....  =  yn.     . 


•  * 


per  cui  e, 

y«(l-0(l-«)...  =  0. 

f 

Se  dunque  indichiamo  con  Sn  la  somma  di  tutti  i  numeri 
minori  di  n  e  primi  con  esso,  e 

(3)  2n  =  4-«.<|»(«). 


Per  n  primo,  essendo  allora  ^(n)  =  n  —  1 ,  si  avra, 

2n  =  yn(n-l), 

come  d'altra  parte  e  evidente,  giacche 

(4)  En=l+2  +  3  +  ...+(n^l). 

Se  n  ammette  un  fattore  dispari  maggiore  di  1»  la  fun- 
zione  ^(n)  stessa  ci  mostra  che  essa  e  divisibile  per  2,  e  diia- 
que  la  (3)  mostra  che  £n  e  multiplo  di  n.  Analoga  conclusione 

si  ha  se  n=:2^,  (a>l).   Dunque  Sn  e  sempre  multiplo  di  n 
eccetto  che  per  n  =  1  ed  n  =  2. 

Se  poi  innalziamo  a  potenza  m  ciascuno  dei  termini  di  (4)  e 
Vol.  IV  —  N.o  3  4 
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ne  indichiamo  con  £„"  la  somma,  e,  (') 

(40      2^n=l«  +  2«+3«  +  ...  +  (ii-l)«  =  .^^5pi^ 

indicando  con  F  un  polinomio  di  grado  (m  —  1)  a  coefficenti 

interi;  se  n  d  primo  h 

«  ^^ 

I!,^nsO(mo(ln)y 

esee»i=p— l,e  pel  tcorema  di  Fermat 

S^n=l+l+..."fl=/>— 1  (modp) . 

Potrebbe  obiettarsi  die  la  formula  (3)  e  implicitamente  con- 
tenuta  in  quella  data  da  Binkt  (Compies- Retufus  do  TAc.  d. 
Scien.  dc  Paris,  t.  xxxii,  n.^  26),  per  la  deterniinazione  delle 
poten/e  n"*'  dei  nunirri  niinoi'i  di  n  e  prinii  con  esso;  nia  si 
osservi  d'altra  parlc  die  la  ronnula  di  Binet  puo  esser  dedotta 
dalla  (2)  so.sliluendo  in  quesla  ai  diversi  siinboli  S(ii),  S  (&),... 
le  corrispondenii  somnie  di  poienze  dei  numeri  naturali  espresse 
niediantc  i  numeri  Bi,  Bi,  B3, . . .  die  €ab  inventore  lacobo 
Remouilli  vocari  solenl  Bernoui/liant  (^)9 ,  Una  qualunque  di  tali 
somme,  ad  esempio  l^  +  S"*  +  3"*  + •  •  • +  »"*  ^  data  dalla  serie 

^    ^    \_, [(nrir~lJB,  +  iii[(n+l)— «-l]Bt  +  ... 

od  anche  meglio  dalla  rormola(^) 

ijtn-f-i  ,   m(m — l)fm  — 2)         ,^     . 


m+l    •  •  '  -  •  3! 

nella  quale  e  da  sopprimersi  il  terinine  afletto  da  n"*"""*,  giac- 
chd  nella  serie  dalla  quale  esso  risulta  e  a:'=  1  per  a;  =  0. 


(M  Per  una  dimostraziono  di  qucsta  formula  vcggasi  £.  Lucas,  Thiorit 
dei  Nombres,  pag.  2d5  e  244,  ed  anche  P.  Apkll,  —  Sur  let  polynomei  qui 
expriment  la  smnme  det  pui»$ances  p  —  ihnes  des  n  premiers  nombres  entiert, 
—  Nouvellct  Annalet,  1887,  pag.  315. 

(>)  EuLKBo,  —  CmIc.  Differ.  1. 11,  J  122.  Egli  li  in(|ica  con  Bi^Bi^B^,. . .; 
la  notazione  qui  utata  6  quella  di  Binkt  {JoiirtL  de  Eeole  Polyl.  1839.  t.  xn, 
call.  27,  pag  240).  0  da  Ohm. 

(')  err.  ad  e«.  Khauv,  Elemcnti  d'Arilhindliquf  UniveraelU,  {{  597  e  598. 


no 


Per  dedurrc  dalla  (2)  le  forinule  general!  (1)  e  (1')  indi- 
cliiaino  con  cp(...c&a)S  il  numero  di  termini  contenuti  in 
(. .  •c&a)S,  e  se  alia  caralteristiea  f  diamo  significato  analogo 
tanto  se  h  applicala  alle  serie  additive  die  a  quelle  sottrative, 
6  evidentemente 

(5)  cp(...c6fl)S  =  <pS[l-(fl)][l-(A)]... 

Notiamo  ora  cbe  se  la  serie  S  fosse  quella  dei  numeri  natu- 
rali,  sarebbe, 

1 ,  2,  3, . . . ,  w  =  a^  AP  c"^ . . .  (a,  A,  c.  . .  primi  fra  loro) 

e  se  con  A,  B,  C,  . . .  indichiamo  la  divisibilita  di  un  termine 
di  tal  serie  per  a,  o  per  6,  o  per  r,  . . .  abbiamo, 

S(A)  =  S(fl),     S(B)  =  S(A),...,     S(AB)  =  S(iiA),... 

S(ABC)  =  S(rt*c),...,     (...CBA)S  =  (...rfa)S, 

(• 
ed  'anchc 

^S(«^)  =  -'^,     <p(...c*a)S  =  <|>(«). 
per  cui  la  (!>)  si  cainbia  nell'altra 

„„,-.(,-l)(,-±)(.-l)... 

0 

-fl«"*  A?-'  c^"' . .  .  (fl-  !)(&-.  I)  (c-  I)  .  . .       ' 

die  e  appunto  la  formula  di  Eulero. 

£videntemente  per  n  =  na  e  ?[>(n)=sfl^*"*(a  —  1),  e  se  n  ^  primo 
assoluto  e  c|»  (n)  =  n  —  1 .  » 

Dcduciamo  subito  quale  corollario  del  teorema  di  Eulero  che 
sc  p,  q  sono  numeri  primi  fra  loro,  e  (^), 


(^)  Cfr.  D£DBKuiD,  GiomaU  di  CreUe,  t.  liv,  pag.  21. 
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c  in  generale  se  p^  y,  /, . .    w  sono  luiincri  prinii  fra  loro, 

* 

rorniula  cbe  coincide  con  qurlla  alia  quale  c  giunto  Gauss  nel- 
ripotesi  paiticolare  gin  acccnnata  di  esscrc  nella  {V)  il  niimero 
n  potenza  d*un  nuinen)  prinio,  e  in  particolare 


']*(£!«) -^n^M Y 


La  (4')  pcrmette  una  gcneralizzazione,  e  cioe 

^;hf)''M)=n--  I  (modp),     (i  =  1, 2,  3, . . .) 

nella  quale  p  e  un  nunicro  qualunquc  forinalo  di  n  faltori  primi 
ira  loro  (d«— ai.as./is. . .).  Questa  espressione  e  tanto  pii^  ri- 
marclievolc  in  quanto  die  basta  farvi  p  =  ai.ai  perche  non 
solo  amnictla  come  caso  particolare  ma  anche  dimostri  la  ce- 
lebre  formula  data  da  Eulero  a  pag.  75  del  t.  vni  di  Nova  j4ci. 
Acad*  Scien,  Pelrop,, 

a'iiP)  —  (  =  0  (modp) , 

(p  primo  con  a)  che  e  generalizzazione  del  ben  noto  teorema 

fl'-*—  I  =0{modp), 

formula  to  da  Fermat,  senza  dimostrazione,  in  una  lettera  datata 
18  ottobre  1640  (Pindirizzo  vi  manca)  (^)  e  die  e  riportato  a 
pag.  162  della  ^Varia  Opera  Mathematica  D.  Petri  de  Fettnai^i 
<Ogni  numero  primo  misura  infallibilmente  una  dclle  potenze, 
—  1 ,  di  qualche  pn)gressione  qualunque  (dot  geomelricaj  e  Te- 
sponente  della  detta  potenza  h  sottomultiplo  del  numero  prinio 
dato,  mcno  1». 

Come  prima  ho  notato  incidentalmente,  Eulero  ricerco  una 
dimostrazione  di  questo  teorema,  nella  ferma  credcnza  di  non 
aver    in  cio    avuto   predecessori,    infruttuosamente   da   prima. 


(I)  P.  Tan.nkky  0  Cii.  HkKitT  vogliono  clic  quostu  Icttcra  sia  indirizzata 
a  Frkxici.k. 
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come  rileva.si  da  una  di  lui  osservazione  inserita  a  pag.  106 
del  t.  VI  dei  Nov.  Acad.  Scien.  Pelr.,  e  con  bel  successo 
dopo,  ricorrendo  ad  un  metodo  induttivo  abbastanza  semplice. 
QuesUl  dimostrazione,  che  e  nel  t.  viii  della  raccolla  suddetta, 
fu  a  breve  distanza  seguita  da  una  nuova  dimostrazione  dello 
stesso  autore,  ancor  pi^  semplice  della  prima.  L'interesse  posto 
da  EuLERO  a  dimostrare  e  generalizzare  la  formula  di  Fermat  d 
segno  certo  del  grandc  valore  che  ragionevolmente  le  atlri« 
buiva,  e  che  tale  interesse  non  fosse  a  lui  solo  limilato  lo  con- 
fennano  le  felici  rictrchc  di  nuove  dimostrazioni  da  parte  di 
Lambert  (Nova  Ada  Erudiiorvm,  1769),  di  Lagrange  (Nouo. 
Mem.  Berlino,  1771,  —  Oeuvres,  t.  ni,  425),  di  Laplace  (Traiie 
du  Calcul  Different. y  t.  in,  722),  di  Dirichlet  {Giom.  di  CreUe^ 
t.  Ill,  392). 

Dato  il  grande  valore  delle  ricerche  di  questi  matemaiici 
e  da  ammirare  Da  Silva  che  si  accinge  a  dare  egli  stesso  una' 
nuova  dimostrazione,  con  lo  stabilire  da  principio  una  elegante 
relazione  che  dimostra  e  dalla  quale  puo  dedurre  i  teoremi  di 
Fermat  e  di  Eulero  nonche  una  ricca  scrie  di  formule  partico- 
lari  che  implicitamente  contengono  quelle  delle  quali  Poiksot 
si  serve  a  pag.  32  delle  Ref.  Thio.  Nom.  nella  sua  dimostra- 
zicme  del  teorema  di  Eulero.  A  sua  confessione  Da  Silva  non 
conosceva  che  le  dimostrazioni  del  teorema  di  Fermat  date  da 
Eulero  e  Gauss,  per  cui  la  sua  dimostrazione  appare  impron- 
tata  alia  maggiore  originalita,  cib  che  forse  non  sarebbe  av- 
venuto  se  gli  fossero  state  note  anche  le  altre  dimostrazioni, 
giacche  forse  non  sarebbe  riuscito  a  supcrare  Tinfluenza  che 
esse  avrebbero  esernitato  su  di  lui. 

«     « 

Non  fra  i  punti  pi(k  importanti  trattati  dal  Da  Silva,  ma 
rimaiThevole  per  Tingegnosa  semplicita  e  la  risoluzione  diretta 
delle  congruenze  lineari  ad  una  c  pi(i  incognite,  e  \Aii  partico- 
larmente  della  congruenza 

(6)  ax  =  c(fnodb) , 

o  deircquivalente  equazione  indeterminata 

(60  ax  +  btf==c, 

dove  X  e  y  sono  numeri  interi,  la  cui  risoluzione  b  da  Legendrb 
(Additions  a  I'Algibre  d*Euler)  rivendicata  a  Bachbt-  de  Meziriac, 
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nella  cui  opera  ^Problemes  plaisanies  ei  dt'lectaUes  qut  te  font 
par  Us  nombres^  apparve  per  la  prima  volta.  La  risoluzione 
die  ne  diede  Eulero,  che  e  iiel  I.  vu  dei  Nov.  Acad,  Scie.  Petr. 
per  quanto  piii  breve  e  razionale,  si  approssima  inolto  a«quella 
di  Bachkt,  ma  si  ha  i*agione  di  ritenere  che  egli  ignorassc  I'esi- 
stenza  di  essa.  Tal  snhizione  e  quella  che  nln>vasi  in  quasi 
tuiti  gli  ordinari  iraltati  sol  to  il  nome  di  metodo  dogli  indeter- 
minati.  Pid  lardi  Lagrange  (Stona  delt Accademia  di  Berlino^ 
17 37,  pag.  175)  pole  notare  die  le  operaxioni  che  servirono  ad 
EuLERo  coincidono  con   quelle  alle  quali   si   ricorrc  per  solito 

nella  determinazione  delle  ridoUe  della  frazione  -r\o  — ),  e 

a^     ,   a      r  ^     ^^ 
pote  mostrare  che  la  pcnukima  ridolta  — 7  di  -^  da  appunto  la 

soluzione  dclPequazione  ax  —  by^+\.  Pt)te  allora  motlo  facil- 
mcntc  concludernc  la  soluzione  di  ax  —  by--^  +  c. 

l\>iNSOT  (Op*  cit.)  dii  due  solu/ioni  dclla  congrucnza  aa;=  1 
(modb),  rimarchevoli  sopraltuto  per  Ic  numcrosc  illustrazioni 
gcometriche  dalle  quali  sono  accoinpagnate;  ma  spogliate  di 
queste,  la  prima  soluzione  riducesi  ad  una  successiva  verifi- 
cazione,  e  la  seconda  piii  che  altro  e  un'utile  ^esercitazione 
analilica  che  guida  a  formule  gencrali.  Fra  tutte  k  Torse  piik 
pregevole,  perche  piii  rigorosa  e  diretta,  la  soluzione  che  e  a 
pag.  199  della  TAeo.  No.  di  Legrndrk  (2^  ediz.),  cd  e  quella 
stessa,  salvo  qualche  modificazionc,  alia  quale  giunge  Da  Silva 
nella  formula 

X  -  c«'t'(*-*)  +  zb . 

II  metodo  e  pero  ben  esteso  dal  gcometra  portoghesc  alia 
risoluzione  delTequazione  (6'),  dove  s'intendtmo  a  e  b  primi  fr^ 
loix),  nella  quale,  supposto  scnza  nuocere  alia  generalitii,  a  e  b 
positivi,  per  il  che  basta  scrivere  Tequazione  sotto  la  forma 

a{±x)  +  b(±y)  =  c, 
si  ha, 

±  a?  =  ca*J*-«)  +  «* ,     ±y  =  c~^ zfl, 

formule  che  nelle  applicazioni  pratiche  conviene  meglio  scri- 
vere 

indicando  con  [aV(*-*)]  il  rcsiduo  minimo  di  a'^t6-i)  rispetto  al 


183 


modulo  b.  Queste  formule  sono  Hi  grande  semplicita  nelle  ap- 
plicazioni  numeriche  e  il  calcolo  del  residuo  minimo  h  sem- 
plice,  essendo  in  generale 

Applicando  le  precedenti  formule  ad  esempio  aU'equazione 
3\x+\dy=\S\  si  ha, 

XE=[l»\][St]"{motlld),     ossia  a:=l0[(2]", 
e    [l2]««+»sl2[U4]«=12[M]8=l2[l21]*sl2[7]*3l2[49]« 

sl2[M]«=|2.7  3  — 7.7s-ll=8, 
per  cui, 

valore  che  sosliluilo  nell'equazione  proposta  da 

181-3JX      -  ,    10+3I«      ,      ,. 
y=— yg— =  9  +  — fg— =  3-3l«. 

II  meiodo  si  applica  poi  con  analoga  semplicita  alia  risolu- 
zione  della  congruenza 

aX'{-bi/-{-cz. .  .^i(modp), 

dove  a,  &,  c,...  non  hanno  divisori  in  comune  con  pi  si  ha 
ad  esempio, 

x^  [«*(*-')][*_  (Ay +„+...)]• 

Dove  perb  puo  uiaggiormcnle  riconosccrsi  rutilita  di  questo 
metodo  si  h  nella  delerminazione  dci  valori  di  x  die  soddisfano 
al  sistema 

(7)  ax  =  oL(fno(ik)^     bx^^(modB),. . ., 

dove  A,  B,  • .  .sono  primi  fra  loro.  E  nolo  die  il  sistema  e  pos- 
sibile  se  nella  prima  congruenza  ad  esempio,  avendo  a  ed  A 
un  divisore  in  comune,  questo  divide  pure  a,  ed  e  pur  nolo 
che  i  valori  di  x  saranno  congrui  secondo  il  modulo  composto 
n  =  ABC...,  giacche  se  a/  e  x''  sono  due  soluzioni  e  x'-^x'^ 
divisibile  per  A,  in  virtii  della  prima  delle  congruenze  date, 
per  B  in  virtii  della  scconda,  ecc,  e  dunque  pel  loro  prodotto  n. 
II  valore  di  x  si  deduce  facilmente  dalla  soluziqne  della  (6j  e 
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61  (cnve. 


1^  generalizzazioni  poi  chc  Da  Silta  da  di  qu€sti  risulUii 
lo  conducono  a  formule  ehe  con  animirevole  senipiicita  si  pre- 
stano  alia  discussione  di  una  ricca  serie  di  probleini  numerici. 
CosI  ad  esempio,  posto  che  9,  r,  5,.  • .  siano  tali  che 


n    .      n    .      n 


(8)  y-^  +  r— +5— +...sl(miw/n), 

si  ha 

formula (^)  che  si  semplifica  notevolinenle  quando  sia  q  =  r  =  s... 
giacche  allora  alia  (8)  vicn  sosdtuita  la  condizione 

congruenza  seinpre  possibile  per  essere  q  prime  con  n,  ed  al- 
lora alia  (8')  si  sostituisce  Taltra  formula 


X 


^  aq  [^  «*(*-«')  j  +  Py  [-J-  4*"*-"]  +. .  • 


Se  poi  supponiamo  ancora  a^b  =  c=  ...  =  1,   questa   for- 
mula si  semplifica  ancora  diventando 


n    ,  ^    n 


(8")  «  =  «y_  +  Py--  +  .... 

che  e  analoga  a  quella  alia  quale  e  giunto  Gauss  {Dis.  Ar.  §  36) 
nel  suo  nietodo  di  risoluzione  del  sistema 

ove  i  moduli  sono  numeri  primi  fra  loro. 


(^)  Perch^  qucsto  valore  soddLsfi  alia  prima,  nd  esempio,  delle  (7), 
basta  chc  verifichi  la  congruenza  x  iss  a  ^  —  a^'f'^— 0  ;  e  siccome  h 
a^iX)  ^:  1  (mod  A),  ed  6  9  -J-  IS  1,  per  la  condizione  (8)  il  precedente  ya- 
lore  di  x  diventa  ax  =  a  {mod  n). 
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Evidenlemenle  se  nella  {S")  riduciamo  il  secondo  membro 
al  suo  residiio  miniino  rispetto  al  modulo  n,  oUeniaino  una 
fonnula  che  da  la  serie  di  numeri  primi  con  n  e  minori  di 
esso. 

Quando  U  numei*o  di  congruenze  fornianU  il  sistema  dato 
sia  considerevole  convicne  moltiplicare  ordinatamcnte  tali  con- 

fh  ft 

grucnze  per  -r- ,  ir  ••  *  *f  ®  sommare  i  risullati.  Si  ha  allora, 

ed  e  chiaro  che  ogni  valore  di  x  che  soddisfera  questa  con- 
gruenza  sempi*e  possibile,  soddisfera  pure  al  sistema  (7).  II  va- 
lore  di  x  sara  dunque  dedoito  da  essa, 

Si  nota  facilmente  che  questa  formula  comprende  la  (8") 
quando  si  faccia  a  =  6  =  r  =  ...=  l. 

Da  SiLVA,  come  gia  avevano  falto  Eulero  e  Gauss,  non  cerca 
direttamente  la  risoluzione  della  congruenza 

(9)  a-  =  1  {modp) 

nella  quale  p  e  primo  o  i  un  prodotto  di  fattori  primi  Nel 
primo  caso  egli  si  conlenta  di  mostrare  che  le  radici  di  questa 
congruenza  sono  quelle  di 

(9')  xf^l  (modp) 

essendo  pf  il  massimo  comun  divisore  fra  s  ep — K  Pub  cosi 
stabilirc  Tinteressantc  proposizione :  cogni  congruenza  (9^)  ha 
un  numero  di  radici  primitive  rappi*esentato  da  ^(p')9,  della 
quale  dh  due  dimostrazioni  piii  dirette  di  quelle  che  ne  erano 
note,  e  piii  rimarchevoli  per  le  numerose  conseguenze  che  se 
ne  deducono.  La  seconda  di  tali  dimostrazioni,  pur  non  partendo 
dai  principi  dai  quali  Gauss  era  partito,  conduce  alio  stesso 
elegante  procedimento,  e  la  prima,  che  sussiste  pure  pel  caso 
di  p'  numero  primo,  ammettc  come  corollario  il  teorcma  impor- 
tante  per  tutta  una  teoria  che  vi  si  fonda,  cqualunquc  radice 
non  primitiva  di  (9'),  dove  sia  p'==^rP*T.  .  ,  e  radice  della 
(Congruenza  a:0=  I  (modp),  dove  si  e  messo  9  per  <jf«-«'r^P'5T-T',.,, 
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e  posto  che  a'^'Y''***  ^^^  siano  luui  nulli  simullaneamente^. 
Questo  teoreina,  che  fu  per  prinio  enunciato  da  Lambbiit  in 
jicia  Eruditorum  pel  1769,  diede  luogo  ad  una  dimostrazione 
di  EiiLERO  inserita  a  pag.  85,  t.  xviii  dei  Comm.  Acad.  Scie. 
Petrop.  qualificata  poco  rigorosa  da  Gauss  il  quale  ne  da  due 
altre  ai  paragi*a(i  53  a  55  di  Di$.  Ar.,  non  pero  dirette  in 
quanto  che  la  prima,  ad  esenipio,  fa  dipendcre  le  radici  dclla 
congrucnza  di  grado />'  =  jf«rP5» . . .  da  quelle  delle  congruenze 
di  grado  q^,r?,sf,...  La  dimostrazione  datane  da  Legendre  a 
pag.  16  del  t.  u  dclla  TAeo.  Nom.  si  avvicina  molto  alia  dimo- 
strazione di  EuLERO.  Abbiamo  poi  le  due  dimostrazioni  conie- 
nulc  nelle  Ref.  Thio.  Nom.  di  Poinsot,  una  poco  evidente,  sem- 
plicissima  Taltra  dalla  quale,  dopo  diuiostrata  Tesistenza  di  una 
radice  primitiva,  deduce  I'esistenza  di  ^(p')  radici  di  talc  classe 
semplificando  cos)  la  dimostrazione  di  Gauss.  Anclie  la  dimo- 
strazione che  da  Sbrret  a  pag.  316  del  suo  Cours  d'A/gebre  su- 
perieure  segue  la  stessa  via  tracciata  da  Gauss  nella  sua  prima 
dimostrazione. 

Anche  nel  caso  ncl  quale  in  (9)  il  modulo  ^  e  un  prodotio 
di  fattori  primi,  non  erano  stati  dati  metodi  dirctti  di  risohi- 
zione,  ma  solo  metodi  indiretti,  o  per  meglio  dire  escmpi  di 
successive  veririchc.  Cosl  vediamo  che  ncl  caso  nel  quale  p  ha 
un  divisore  primo,  cioe  nel  caso 

a;*=  I  {modijp)^ 

Gauss  in  l)i$,  Ar.  §  Lxxxvni  ne  fa  dipcndere  la  soluzione  da 
quella  della  congruenza  a*=  1  (morfy*"*),  per  modo  che,  de- 
tenninata  una  qualunque  dcllc  radici  di  oi^  ^  \  (mod  q)^  si 
haiino  succcssivamcnte  radici  congruc  con  tale  radice  sccondo 
il  modulo  y,  e  che  soddisfano  allc  congruenze  di  moduli  q*, 
q^,  ^*,....  ya.  Che  nessun  alln)  proccdimenlo  piii  breve  e  di- 
re tto  fosse  noto  lo  deduciamo  dal  fa  tto  che  LEr.EKDRE,  Thco. 
Nom,  t.  II,  pag.  21,  3*  cd.  e  Poimsot,  Ref.  Theo.  Nom,  cap.  iv, 
art.  4,  riproducono  il  solo  metodo  di  Gauss  e  neppure  inciden- 
talmente  fanno  cenno  di  altri  metodi,  e  che  anche  nel  caso  nel 
quale  e  p  =  q^r?s^  ...,  caso  nel  quale  Gauss  deduce  la  solu- 
zione di  (9)  clalla  soluzione  di  congruenze  parziali  aventi  rispet- 
tivamente  ^,  rP,  5T. . .  per  moduli,  tanto  Legendrb  che  Poinsot 
si  contentano  di  dare  un  maggior  sviluppo  al  metodo  anzidetto. 
II  procedimento  che  Da  Silva  ha  saputo  sostituire  al  me- 
todo precedentemente  ricordalo,  e  che  gli  permette  di  giungere 
a  formule  generali  e  dirette  sia  ncl  caso  nel  quale  il  modulo 
e  un  numero  priino  che  nel  caso  nel  quale  esso  e  prodotto  di 
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potcnze  di  niinieri  priini,  si  basa  quasi  per  intcro  siil  noto  teo- 
rema  di  Gauss,  Dis.  Jr,  §  lxxxvi: 

(10)  («+yp^)»^  =  fli^+Yp^^-^ 

dove  6  |i  =  sf^y  e  dove  si  e  indicate  con  p  un  numero  prinio 
maggiore  di  2,  con  a,  y,  Y,  t  nunieri  prinii  con  p^  e  con  q^  s 
nuineri  cguali  o  maggiori  di  1,  mentre  ^  e  un  numero  maggiore 
o  eguale  a  zero.  Egli  e  obbligato  di  dare  di  questo  teorcnia 
una  dimostrazione  che  nicglio  si  accordi  con  lo  scopo  al  quale 
deve  scrvire,  non  potcndosi  contentare  ne  del  la  dimostrazione 
gia  datane  dallo  stesso  Gauss  e  che  si  riassume  in  una  verifi- 
cazione  della  formula  per  1=1,2,...,  ne  di  quella  data  da 
PoixsoT,  Ref,  Theo.  Nom.  cap.  iv,  basata  sulla  formula  bino- 
mialc.  Cos)  Da  Sikva  trovasi  condotto  ad  una  felicc  generaliz- 
zazione  della  (10)  che  nclla  sua  forma  originaria  e  un  difetto 
per  p^2,  q=z\^  c  dalla  discussione  rigorosa  e  direlta  e  tratto 
ad  una  ricca  serie  di  teoremi  nuovi  ed  importanii  sui  residui. 
Ed  e  qui  curioso  ed  inleressanle  notare  come  Gauss  e  Poinsot 
non  solo  ritencssero  entrambi  cosa  difficile  che  si  potesse  dare 
una  dimostrazione  diretta  di  quel  teorema,  ma  ne  facessero 
anche  espresso  avvcrtimento,  notando  il  primo  {Dh.  Ar,, 
§  Lxxxvi): 

adcmonstratio  hujus  theorematis  ex  evolutionc  pi*otestatis 
binomii  pcti  posset,  si  ostcndcretur  omnes  terminos  post  se- 
cundum per  p^^9-\^  divisibiles  esse.  Sed  quoniam  consideratio 
denominatoruiii  coeificientium  in  aliquot  ambages  deducit,  me- 
thodum  sequentem  praeferimus», 

ed  il  secondo  osservando  che  {Ref.  Theo.  Nom,  cap.  iv,  §  ,30), 

a  la  demonstration  immediate  de  ce  theoreme,  qui  parait 
facile  au  premier  coup  d*oeil,  presente  neammoins  beaucoup 
dc  difficultes,  a  cause  dc  Texposant  compose  $p^  d'oCi  naissent 
les  coefficients  du  bin6me.  Mais  voici  un  moyen  ires  simple 
de  sortir  de  cet  embarras,  ecc.  . .  .•. 

Voglio  ancora  far  cenno  d'un  problema  al  quale  Da  Silva 
fu  necessariamentc  condotto  dalla  natura  stessa  del  soggetto 
da  lui  impreso  a  trattare,  problema  che  gia  da  molto  tempo 
prima  aveva  lichiamato  Tattcnzione  dei  dotti  ma  che  era  lungi 
dalPaver  raggiunto  quel  grado  di  brcvita  e  semplicita  che  ri« 
chiedeva,  grado  che  solo  oggi  pub  dirsi  aver  raggiunto.  Intendo 
parlarc  dei  mctodi  per  la  costruzione  delle  lavole  che  danno 
le  radici  primitive  dei  numeri  primi.  Eulero  insegnb  alcuni 
espedienti  per  ottcnere  tali  i*adici  nel  t.  xvui  dei  Nov.  Acad. 
Scien.  Petr.  ma  egli  stesso  si  accorse  deirimperfezione  di  essi. 
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e  nolo  chc  b  difficile  cosa  ottcncre  tali  radici  medianle  pro- 
ccdimenti  dirctti.  Neppur  Gauss  c  ncppurc  Legendrb  seppero 
suggerirc  una  via  piii  diretta  e  dobbiamo  giungere  rino  a  Poix- 
sor,  Ref.  Theo,  Norn,  pag.  73,  per  ritrovare  un  metodo  siste- 
matico  atlo  alio  scopo. 

Nclla  sua  prima  parte  il  metodo  di  Da  Silva  non  diflerisce 
essenzialmente  da  quelle  di  Poinsot,  ma  lo  completa  ove  co- 
mincia  a  diventar  difettoso.  —  Oucnuti  i  rcsidui  non  quadra- 
tici  ed  elcvati  questi  a  potenza  H,  ricavati  da  quest!  rcsidui 
tutte  le  potenze  di  B  che  devono  cssere  escluse  dalla  serie 
dei  residui  non  quadratici,  ed  analogamente  operato  sulle  po- 
tenze C,  D,  ccc,  si  rimarca  che  si  ha  un  numero  abbaslanza 
grande  di  opcrazioni  che  si  ripetono  pcriodicamente  e  che  nun 
fanno  chc  rcndere  il  metodo  tix)ppo  laborioso.  Si  nota  ad  esein- 

pio  che  per  escludere  Ic  potenze  B  si  debbono  formare  ^(p —  1) 

potenze  di  questo  grado,  nel  mcntre  che  il  numero  di  quelle 

che  debbono  essere  escluse  e  solo  di    -o^— •    A   Poinsot  non 

sfugge  questo  difetto  e  cerca  rimcdiarvi  con  alcuni  utili  sug- 
geriinenti  riferentisi  a  casi  particolari,  che  peru  non  hanno 
valorc  nella  maggioranza  di  essi,  specialmente  quando  trat- 
tisi  di  numeri  primi  di  una  certa  grandezza. 

Lo  scopo  che  Da  Silva  si  propone  e  nel  quale  riesce  suffi- 
centemente,  e  appunto  quello  di  dare  norme  precise  e  genc- 
rali  per  cvitare  le  inutili  ripetizioni.  Tali  norme  applicate  agli 
esempi  pnrticolari  presceiti  da  PoiNsor  conducono  ai  risultali 
stessi  ai  quali  quest'ultimo  e  giunto  nia  con  un  numeix)  ristret- 
tissimo  di  operazioni,  giacche  con  esse  non  e  neppure  iieces- 
sario  verificare  la  distribuzione  delle  serie  di  residui,  come 
volta  a  volta  deve  fare  Poi.nsot.  Col  metodo  del  geometra  por- 
toghese  non  e  neppur   sempre  necessario   formare   un   prinio 

gruppo  di  ---^-Ty —  termini »   e   le  potenze   che  devono  forma rsi 

sono  potenze  ascendenti  di  uno  stesso  numeix)  anziche  potenze 
di  cgual  esponente  di  numeri  successivi,  il  che  e  molto  piil 
vantaggioso  nei  calcoli  numerici. 

Avanti  Poinsot  esistcvano  perb  due  allri  metodi  di  risolu- 
zioiic  dello  stesso  problema.  E  possible  che  egli  ne  ignorasse 
I'csistenza?  Verosimilmcnte  no,  ma  e  certo  che  non  poteva  ac- 
cordare  ad  essi  il  pregio  che  e  obbligato  a  negare  a  I  suo  me- 
todo, ed  e  forse  qucsta  la  causa  per  la  quale  egli  non  nc  fa 
parola.  II  primo  di  tali  melodi,  mollo  anterioix?  alia  pubblica- 
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zione  di  Poinsot  chc  vennc  nel  g^ennaio  1845,  e  dovuto  ad  Ivory 
ed  e  ncl  4®  volume  del  ^uppleinento  airEncicolopedia  Britannica 
pel  1824.  L'autore  lo  stinia  diretto,  giacche  a  pagina  698  dice: 
cTesistenza  di  tali  imnieri  (le  radici  primitive)  h  quindi  dimo- 
sti*ata  per  ogni  caso,  ma  nessun  metodo  diretto  era  stato  iiii 
qui  dato  per  determiiiarii,  a  quanlo  si  sa.  Siamo  dunque  lieti  di 
cogliere  questa  occasione  per  dare  una  regola  che  permette  di  de* 
lerminarei  diretiamenle  le  radici  primitive  d'un  numero  primo9, 
Tal  metodo  si  basa  su  d*un  teorema  vhe  Ivory  non  dimosti*a, 
ma  del  quale  la  dimostrazione  e  sempHce.  Esso  e  il  seguente: 
ffSia  p  =  2a&PcT  . . . :  qualunque  radice  primitiva  di  p  soddis- 
fera  alia  prima  delle  congruenze. 

a?*         +1=0,  a?*^         +1=0,  a?**         +1=0,... 

e  non  soddisfera  a  nessuna  delle  seguenti:  e  reciprocamente, 
qualunque  radice  non  primiliva  soddisfera  ad  una  od  a  pifk  di 
tali  congruenze  ma  non  mai  alia  prima  t. 

Ottenuti  quindi  i  residui  non  quadratici,  questi  dovranno 
successivamente  esser  provati  fino  a  ritrovarne  uno  che  non  sia 
radice  della  seconda  o  di  qualcuna  delle  predctte  congruenze. 
Questo  numero  sara  allora  una  radice  primitiva  che  col  suo 
innalzamento  a  potenza  ci  dara  tutte  le  altre  radici  primitive. 
Si  scorge  quindi  che  questo  metodo  anziche  diretto  h  di  sue- 
cessivi  tentativi,  e  come  uno  di  tali  tentativi  pub  pur  essere 
ripetuto  tante  volte  quanti  sono  i  residui  non  quadratici  che 
non  sono  radici  primitive. 

Desta  meraviglia  che  dopo  aver  notato  come  i  residui  qua- 
dratici non  soddisfino  alia  prima  delle  precedenti  congruenze 
Ivory  non  abbia  rilevato  la  pix)prieta  pressoche  evidente  che 
fra  i  residui  non  quadratic!  quelli  che  non  sono  potenze  b  non 
soddisfano  alia  seconda  di  tale  congruenze,  e  che  dedotti  questi, 
non  soddisfera nno  alia  terza  delle  congruenze  quelli  fra  i  nu- 
meri  rimanenti  che  non  sono  potenze  c,  e  cos)  via.  Cib  lo 
avrebbe  condotto  direttamente  al  metodo  di  Poinsot  che  percib 
piCi  del  suo  merita  di  essere  considerato  maggiormente  di- 
retto. 

II  secondo  dei  metodi  ai  quali  ho  fatto  allusione  preceden- 
temcnte  e  dovuto  a  Cauchy  ed  e  nel  t.  iv  degli  Exercices  de 
Mathematique  (1820),  e  non  pub  neppur  esso  considcrarsi  di- 
retto richiedendo  una  lunga  serie  di  tentativi.  Pou^sot  non  fa 
neppur  allusione  a  questo  procedimento  che  pur  dovcva  co- 
nosccre  c   Serrlt   non   riporta  ncl  suo  Courz  dAlgibre  Supe* 
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rieure  (1849)  clie  il  solo  nietodo  di  Poi>sor  senza  neppure  ac- 
nare  alle  scmplificazioni  che  qucsti  vi  aveva  introdotte  pei  casi 
parlicolari,  per  quanto  siano  gli  esempi  slessi  dati  da  Poinsot 
quelli  che  cgli  riporta. 

I  vantaggi  che  il  metodo  seguito  dal  Da  Silva  ha  sui  me- 
todi  precedcnli  soiio  incontestabili  e  sarebbero  indnbbiamente 
stall  riconosciuti  subito  se  la  sua  infcmiith  iion  gli  avessc  im- 
pedito  di  dare  difTusionc  alle  sue  ricerche.  Tali  vanlaggi  si 
mostrano  in  lutta  la  loro  pienezza  quando  specialmente  il  me- 
todo sia  applicato  a  iiumeri  suiBceiitemente  grandi. 

Certamente  un  gran  passo  erasi  fatto  dopo  le  ricerche  di 
Caijchy,  di  PoiiNsoT.  d'lvoRY,  ecc,  con  la  pubblicazione  del 
^  Canon  ArUhmeticus  sive  tabulae  qutbus  exhibeniur  pro  singulis 
numen's  primis9  (Berlino,  1869),  fatta  aimpensis  Academiae  Lit- 
teraruni  Regiae  Borusicaes,  e  corretta  acura  et  bencvolentia  vi- 
roruni  clarissimoruni,  Professoruni  Dirichlet,  Dove,  Steiner; 
Docloruni  Wolfers,  Breiniker,  Galle. . . ,  mnximas  aulem  gratias 
ago  illuslrissimo  Enke  qui  et  his  emendatricibus  curis  procsi- 
dere  et  summo  studio  ac  benevolcnlia  me  egregiis  consiliis  iti 
adornando  opere  adjuvare  voluitv.  Questa  prcziosa  opei*a  non 
e  menzionata  dal  Da  Silva  che  pure  avrebbe  trovalo  in  essa  un 
grande  ausiliario  spccinlmcnte  nella  risoluzione  deile  congruenze 
delta  Forma  ax^^b{modp^),  Iacobi  aveva  cnunciato  il  principio 
che  le  radici  primitive  secondo  il  modulo  j9^  lo  sono  pure  secondo 
il  modulo  ^**,  e  cib  come  conseguenza  delTassioma  che  quando 
si  sia  trovata  una  radice  primitiva  x<^p  secondo  il  modulo 
primo  p  si  possono  semprc  detcrminare  direltamenle  le  radici 
primitive  rispctto  al  modulo  p^.  Si  pu6  dunquc,  rappresentando 
con  a  un  intero  qualunque  primo  con  p*^  e  minore  di  qucsto, 
determinare  un  intero  a  od  ind  a<^p^~^  {p —  I)  tale  che  a^^  *=« 
(iwor//i")(*). 

Per  dare  un  cenno  pressoche  completo  dellc  ricerche  di  Da 
Silva  dovrei  ancora  soircirmarmi  su  altre  interessanti  question!. 
La  risoluzione  delle  congruenze  il  cui  modulo  h  una  potenza 
di  2,  in  relazioixe  alle  ricerche  di  Poinsot  su  tale  soggetto  (Ref. 
Theo.  Nom,  cap.  iv,  §  vii),  lo  conducono  ad  una  serie  d'interes- 


J')  Lo  scopo  del  Canon  di  Iacodi  k  la  risoluzione  delta  congrucnza 
etta;  ma  esso  ^  pur  utile,  come  I'hanno  dimostrato  Eib^stbin  e  poi 
Lroesgur,  a  far  conoscere  i  coefiieienti  intcri  Oq,  a|,.**  dcirequazione 

p  =/(p)./(p-t)  ove  6  |i'"=  1,  p  =  nno-\-  1.  m>  1, 

/(p)  -*  flo  -f  «l  P  +  a?  p*  +•  •  •  +  a«-l  !»"""*• 


santi  formule  sulle  radici  primitive.  Lcr  studio  della  congrucn/a 

(II)  x^^\(mo(ip)y 

essendo />  =  aa  iP  cT  , .  ..,  ed  a,  ft,  c,  primi  fra  loro,  c  la  cui  so- 
luzionc  vien  basata  su  quella  delle  congruenze 

(I  l')  o^  s  1  (tnodaa) ,     aP"  s  1  (modb?), . .  . 

dove  D\  D", ...  sono  i  m<issimi  divisor!  comuni  fra  D  e  cia- 
scuno  dei  valori  ^(a<^),  ^(09),.-. .,  lo  conducono  attravcrso  una 
rigorosa  sintesi  alia  formula  generate 

ndla  quale  ^i,  ^i,...  sono  numcri  tali  da  soddisfarc  aU'cqua- 
z.ione   di    condizione 

^*  ^"^  **"&  +  •••" '^^''^''/'^' 

ed  A,  B,  C, . . .  sono  rispettivamente  radici  delle  (i\')*  Pos- 
siamo  incidentalmente  notare  che  la  (II)  ammette  come  caso 
particolare  la  congruenza  x^  ^  I  (moftp),  e  il  procedimcnto  di 
Da  Sii.va  nc  dh  il  numero  di  radici,  c  per  consegucnxa  dh  al 
tempo  stesso  una  dimostrazione  del  teorema  di  Wu^on  gene- 
ralizzato,  dimostrazione  die  Gauss  fa  dipendere  dalPipotesi 
che  sia  pari  o  doppiamente  pari  it  numero  di  radici  di  x^=l 
{mod p)^  e  die  Poinsot  sviluppa  basandosi  su  due  diflercnti 
ipoiesi,  la  prima  delle  quali  consiste  nel  supporre  che  non  si 
abbiano  sistemi  di  radici  comuni  nella  scomposizione  della  con- 
gruenza preccdente  nelle  due 

aj  —  1  3  0  (wior//>) ,     a?+l  =0(morfQ), 

(PQ==^),  e  Taltra  consiste  nelTammettere  che  quando  p  fosse 
parimenti  pari,  anche  2^~~^  debba  indicare  il  numero  delle  de- 
composizioni  in  due  fattori,  scnza  allri  divisori  comuni  che  il 
due. 

Lo  studio  della  congruenza  ax^^b(modp),  dove /i  h  un  nu- 
mero qualunque,  conducono  ad  un'estcsa  invcstigazione  sulle 
proprieta  e  sul  calcolo  dei  radical!  modular!,  teoria  che,  oltre 
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all^iuteresse  che  ofTre  per  se  stcssa,  k  notcvole  per  i  punti  di 
contallo  die  cssa  ha  con  la  leoria  degli  ordinari  radical!  e 
pone  in  niaggior  cvidenza  I'analngia  fia  le  radici  delle  con- 
{^ruenze  c  quelle  delle  equazioni  binomie,  analogia  che  molto 
ingegnosaniente  era  stala  niostrata  da  l^oinsot  nella  sua  mMi- 
moire  sur  l' application  de  VAlgehre  a  la  Theorie  de$  Nombresn. 

L'analisi  particolare  di  queste  e  altre  licerche  di  Da  Silva 
in  rclazione  a  quelle  dei  suoi  predecessor!  e  dei  suoi  conlem- 
porane!  portercbbe  quesla  m!a  nota  al  di  la  dei  limiti  che  mi 
ero  impost!.  Lascio  quindi  per  riprendere  rargomento  in  altra 
occasione. 


SUR  UNE  CLASSE  OE  VARICTCS 

engenorCes  par  OES  SYSTCMES  LINCAIRES 

PROJECTIFS  OHYPERSURFACES 


NOTE  DE 


MaTTEO  B0TTA88O 


Le  Crbmona  dans  son  classique  Memoire  aPrelminari  di  una 
Uoria  geonutrica  delU  superficies  (Memorie  dell* Ace.  delle  scienze 
di  Bologna  —  (2),  1;  1861)  a  etudie  les  varietes  engendr^es  par 
des  systenies  lineaires  projectifs  de  courbes  planes  et  de  sur- 
faces. Ces  considerations  ont  ete  developpees  pour  les  hyper- 
espaces  dans  des  travaux  des  MM.  Veronese  (')«  Roberts  (^, 
PiERi  ('),  Secre  (^),  etc.,  en  etudiant  les  varietes  engendrees 
par  les  intersections  des  varietes  correspondantes  de  plusieurs 
systenies  lineaires  d'hypersurfaces.  Savoir,  on  a  envisage  le 
lieu  6  engendre  par  les  intersections  des  varietes,  de  dimen- 
sion d — n  \-c  —  1,  homologues  dans  une  correspondance  pro- 
jective entre  m+1  systemes  lineaires  Ao,  Ai,...,  A»,  d'hyper- 


(^)  Bthandlung  der  prcjectivischen  VtrhUltnuet  der  BHume  von  verecbie" 
denen  Dimennonen  durdi  das  Princip  dee  Pr(yicirens  vnd  Schneidene, 
•Math.  Annalen*,  19;  1882. 

(>)  Sur  Vordre  des  condifione  de  la  coexistence  des  iquations  alg^bnques 
it  plusieurs  variables.  «JoarD.  fUr  Math.»,  67;  1867. 

(')  SuWordine  della  varieth  generata  da  piii  sistemi  Uneari  omografiei. 
•Rend,  del  Circolo  mat.  di  Palermo*,  11;  1896. 

(^)  Gli  ordini  delle  varietii  che  annuUano  %  detet^natUi  deidiversi  gradi 
estratti  da  una  data  malrife  »Rciid.  K.  Ace.  Lincoi*,  (5),  9;  1900. 
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surfaces  de  Thyperespace  fondamental  [d],  Ces  systemes  line- 
aires,  de  m^me  dimension  n,  se  supposent  formes  par  des 
hypersurfaces  dont  Tordre  /» (t  =  0,  1 , . . . ,  m)  peut  varier  dc  Tun 
a  I'autre  des  systfemes  Aj. 

Pour  renfermcr  dans  la  representation  de  la  variete  9  les  nom- 

bres  dont  elle  va  dependre,  on  Tindiquera  avcc  ^l,    \    '        /  )' 

Les  sumommees  varietes,  de  dimension  d — n-\-c—  I,  homo- 
logues  dans  la  projectivite  entre  les  systemes  Ai(t  =  0,  1,. .  .  ,m), 
8ont  encore  les  varietes-soutiens  des  systemes  d* hypersurfaces, 
de  dimension  n—-c,  qui  appartiennent  aux  systemes  lineaires 
A)  et  se  correspondent  dans  la  projectivite  indiquee. 

Les  entiers  positifs  m,  n,  c,  d  satisfont  a  des  inegalites  evi- 
dentes,  sur  lesquellcs  nous  ne  nous  attarderons  pas;  on  doit 
avoir,  p.  ex. :  0  <  c  <  niin  (wi,  n). 

I^s  entiers  positifs  /o, /<,..., /m  ne  pourront  ^tre  tout  a  fait 
arbitraires,  si  Ton  fait  des  hypotheses  restrictives  sur  les  syste- 
mes lineaires  Aj.  S'ensuit  que,  lorsqu'on  pose  des  pareilles  con- 
ditions restrictives,  ce  serait  une  fault  dire  encore  que  Tordre 

(Tti   n'  c*  d  \ 
,    '     '    '       )  ne  dependent  que 

des  nombres  m,  n,  c,  d,  Iq,  l\,. .  ,,  lm{^).  On  peut  donner  a  ce 
sujet,  dans  le  ni^me  espace  a  trois  dimension,  un  exeniple  tres 
simple,  qui  montre  la  verite  de  ce  que  nous  venons  d'affirnier. 

II  suffit  cnvisager  le  9  (    '     '     '     j  intersection  des  droites  ho- 

mologues  dans  trois  gerbes  projectives. 

Si  les  trois  gerbes  sont  dans  une  position  generate,  le  lieu  9 
n'existe  pas,  savoir  sa  dimension  et  sont  ordre  son  zero;  si  au 
contraire  les  trois  gerbes  ont  ccrtaines  positions  particuli&res, 
ces  caracteres  ont  des  valeurs  diflercntes  de  zero.  Ainsi,  soient 
les  trois  gerbes  representees  analytiquement  par  les  trois  syste- 
mes, d'equations: 

Xo  Foo  +  Xi  Foi  -\-  X}  Foj  =  0 , 
Xo  Fio  +  Xj  Fii  +  Xi  Fij  =  0 , 
Xo  Fjo  4-  Xi  Fu  +  Xi  Fij  =  0 , 


(I)  Crttc  rcinarque  est  subBtauticIlcmcnt  contenuc  dans  la  Note  de 
M.  (i.  Z.  (xiAMuEi.Li.  n  Suite  variety  rappresentate  coWannullare  defermu 
nanti  minon  contenuli  in  un  determinante  simmetrico  ed  emisimmetrico  gene- 
tieo  diformen  Atti  della  R.  Ace.  delle  Scienze  di  Torino,  41;  1906.  Cfr.  la 
note  au  fond  dc  la  page  43. 
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et  la  projectivite  soit  definie  en  disant  homologues  les  plans, 
dans  les  trois  gerbes,  qui  correspondent  (a  un  facteur  de  pro- 
portionnalite  pres)  aux  m^mes  ynleurs  des  parametres  Xo,  Xi^Xs. 
Alors  si  Ton  pose,  par  exemple,  la  condition  particuliere  que 
la  forme  (lineaire)  Fj/^  soit  egale  identiquement  a  F^*  (pour  tou- 

(2  2  •  I  •  3\ 
III) 
un  groupe  ae  quaere  points.  '    *      ' 

D'apres  cet  exemple  on  est  amene,  tout  naturellement,  au 
problhne  ginircU  suivanl : 

Considerons  dans  Thyperespace  [d]  le  groupe  d'hypersurfaces 
Fij^(t  =  0, !,. .  .,iw; A  =  0, 1,. .  .,n)  des  ordres  /,(i— 0, 1,. .  .,wi), 
qui  satisfont  aux  conditions: 

I .®  /o  =  /i  =  • . .  =  A>,  oil  V  =  min  (wi,  n) ; 

2.®    F<jt  =  Fjti,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,A  =  0, 1,. .  .,rain(m,n). 

Soit  At  Ic  syst^me  lineaire  de  dimension  n,  d^fini  par  les 
hypersurfaces  F,o,  F,j , . . . ,  F,„  et  soit  (t,  ^)  —  0  Tequation  de 
Fifc(i  =  0,  1,. . .,  wi; ^  =  0,  I,  . .  .,n). 

Considerons  entre  les  systemes  Ai(i  =  0,  !,  . .  .,m)  la  projec- 
tivite dans  laquelle  a  Thypersurface  d'equation 

Xo.(0,0)  +  X,.(0,  l)+...+  X«.(0,n)  =  0, 

du  systeme  Aq,  va  correspondre  dans  le  syst^me  A|(t=  t,2,...,iii) 
riiypersurface  d'equation 

Xo.(i,0)  +  )ii,(t,  l)+...  +  X,.(i\n)-0, 

oCk  les  n  +  ^  parametres  Xo,  Xi, . . . ,  X^  ont  (a  un  facteur  de  pro- 
portionnalite  pr^s)  les  m^mes  valeurs,  pour  chaque  groupe  de 
m-\-  \  hypersurfaces  homologues* 

Dans  cette  projectivite  se  correspondent  les  hypersurfaces 
FoA,  Fn, . .  . ,  Ftoa  (pour  ^  =  0, 1 , . . . ,  n).  Les  varietes,  de  dimen- 
sion d — n  +  c — I,  homologues  dans  cette  correspondance  pro- 

j  c  (  ^-''^\  ^'^  ^\ 

jective  engendreront  une  "  I,    ,  /  j. 

Quelle  dimension  et  quel  ordre  a  cette  variete? 

Jusquli  present  on  n'a  reponclu  a  cette  question  que  pour 
le  cas  de  m—n  dans  la  Note  indiquee  de  M.  le  Prof.  Segre,  au 
moycn  d'unc  formule  tres  interessante  de  M.  H.  Schcbert  (Cfr. 
Math.  Annulcn,  45;  1894  v^Allgemeine  Anxahlfunctionen  fur  Ke- 
gelschnille,  Fldchen  und  Rdume  zweilen  Grades  in  n    Dimensio- 
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nem^).  Nous  nous  proposons  dans  cette  Note  la  resolution  de 
la  question  posee.  Mdme,  avec  une  plus  grande  genei*alite,  nous 
resoudrons  Tequivalente  question  analytique  qui  suit,  de  la- 
quelle  nous  donnerons  aussi  les  plus  simples  interpretations 
geometriques : 

Sot'eni  (i,  k)  (i  =  0,  ! , . .  . ,  m;  k  ■-  0,  I , .  . . ,  n)  cfes  formes  de  de- 
gres  fixes  (convenablement)  dans  les  variables  xo«  xi,  .  .  . ,  x^,  que 
nous  supposerons  coordonnies  homo  genes  de  point  dans  Vhyperespace 
[dj.  Trouver  la  dimension  el  I'ordre  de  la  variele  Q(ni,n;c;d), 
representee  en  egalanl  a  zero  lous  les  determinants  mineurs  d^ordre 
c  +  1 »  qu'on  peut  tirer  de  la  matrice  symetrique  generale 

||(i,k)||(i  =  0,  l,...,in;k  =  0,  I,...,n), 

savoir  telle  que  I'on  a 

(if  k) » (k,  i],  pour  ioutes  les  valeurs  c/!f  i,  k  »  0,  I , ...,  fnin  (m,  n). 
Dans  le  cas  de  m=n  cette  question  analytique  a  ete  lesolue, 
avec  un'elegante  formule,  par  M.  G.  Z.  Gumbelu  dans  sa  Note 
citee  ^SuUe  varieta  rappresentate  coWannuUare  t  detemiinanti 
minori  ecc.9. 

§  1.  Sans  atteindre  a  la  generalite  de  la  question  nous  pou- 
vons  supposer  m-^n.  La  matrice  symetrique  consideree  sera 
alors  representee  par  le  tableau  (rectangulaire  lorsque  m<^n) 
suiyant: 

(0,0)  (OJ)  ...  (0,»i-l)  (0,w)  (0,m+l)  ...  (0,n) 
(0,1)         (M)     ...    (I,m-1)       (\,m)       (I,m+I)    ...     (l,n) 


(0,  wi  —  I)  ( I ,  wi  —  I) . . .  (m— ! ,  m—  I)  (m— I ,  m)  (wi— ! ,  m-f  1) . . .  (wi  —  1 ,  n) 
(0,m)        (l»w)    ...   (m— l,7w)      (wi,7«)      (w,m+0   ...     (»»,n) 

Les  (i, ^)  sont  des  formes,  dans  les  xo^Xi^, .  ,^Xd  d'ordres 
pi-^-pk^  o'^  pour  les  nomb res /?o» />!»...  »/^n  sont  seulement  pos- 
sibles les  deux  cas  suivants : 

1°)  po,pu»  •  •tpn  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  mais  pas 
tous  egaux  a  zero; 

2®)  /?Q  —  ~- ,/?!  —  —,...,  /?n  —  —-  sont  des  entiers  positifs,  zero 

compris. 
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Etant  |JL,  c  des  entiers  qui  satisfout  aux  conditions  O^tx^cf^m, 
nous  indiquerons  avec  Q  (m,  n;  r,  |x;  d)  la  variete  intersection  de 
^(fn,n\c\d)  avec  la  variete  y(|i.w;n;r/)  representee  par  Tan- 
nullement  de  la  inatrice  ||'i,  A)!|  (i  =  0,  J,. . .,  [x;  A  =  0,  1,. .  .,n). 

On  reconnait  alors  au  moyen  des  theoremes  tres  generaux  2^^°*^ 
et  3*^"^^  du  §  2  du  Memoire  ^  Or  dine  di  una  varieta  pit^  ampia 
di  quella  rappreseniala  coll*  annullare  tuUi  i  minor  i  di  da  to  ordine 
d'una  malrice  generica  di  former  de  M.  G.  Z.  Giambelli  (Me- 
morie    del    R.    Istit.    Lumbardo    (3),    11;    1 904)    que    Tordre 

(^  )   de  \i{m,n\c,n.\d)  est  une  fonction  qui  satisfait 

Po.pi.*",pJ  ' 

a  Tequation  fonctionnelle  suivante: 

(1)  {p,-i-P,).(  "•"'^''^  ) 

^  /m,  7i;r,  |i— 1\        /  m,n;r,  [x— 1  \ 

Vo»  P^9'  •  »/^n/         Vo»  P^9  •  •  'fP^-^fPV-f  Pv—i»  Pv-^^f  •  •  -fPJ ' 

D'apr&s  la  definition  de  Tordre  de  y  (m,  n ;  c,  |x ;  rf),  on  recon- 

(m  n*  c  \jl    \ 
'    '  I  ne  chanfi;e  pas 

POfPh"-,Pn/ 

sa  valeur  lorsqu'on  va  permuter  entre  elles  soit  les  lettres  du 
groupe  pQfPi,  .  .  .,/>vL,  soit  celles  du  groupe  p^^i^p^^i,.  ",pn' 
Designons  avec  9(/^o»/^*>"  •  •'/^'»' l^)>  ^^  c*®*^  0<|i^n,  une 
fonction  des  PofPi9»»»,pn  et  [x,  qui  satisfait  a  Tequatiou  fonc- 
tionnelle 

(2)    (/?|jL-i— />vL).?(/>o'/'i>--- »/^H;iA)  =  cp(/?o, />!, ..-,/>«; [A— 1) 

laquellc,  en  outre,  ne  change  pas  se  valeur  en  permutant,  d'une 
fa9on  quelconque,  entr'elles  les  lettres /?Q,^i,...,p|x,  et  entre  elles 
^|L^i,//{i^2, .  .  .,/in*  On  peut  voir  aisement  par  induction,  sui- 
vant  ae  pres,  par  exemple,  la  demonstration  particuli^re  don- 
nee  dans  le  §  5  (pages  1 15  et  1 16)  du  Memoire  cite  de  M.  Giam- 
BELU,  que  la  fonction  (f{po,pi^^>>,pn\\^)  doit  aussi  satisfaire  a 
Tequation  fonctionnelle  suivante: 

^(V-)'9(P0fPi^'"fPnM^) 

=  S  (—  ^y  P  ([A '  0  •  ?  (Pr^Po^  /'«'••  -'/^r-lf/^r+lf/^r+i,  •  •  'fPn\0)f 
r=0 
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oil  avec  P(|i)  on  a  designe  le  produit  de  -^- — - — —  facteurs 


'(Pi—pt)'(pi-pz) iPi—Pv)' 


{pv^\—Pv)f 


et 


i^Po-PrKPi  —  n  . .  .{pr^i  ^pr)  {pr-pr+i)  {Pf-Pr^t)  •  •  -  (Pr—f^) 

Sous  autre  forme,  avec  plus  d'elegance,  on  pent  ecrire 


ffeO 


AC/'-iiO 


?(P0>Ph'"fPn''>\^) 


oil  A(p;[i)  est  le  determinant  simple  de  Vandermonde 


1      1      ...  1 


Pq  Pi 


P)^ 


Po^pi^  .  .  .  pr** 


des  po,p\,  . .  .^p^f  et  A(/?;|x,r)  (pour  ;==  0,  !,...,  [i)  est  le 
subdeterminant  correspondant  a  Telement  p^V-  dans  le  determi- 
nant A(/i;  |i). 

De  cette  propriete  de  la  fonction  ?(/>o»/'*»  •  •  •»Pn''>  \^)  *'  suit,  en 

particulier,  que  notre  fonction  (       »     '   »  r    \  j^j^  satisfaire  a 

^Po>Ph"',Pn 
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Tequalion  fonctionnelle 


(3)  (    '"'"■''■'!'    \ 

^iP'^\^)     \pr>POfPi^-"fPr''ijPrj-ifPr+h'*'fPJ 

§  2.  La  variete  Q(m,  n;  r,  0;r/)  resulte  rintersection  d'une 
certaine  variete  Q(m — l,n — I;c,  c;  rf)  avec  les  n+l  hyper- 
surfaces,  dont  les  respectives  equations  sont 

(0,^-)  =  0,     (*  =  0,  !,...,  7i). 

Nous  avons  done 

/  m,n;c,0  X 

\  PnPO^Ph  •  •  •  iPr-iiPr-^i^Pr-^t)  "  "tPn/ 
=  (Pr+Po)(pr+pi)'*'{pr+Pn){  '  '    '  ), 

oil    il    faut,    cependant,    regarder   egal    a    Tunit^   le    symbole 
(  J  '    )  J   lorsque  c  =  m, 

\PihPii'  •  ",Pr-hPr+i,Pri^ij"',py  /  m    fl'.C   [L   \ 

Ces  relations  nous  laissent  deduire  I'expression  de  (      '     '  i 

\P0,Ph"-iPn/ 

par  la  consideration  dc  la  question  auxiliaire  suivante : 

Si    ^i,  /'2,  •  •  • ,  f'u    sont    t^    entiers    differents    choisis    parmi 
0,  1,.  . .,  n,  nous  indiquons  avec  P(ri,  rj,.  . .,  r„)  le  produit 

(Pri  —Prt)  '{Prt—  /^rj)  •  •  •  •  •  (fn  —  fr-) • 
'iPr^-'Pr^ (Pri—Pru)' 


•\prur-t  — Pruj't 

et  avec  P(n;  n,  ;•«,...,  r^)  le  produit  PC/^'i,  r'a,.  . .,  r'n_„4.i), 
oCl  /•'i,  r'i, .  .  .,  r'„_tt_|.|  dcsigne  ce  qui  va  resler  de  la  serie 
0,1,...,  n  lorsqu'on  suppriine  dans  celle-ci  les  elements 
n,^f, •••>^u»   Si  dans   P(n;  ri,  rj,.  .  .,  r„)  Ton  suppose  u  =  Oy 
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on  obtient  le  symbole  P(n),   qui  n'est  done  autre  chose  que 
P(0,  l,...,n).  * 

Soil  encore  <!>  ;ri,  r^, . . . ,  r^)  une  fonction  telle  que  le  produit 

<l> (ri) . <|> (n ,  rj) 4>(n,rf,.  .  . ,  r„) 

ne  change  pas  sa  valeur  lorsqu'on   va  permuter  d'une   fa9on 
quelconque  n,  ri, .  .  . ,  f\, 

Enfin   soil  4'' («;  riy  rj, . .  . ,  /u)  (pour  tt  =  0,  l,...,m— c  +  1) 
une  fonction  satisfaisant  a  Tequation  fonctionnelle  suivante 

=      S      (— 0''"""**'^*P(^+«'--^5n,rj,...,r„).4>fri,rj,...,r«).V(u;ri,rsi,...,r,) 
+  S (— l)*"""**"*"*  P(<H^— 1 ;  n,  rj,...,  r,.).  <|>(ri,  n,...,  iv_j,  r,,,  r„_i) .  V («;  a, rj,...,i 


+ 


+     2    (— 0*"'  P(^+«'— ^;n,r2,...,ru).0(ru,ri,rj,...,r,,_l).V(tt;ri,rsi,...,r.). 
On  a,  d'apres  cela,  la  relation 

(6)       P(c+«-l).Y(0)=     S      (_lf+'^-+'«-^'p(.+«-l;r,,r. r.] 

.P(ri,rj,„.,r„).0(n).<|>(n,rj) <l>(ri,  rj,...,  Tu).  Y(«;n,  ri,.,.,  r^), 

oi)i  le  symbole  de  sommation     2j     ^^^  equivalent  a 

2j     2j    *  *  *     Zj 

Je  me  passerai,  pour  ne  prendre  trop  de  place,  de  donner 
dans  ses  details  la  demonstration  de  cette  relation,  qu'on  pent 
d'ailleurs  obtenir  aisement. 

U  suiGra  pour  cela  imiter  le  raisonnement  d'induction  donne 
par  M.  GuMBELU  dans  les  pages  t21  a  123   de  son  Memoire 
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cite^  rclativement  a  la  ronction  particuli^re  (u\  ri,  rs,. . .,  r^.  II 
n'y  a  pas  de  diiBculte  a  etendre  pour  la  ^ {u\  ri,  rt,. . .,  r„)  Ic 
raisnnnement  fait  par  In  pour  la  {u\  ri,  rs, . . .,  r^).  En  effet,  la 
dedanF,    le   r61e   joue   par   le  produit   qu'on   y  va   considerer 

F(ri).F(rj) F (',*)>  depend  exclusivement  de  son  invariabi- 

lite  pour  une  permutation  arbitraire  de  n,  rs, .  . . ,  r«.  On  voit 
done,  tout  de  suite,  comment  soit  possible  generaliser  la  demon- 
stration, en  considerant  le  produit  <l>(r4).<|>(ri,rj) <l>(n,rj,..,,  r^) 

qui  ne  change  pas,  lui  aussi,  lorsqu'on  va  permuter  d'une  facon 
quelconque  n,  7*i, . . . ,  Tq. 

(fit    Tl*  C    C    \ 
'      '     '         )• 

£n  efiet,  si  nous  posons  pour  abreger 

^  W  =  iPr  +  Po)  iPr  +  Pi)'  .  .  (Pr+Pn)  • 


corres 
comme 


pondamment  a   la .  fonction  (         >     '    '         j  consideree 
e  la  V(0),  on  aura  Vo*/'*)  •  •  •  ,f>»/ 


4>(r|)  =  F(rj) 
0(ri,r2)  = j- 


iPri+Pru)(pr^  +  pru)'  •  -(/^r—i  +f>r«) 

Par  consequent,   si  nous  designons  avec  ic  (ri ,  rs, . . . ,  r^)  le 
produit  de     ^    — ^  facteurs 

(PU  +Pr^'(Pu  +Pr^) (Pfi+Pru)' 


'{pr^t+pru)y 
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ou  deduira,  de  la  relation  (6); 

*^/  x«>/  NF(ri)  F(rt) .  .  .  F  (r-,_-i  j) 

Voici     done     explicitement     Texpression     de     la     fonction 

/       IW    71*  C    C      \ 

I         '     '    *        I    savoir  Yordre  de  la  variete  ^(m.  n;  r,  rf).    Cetle 

formule  (7)  avec  les  (3)  et  (4)  permeltra  aussi  d'ecrire,  tout  de 
suite,  I'ordre  de  la  variete  Q(m,  n;  r,  [x;  d), 

Le  degre  de  generalite  de  la  question  proposee  ne  laisse  pas 
donner  aisement  des  expressions  plus  simples  ou  elegantes. 

§  4.  La  dimension  dc  la  variete  12(m,  n;  r,  (i; //)  generate  est 
representee  par  le  degre  du  polyn6me  des  pi^  pt^  -  -  >  ^  pn^  qui 
exprime  son  ordre;  elle  est  egale  a 

(m  — c+ l)(2n  — m  — c  +  2)  , 
2 +  ^"^- 

§  5.  Au  sujet  des  varietes  engendrees  par  des  systenies  line- 
aires  projectifs,  les  resultats  precedents  nous  permettent  d'enon- 
cer  la  proposition: 


La  varied  9  I        '     '    '        1 ,  5t  ni  <C  n,  resulte  de  dimenst 

^POI  Pi7 '     '  ^  Pn^ 


on 


(m  —  c  +  1)  (2/1  —  m  —  r  +  2) 


ei  d* ordre 


5i  au  conlraire    ni  ^  n,   la  variete    9  (         '     '    '        J  result 
de  dimension  \PojPh''jPn/ 


et  d* ordre 


(n  — c+  l)(2w  — n  — c  +  2) 


/     n^m\c^c    \ 
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Supposons  que  ThypersurFace  ¥ik  possede  un  point  arbitraire 
Z,  de  coordonnees  ZQ^Zi,.  •  • « ^tf)  s^vec  la  multiplicite  ^i  +  ^j^,  oil 
pour  les  nombres  ^,-  [i  =  0,  !,•.•,  max  (wi,  n)]  peuvent  se  pre- 
senter les  deux  cas  suivants: 

V)  ^j  [i  =  0,  1, . . . ,  max  (wi,  n)]  sont  des  entiers  posidfs,  zero 
compris.     | 

2**)  T^i —  ft-  [«  =  0,  1, .  . . ,  max  (w,  n)]  sont  des  entiers  positifs, 

zero  compris. 

Nous  pouvons  alors  trouver  la  muUipiicite  du  point  Z  pour 

(Ttl    11*  c  *  d    \  * 
'     '    '        I .   En  effet,  avec  les  considerations 

qu'on  pent  trouver  developpees  dans  deux  Notes  de  M.  Giam- 
BELLi  [dLe  varieta  rappresenlate  da  una  matrice  generica  di  forme 
eccn  aHendic.  R.  Ace.  dei  Linceii>,  1905;  et  celle  dej&citee  tSulle 
varieta  rappresentale  coirannuUare  i  determinanli  minori  ecct 
a(\.  Ace.  di  Torino 0,  1906],  on  aura  que  la  multiplicite  en 
question,  lorsque  n'^m  est 

/    m,  n;r,  c    \ 
et  lorsque  m^n  est 

La   multiplicite   indiquee  est   egale   a    Tordre   du   c6ne   des 

(Tfl    71*  C  d     \ 
P0iPiy***}Pn/ 

Ce    c6ne    est    encore    le    lieu    des    points    de    multiplicite 

— ^^ — r — - — ; — r—rr-r  dc  la  varicte  formee  par  les  droites 

(v  — c)I(w  +  /i  — 2v+l)!         /    ^  ^i-v-rf  \ 

tangentes  dans  le  point  Z  a  la  6 1        '     '    '        U  oix  vs=min  (m,  n). 

^PoyPh*  •  *ipfJ 

(tn  71*  c  d    \ 
'     '   '        )  m^me,  resulte  le  lieu  des  points 
POfPh***^Pn/ 

A          u*   y  *.'      (wi  +  n  — V  — c+ 1)!  /»i,n;v;rf\ 

de  multiplicite  —^ — ; — p— -  pour  la  B         ' 

Les  travaux  plusicurs  fois  cites  ci-dessus  laissent  deduire  en- 
core bien  d'autrcs  resultats  pour  notre  matrice  symetrique, 
mais  nous  ne  nous  attardcrons  pas  davantage  parce  qu'on  pent 
les  obtenir  sans  difficultes. 

§  6.  Je  crois  p]ut6t  utile  de  rappeler  mieux  Tattention,  quoi- 
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que  tres  rapidemcnt,  sur  les  liens  entre  la  theorie  des  varietes 
representees  en  egalant  a  zero  les  mineurs  d'une  ma  trice  de 
formes,  et  les  lieux  geoniclriqucs  engendres  avec  des  project!- 
vites  etablies  panni  des  systemes  d'espaces. 

Considerons  dans  I'liyperespace  [</]m+l  espaces  Rq,  Ri,...,  Rn 
de  m^me  dimension  I,  conime  soutiens  de  m-\-\  hypergerbes 
projectives  d'espaces  [c],  oix  soit  0^/<c<rfet  c  —  i^tn. 

Le  lieu  des  points  ^,  engendre  par  les  intersections  (possi- 
bles) des  [c]  homologucs  dans  les  m  -f-  I  hypergerbes,  est  la  va- 
riete  representee  en  egalant  a  zero  tous  les  mineurs  d'ordre 
c  —  ^+1  d'une  matrice  de  formes  lineaires  de  m+  1  lignes  et 
de  rf — I  colonnes. 

Cela  subsiste  d'ailleurs  m^me  pour  /  =  — 1,  savoir  si  Ton  va 
consid^rer  m+1  espaces  7:0, i^i,.  •  •I'^m  projectifs  entre  eux  et 
coincidants  avec  Thyperespace  [rf].  Alors,  pour  0<lr<m,  le 
lieu  V,  engendre  avec  les  intersections  (eventuelles)  des  espa- 
ces [c]  homologues  appartenant  aux  m-}- 1  espaces  ^i,  tcj,  . . . ,  t:^,, 
n'est  autre  chose  que  la  variete  representee  par  rannullement 
de  tous  les  mineurs  d'ordre  c-\-2  d'une  matrice  de  formes  line- 
aires de  m+l  lignes  el  d-\-l  colonnes. 

Ainsi,  par  exemple,  relativement  a  I'hypothese  I  —  — 1,  c'est 
remarquable  le  cas  particulier  de  m=\.  On  obtient,  dans  ce 
caS;  que  les  points  doubles  d'une  homographie  entre  deux  es- 
paces [d]  coincidants  peuvent  se  representer  avec  une  matrice 
de  formes  lineaires  de  deux  lignes  el  d-{-l  colonnes. 

Soient  justement 

(1=0.1,. ..,rf) 

les  respectives  equations  des  hyperplans  ?:»,  i:'i  (1  ==  0,  1 , . . .,  rf), 
telles  que  tCq*^^)*  *  *>  ^<<  soient  entre  eux  lineaircment  indepen- 
dants  et  la  indme  condition  soit  verifiee  pour  x'q,  tc'i,  . . . ,  7:'^. 

Considerons  Thomographie  dans  laquelle  se  correspondent 
les  hyperplans  d'equations 

hfo  +'^ifi  +'"  +  hfd  =0, 

oil  les  rf-f  1  parametres  Xq,  X|,. . .,  X^  sont  les  m^mes  pour  cha- 
que  couple  d'hyperplans  homologues.  Les  coordonnees  des 
points  doubles  de  cette  homographie,  annuleront  alors  tous  les 
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subdeterminants  (du  second  ordrc)  de  la  matrice 

^  A  •••  U 

Enfin,  pour  montrer  encore  que  les  etudes  sur  Ics  lualrices 
devraient  justement  truuver  aupres  des  Geom^tres  une  conside- 
ration bien  plus  grande  que  celle  dont  elles  jouissent  a  pre- 
sent, j'irai  conclure  avec  les  mots  suivants  dc  M.  M.  S'n)TyAERT(^): 

La  Geometrie,  en  appliquani  la  theorie  de  I'eliminalion  entre 
deux  equations  algebriques  n'ulilise  guere  que  la  condition  d'eans- 
tence  d'une  seule  racine  commune,  Les  conditions  pour  que  les  equa- 
tions aient  plus  d^une  racine  commune  peuvent  donner  ausst  des 
risuUats  geometriques  inieressants. 


(*)  Voir  le  tout  recent  bcaa  M^moirc,  couronii6  par  rAcnd^mie  Royalc 
de  Ifi  Belgique,  nCinq  dtndes  de  G^.omiirie  analytique**.  «M6in.  8oc.  R.  dea 
Sciences  dc  Li6ge,  (3),  7,  1907. 


NOTE  SUR  LE  PROBLfME  INVERSE  OES  QUADRATURES 


PAR 


Ed.  COLLIGNON 


I 

Soil 

Tequation  donnee  d'une  courbe  plane,  rapportee  li  deux  axes 
rectangulaires,  OX,  OY.  L'aire  12  de  cette  courbe,  prise  entire 
deux  valeurs,  a  et  oji,  de  I'abscisse,  est  representee  par  I'inte- 
grale 


('^  /' 


et  le  problems  direct  des  quadratures  consiste  a  determiner  Q  en 
fonction  dc  Tabscisse  a?i,  limile  superieure,  que  Ton  peut  re- 
garder  comme  variable, 

Le  problcme  inverse  consistera  a  determiner  a;i  en  Fonction  de  12: 
c'est  la  question  que  nous  allons  examiner  dans  cette  note. 

U  arrive  frequemment  dans  Ics  applications,  que  la  fonction 
f(x)  ne  soit  pas  defmie  analytiquemcnt.  Elle  est  donnee  sur 
I'epure  par  un  ensemble  de  points  discontinus,  dont  chacun 
repond  a  une  bypothese  particuliere ;  leur  ensemble  represente 
les  resultats  d'une  serie  d'observations  dont  on  chercbe  la  loi. 
L*integration  n'est  plus  alors  possible  avec  la  rigueur  geome- 
triquc,  et  nc  peut  etre  obtenuc  qu'avec  unc  approximation  plus 
on  moins  satisfaisantc,  Dans  ce  cas  Ics  methodes  grapbiques 
s'imposent,  et  Ton  est  bien  force  de  s'en  con  tenter. 
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Nous  commencerons  par  rappeler  quelques  principes.  Soil  AB 
une  droite  donnee, 
rapportee  a  deux  axes 
rec  tangulaires  O  X , 
OY.  Proposons-nous 
de  determiner  sur 
cette  droile  un  point 
M  tel,  que  le  trapeze 
OAMP,  compris  entre 
raxe  OX,  I'axc  OY, 
la  droite  AB  et  Tor- 
donnee  MP  du  point 
M,  ait  une  aire  H  don- 
nee. 

Prenons  sur  OX  la  quantite  ON  telle,  que  le  triangle  OAN 
soit  equivalent  a  Taire  donnee  Q.  Les  droites  AP,  MN  etant  pa- 
ralleles,  on  aura,  en  prolongeant  BA  jusqu'au  point  F  oix  cette 
droite  coupe  OX, 

Tp^^fOxFN; 

et  par  suite,  il  suiGt  de  faire  passer  un  arc  de  cercle  par  les 
deux  points  O  et  N,  de  mener  a  cet  arc  une  tangente  FH,  et  de 
rabattre  FH  en  FP  pour  determiner  en  OX  le  point  P,  et  Tor- 
donne  PM, 

Le  rabattement  de  FH  pouvent  s'eflectuer  dans  les  deux  sens, 
on  aurait,  sur  le  prolongement  de  FX,  un  second  point  1^  qui 
satisferait  aux  conditions,  et  qui  correspondrait  a  la  racine  ne- 
gative de  Tequation 

dans  laquelle  on  ^  pose  />  =  FO,  c  =  ON,  jr  =  OP.  On  en  de- 
duit  les  deux  valeurs  de  x 


X 


=  -/>+  \/b{b  +  c). 


Cette  meihode  pent  etre  appliquee  par  approximation  au 
probleme  qui  nous  occupe.  Mais  revenons  au  cas  general. 

Nous  nous  proposons  de  resoudre,  par  rapport  a  la  limite 
supericure  ori,  Tequation 


f(x)  ,/x  =  Q, 
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Q  ayant  uue  valeiir  donnee.  Les  methodes  directes  de  quadra- 
ture pourrout  nous  conduire  a  determiner  une  abscissa  jr',  a 
laquelle  correspondra  une  aire 


L 


/(x)dx  =  Q' 


moindre  que  U,  mais  telle  cependant  que  la  difference  Q  —  o'«bo> 
soit  suffisamment  petite ;  la  quantiie  q>  sera  la  correction  a  ope- 
rer  sur  Taire  incomplete  q';  ce  qui  entraine  une  alteration 
Xi—x'  ^^u  de  I'abscisse.  On  sera  done  ramene  a  resoudre 
I'equation 


f{x)dx  =  (i}. 


dans  laquelle  la  difference  Xi—x'  =  u  des  deux  limites  est  sup- 

f)osee  tres  petite.  Pour  operer  la  correction,  on  pent  appliquer 
a  solution  graphique  indiquee,  en  observant  que,  dans  Pinter- 
valle  a/,  a?i,  la  tangente  pent  en  general  ^tre  substituee  a  la 
courbe. 

Soit  OC  =  ay  Tabscisse  et  CD==^  Tordonnee  du  point  D, 


Fig.  2 

oh  se  termine  Taire  Q^  Prenons  a  partir  du  point  C  le  segment 
CE  tel,  que  le  triangle  DCE  ait  pour  aire  co  la  quantite  qu'il 
faut  ajouter  a  q'  pour  former  Paire  demandee  Q.  Si  nous  me- 
nons  la  tangente  DM  au  point  D  de  la  courbe,  le  point  M  sera 
sensiblement  sur  la  courbe  et  sur  la  tangente,  puisque  nous 
supposons  tres  petit  Tare  DM ;  et  I'aire  ajoutee  a  q'  par  le  ti*a- 
peze  DCPM  aura  pour  mesure  co,  si  I'on  determine  le  point  P 
par  I'equation 

fP  -  FC  X  FE  . 
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Le  segment  FP  est  inoyen  proportioniiel  entre  FC  et  FE;  mais 
si  le  point  F  est  suffisamment  eloigne  des  points  C  et  E,  on  pent 
a  la  nioyenne  proportionnelle  snbstituer  la  moyenne  anthme- 
tique,  et  prendre  pour  P  le  milieu  de  la  base  CE  du  triangle 
additionnel.  L'erreur  commisc  dans  cette  substitution  est  repre- 
sentee sur  la   figure   par  I'aire  du  triangle  DM'M,  c'est-a-dire 

par  —CDxM'IM,  soit  --dxdy,  quantiie  negligeable  en  general. 

Cette  construction  geometrique  repetee  pent  ^tre  employee 

pour  le  partage  de  I'aire  \f{x)dx  en  un  nombre  p  d'elements 
superficiels  equivalents.    J^ 

On  parti ra  de  Tordonnee  iniliale  de  Taire,  celle  qui  corres- 
pond a  Tabscisse  a,  limite  infe- 
rieure,  et  Ton  determinera  Tor- 
donnee  PM  infiniment  voisine, 
sous  la  condition  de  rendre  la 
surface  comprise  entre  ces  deux 
ordonnees  egale  a  une  aire  de- 
terminee  u),  suffisamment  petite. 
On  refera  la  m<ime  operation 
pour  Tordonnee  PM:  elle  con- 
duira  a  une  nouvelle  ordonnee  P'M\  assui*ant  la  valeur  co  a  I'aire 
intermediaire.  Operant  ainsi  de  proche  en  proche,  ou  (ormera 
dans  Taire  dc  la  courbe  une  serie  continue  d'elements  compris 
entre  deux  ordonnees  consecutives,  et  ayant  tous  pour  aire 
commune  la  quantite  (u,  arbitrairement  choisie. 


PP'P 


Pig.  3 


Courbes  paraboliqaes 


Soit 


(I)         y  =  f{x)  =  Ajj"»  +  Ba^^^-i  +  Ca?"»-2  +  _  ,  _j.  pa.4.  q 

I'equation  d*unc  courbe  parabolique  donnee,  de  degre  m;  on 
se  propose  de  decouper,  par  une  ordonnee  finale,  une  aire  12 
donnee,  commencant  a  Tabscisse  a?  =  0. 

Multiplions  par  dx  et  faisons  Tintegration.  Nous  aurons 


(2)    Q=    f(x)dx  =  ^^^ 
'  ^  Ji^  '  m-\-\ 


m 


m —  1 


On  aui*ait  done  a  resoudre  Tequation  (2),  qui  est  du  (»t+  O*"* 
degre  par  rapport  ii  X{.  On  pout  aisemcnt  la  ramcncr  au  degre 
Von.  IV  —  N  "  4  2 


?I0 


m;  posons  en  efTet 

et  supposons  cctte  courbe  controite;  si  nous  y  associons  la 
courbc 

(4)  za:i  =  ii, 

c*est-a-dire  une  hyperbole  da  second  degre,  les  points  de  ren- 
contre des  deux  lignes  feront  connaitre  les  solutions  reellcs  de 
Inequation  (2). 

II  est  possible  d'allcr  plus  loin,  en  ramenant  Thyperbole  (4) 
a  une  courbe  unique,  qui  servira  par  tons  les  problemes  ana- 
logues  que   Ton   pent   avoir   a   resoudre.    Posons  X|  =  ^  k  u , 

^i=^(/q,  et  substituons  dans  les  equations  (3)  et  (4).  11 
viendra 

^  ^  m-{-\  m  m—\  2         ^Q 

(6)  ^S=l. 

Pour  deduire  Tequation  (5)  de  I'equation  proposee  (1),  on 
fait  subir  li  cliaque  terme  de  celle-ci  une  meme  modification. 
Le  terme 

(I)  y  =  ...  +  A,«iaj"-P+«+... 

se   change  d*abord  dans    le    terme   correspondent   de    IVqua- 
tion  (3) 

(o)  {J  =  .  •  .  -j  J— r       r  •  •  • 

^  ^  m — /?  +  2 

puis  dans  le  terme  correspondent  de  Tequation  (5) 


(5)  ^  =  ...+ 


tn— /?  +  2 


Quant  li  rhyperbole  (5),  ellc  scrt  pour  lous  les  degres,  et  peut 


#         * 


etre  tracee  a  pert,  au  moyen  d'un  gabarit  universellement  ap- 
plicable. 


^H 


On  peut  observer  que  le  calcul  des  coefflcients  de  Tequa- 
tion  (5)  peut  se  faire  en  s'aidant  des  logarithmcs,  ce  qui  sim- 
plifie  les  operations. 


Applications  k  dirers  exemples 

Droiie         y  =  Aa?  +  B . 
On  construira  la  droite 

(3)  z=~  +  li,         ' 

qu^il  faudra  couper  par  Thyperbole 

(4)  zx  =  Q. 

Si  Ton  veat  reduire  les  lignes  par  I'application  du  principe 
de  similitude,  on  posera 

(5)  ^-T-^Vq 

(6)  ^f  --=  r . 

Parabole  du  second  degri        y  —  Aa?*  +  B*  +  C. 


(3)  et  (4) 


Aaj*  X 


a/q^,  .  B5  .    C 


^  = 


5^+^  + 


(5)et(6)  ^  2/2 


Examen  d^an  eas  sp^ial 

Les  equations  de  la  forme 

y  =  Ax*" , 


^10 


c'est-a-dire  doiit  le  second   niembre  est  un  inonome,    se  pre- 

tent  pour  la  quadrature  graphique  ii  une  notable  simplification. 

Nous  appellerons  courhes  monomes  les  courbes  representees  par 

ces  equations. 

Supposons  d'abord  m  posilif.   L'ordonnec  y  s'annule   pour 

x  —  0.  Faisons  la  quadrature  entre  les 
liinites  a?  =  0,  xi  =  OP.  II  vient  pour 
Taire  OMP  =  u, 


i/x 


"^/? 


Aa?i"*  X- 


I  Aa;«-f-i 


m 


-i"|Xt 


X 


a?iyi 


Menons  la  tangente  MH  au  point  M.  Nous  aurons  pour  la  sous- 
tangente  PH, 


et  Ton  a  par  consequent 


u  =  (^xy.) 


l/f 


xyiix 


m+\  ' 


produit  de  Taire  du  rectangle  HPMK*  construit  sur  Tordonnee 
et  la  sous-tangcnte  finales,  par  la  fraction 


m-f  1 


Supposons  en  second  lieu  que  m  soit  negatif.  L'ordonnee  a 
Toriginc  de  la  courbe  n'est  plus  nulle,  niais  elle  devient  infinie. 
Au  lieu  de  prendre  la  quadrature  entre  les  liniites  0  ct  j?i,  nous 
la  prendrons  entre  deux  limites  n  et  a*i,  ne  comprenant  pas  la 
valeur  zen),  qui  rendrait  infini  releinent  y</x  de  la  sonimc.  II 
viciit  alors 


Q 


=j^;/a:=.A( 


Xl 


m+l a^^^ 


m  -f  1 


■)- 


1 


w  +  1 


(a?iyi  —  ab) 


en  appelant  y{  Tordonnee  correspondante  a  I'abscisse  a?i,  et  b 
Tordonnee  correspondante  a  Tubscisse  initiate  a,  L'aire  cher- 
cliec  s'exprinie  encore  par  la  dillerence  des  rectangles  MPHK, 
M'P  II  K',    con.stniils   aux  deux  cxlrt'inilcs  de  la  surface  \\  eva- 
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luer,   sur  Tordonnee  et  la  sous  tangente  de  la  courbc   a  ces 
deux  extremites.    On   aura 
en  definitive 

Q  =.  (rectangle  MPIIK 


—  rectangle  M'P'H'K) 


m 


m+1 


en  observant  que  Tanalyse 
fait  negatives  les  aires  des 
deux  rectangles  indiquees, 
de  sorte  que  Taire  prise  en 
valeur    absolue    s'exprime 

par  la  fraction  — ^^—7  de  la 

^  m-f-  1 

difference  des  rectangles,  changee  de  signe. 

Appliquons  cette  regie  a  I'hyperbole  du  second  degre, 


A2 


X 


^«jr-«. 


Nous  aurons  en  prenant  la  soustangente 

et  les  rectangles  a  former  ont  pour  mesure  constante, 

— ajxy  =  — A'; 

et  leur  difference  est  nulle.   D'un  autre  c6te  Texposant  m  est 
egal  a  —  1 ,  de  sorte  que  le  facteur  numerique 


m+1 


a  une  va- 


leur infiniment  grande.  L'aire,  prise  entre  deux  limites,  se  pre- 
sent sous  la  forme  indeterminee  zero  muUiplit  par  rinfini, 
et  la  methode  ne  s*applique  pas  a  ce  cas  particulier.  On  sait 
d^ailleurs  que  Taire  de  Thyperbole,  rapportee  a  scs  asymptotes, 
s'exprime  par  la  f(mction 


f?^-^'Xi- 


hH 


{% 
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c'est  la  vraie  valeur  du  produit  indetermine  qu'on  ricnt  d'obte- 


nir. 


1^  mediode  s*applique  sans  restriction  a  Pexponentielle  re- 
presentee par  Tequation 

X 

pour  laquelle  nous  ferons  la  quadrature  a  partir  de  Tabscisse 
x-a  —  00,  qui  annule  Tordonnee  y.  II  vient 


J  —09  L  J— 00 


«1 


khe^     =G4/* 


La  quantite  a  retrancher  pour  tenir  compte  de  la  limile  infe- 
rieure  est  nulle,  et  disparait  d'elle-meine.  Or  on  a 


dx        h 


et 


ydx_ 
dy 


A, 


quantite  constante.  L'aire  cherehee  est  done  ^gale  au  produit 


X\ 


de  Tordonnee  finale  yi  par  la  sous  tangente,  qui  a  une  valeur  cons- 
tante pour  toute  la  courbe.  Le  facteur  numerique 


m-\-\ 


-  est  ici 


egal  a  Tunite,  ce  qui  correspond  a  une  valeur  infiniment  grande 

de  Texposant  m. 

En  definitive  Pexponenticlle  est  Tune  des  courbes  qui  se  pre- 

tent  le  inieux  a  devaluation 
de  Taire  IIMP,  comptee  a 
partir  du  point  R  situe  a 
rinfini,  jusqu'a  une  ordon- 
nee  MP  quelconque ;  et  celle 
qui  se  pr^te  le  mieux  aussi 
a  la  solution  du  probUme 
inverse.  Si  I'on  veut  couper 
X  Texpontielie  par  une  or- 
donnee  MP  qui  determine 
une  aire  BMP  egale  a  une 

quantite  donne  Q,  coinme  cette  aire  est  cquivalente  au  rectangle 

MPHK,  et  que  la  dimension  PH  de  ce  rectangle  est  constante 
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et  egale  a  A,  il  suffit  de  diviser  Taire  Q  par  h,  ce  qui  fait  con- 
naitre  I'ordonnee  lVIP  =  yi,  a  laqtielle  il  faut  arrdter  la  coiirbe. 

On  peut  observer  que  la  laiigeiilc  MH  nienec  au  point  M; 
partage  I'aire  RMP  en  deux  parties  equivalentes  HMP,  RMH. 

Comme  cas  particulier  on  peut  aussi  appliquer  la  methodc  a 
la  droite 

qui  passe  par  Torigine.  Entre  les  limites  x^=^0,  x  =  Xi  I'aire  Q 
est  egale  a 

c'est-a-dire  a  la  moitie  du  rectangle  OPMK,  construit  sur  Tor- 
donnee  finale  PM  et  la  soustangerUe  PO. 

Le    facteur   numerique    — -— -  prend  la 

valeur  -^,  puisque  Tcxposant  m  est  egal 

a  Tunite. 

Les  courbes  monomes  y  =  Asc"*  ont 
d'autres  proprietes,  que  nous  etudierons 
dans  une  note  speciale,  s'il  y  a  lieu. 


Fig.  7 


Modification  de  la  methodc  g£n6rale 
dans  certains  cas  particnliers 


Un  exeinple  simple  suffira  pour  montrer  comment  la  me- 
thode  peut  ^tre  modifiee  dans  certains  cas  speciaux  qu'on  ren- 
contre dans  la  pratique. 

Considerons  I'equation 


(») 


y=*^(&-««). 


qui  represente,  comme  on  sait,  la  courbe  des  moments  flcchissants 
dans  une  pontre  droite  posf'e  sur  deux  apposes  de  niveau  X  et  B, 
et  chargee  uniforiniment  entre  ces  deux  appuis.  La  quantite  /  est 
la  portee  \B  dc  la  poutre,  et  f  est  la  fleche  de  la  parabole  au 
milieu,  valeur  maximum  du  moment  flechissant  developpe  par 
la  charge. 
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\u  lieu  d'appliquec  la  melhode  generale  au   probleme  qui 

consiste  S)  decouper  une  aire 
donnee  u  dans  la  parabole  par 
une  ordonnee  MP  vcrticale,  on 
pcut  faire  Tinlegration  dc  A  a 
P,  ce  qui  donne 


(3) 


L  T      P 

Fig.  8 

Tracons  sur  une  epure  la  droite 

4   Xi 


2/"     ,/,       2   Xi\ 


z  =-  2/"- 


3  "/  ' 


et  construisons  sur  la  meme  epure  riivperbole  du  Iroisieme  ordre 
(4)  zxi^  =  /li . 

Les  points  d 'intersection  dc  la  courbe  et  de  la  droite  auront 
pour  abscisses  les  racines  de  IVquation  (2). 

On  pent  aussi  transformer  ces  lignes  par  affiniie,  au  lieu  de 
recourir  a  la  similitude,  Posons 


Xi 


=  S/li\     2=/^, 


en  appliquant  des  coefficients  diflei*ents  a  chacune  des  varia- 
bles Xi  et  z.  II  viendra 


(3') 
et 

(4') 


/        3      t*     ^' 


-.5'=>. 


pour  Tequation  de  la  droite  et  de  I'hyperbole  cubique;  cette 
derniere  courbe  ne  change  pas  avec  la  valeur  que  Ton  attribue 
a  Taire  u. 

On  peut  encore  operer  d'une  autre  maniere  et  poser  xi  ==  /u, 
en  rapportant  a  la  portee  /  les  abscisses  complees  sur  la  poutre 
AB.  L'equation  a  resoudre  devient 


(2") 


U^ tt^  =  tt*  I  1  —  —  tt  I  = 

3  \         3    / 


Q 


2fi' 
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de  sorle  que  le  probleme  consiste  a  chercher  la  valeur  de  u 

qui  rend  le   premier  inembre   egal   a   -— ^ ,   quantite  connue. 

Comine  u  ne  peut  varier  que  de  Gal,  on  arrive  tres  rapide- 
nient  a  dresser  une  table  des  valeurs  du  premier  membre,  et 
Tinspection  de  cetie  table  donne  sur  le  champ  la  valeur  cher- 
chee.  La  fonction  etant  du  troisieme  degre,  ses  differences  troi- 
siemes  sent  constantes,  et  la  table  peut  etre  dressee  en  quelques 
instants,  en  ne  faisant  que  des  additions. 

On  pourrait  imaginer  encore  d'autres  nianieres  d'operer. 
Get  exemple  montre  comment  la  met  bode  generale  peut  se  plier 
aux  circonstances  particulieres  du  probleme  qu'on  a  a  resoudre. 


Table  des  Talenn  de  la  fouetioii 

V 
entre  les  Taleors  u  =  0  et  u  =  1 


-<■-!.) 


u 

V 

Obsenrations 

0 

0,00000 

0,1 

0,00933 

0,2 

0,03466 

0,3 

0,07200 

0,4 

0,11733 

0,5 

0,16666 

Point  d'inflexion :  aire  —  -?-  X  2//. 

0,6 

0,21600 

0,7 

0,26133 

0,8 

0,29866 

0,9 

0,32400 

1,0 

0,33333 

aire  totale  da  segment  paraboUque : 

gy/. 

3 
L'ordonn^e  Y  est  nulla  pour  ti  =  0,  racine  double,  et  pour  u  =  -^ 


L'aire  de  la  parabole  devient  nuUe  pour  u  =:  -^,  ou  pour  x 
Taddition  des  aires  negatives  au  del^  de  u  =  l/ 


3 

2  • 
3 


=  "o-'   par 


NOTE  SUR  QUELQUES  MAMMIFeRES 
DE  L'AFRIQUE  OCCIDENTALE  CAPTURES  PAR  FR.  NEWTON 

EN  1905  ET  APPARTENANT 
AU  MUSEUM  D'HISTOIRE  NATURELLE  DE  PORTO 


PAR 


A.  F.  DE  Seabra 


Ord.  chiroptera 

1.  EpomopAofus  gambtanus  (Ogilby). 

a  ^  ad.  Mossamedes. 

2.  Epomophortm  comptus,  Allen. 

a  ^  -dd,  Mossamedes. 
C'est  line  espece  assez  rare  dans  les  Museums  et  curicuse  par 
sa  ressemblance  avec  les  Cynonycleris. 

3.  Hipposidej'us  fuliginosa  (Temm.). 

a  $  ad.  Mossamedes. 

4.  Hipposulerus  caffra  (Sund.). 

a  J  Mossamedes. 
Nous  avons  eu  quelques  doutes  sur  la  determination  de  oet 
exeraplaire  qui  differe  un  pen  des  types  de  Tespcce  existants 
dans  les  collections  du  Museum.  Mr.  le  Prof.  Oldfield  Thomas, 
que  nous  avons  consulte  sur  ce  sujet,  croit  qu*il  s'agit  vraiment 
de  r//.  caffra^  puisque  celle  espece  est  siijeite  a  des  variations 
dans  le  systeme  des  feuiiles  nasales  et  dans  la  couleur  du  pc- 
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la^e,  ainsi  que  Mr.  Andersen  le  (ait  remarquer  dans  un  travail 
public  dans  les  Jnn.  Mag.  N.  H.,  1906,  pp.  276-277. 

Chez  notre  exeinplaire  les  plis  secondaires  des  appendices 
nasaux  se  reunissent  sur  le  devant.  Le  pelage  est  d'un  gris  blan- 
chfttre  en  dessous  et  en  dessus  et  recouvre  presque  entifere- 
nient  la  partie  posterieure  des  oreilles.  Les  plis  anterieurs  du 
palais  fonncnt  des  angles  obtus,  les  posterieurs  sont  droits. 
Chez  d'autres.  excinplaires  de  \ H,  caffra  que  nous  avons  exa- 
mines, les  plis  anterieurs  du  palais  sont  courbes. 

Dimensions:  —  Tete  19  mil.,  oreil  12  mil.  (hauteur  prise  pos- 
terieurement)  avaut  bras  44  a  45  mil.,  pouce  5  mil.,  tibia 
19  mil.,  pied  7  mil.,  calcaneum  9  mil. 

5.  Nicteris  capensis.  Smith. 

a  9  ad.  Mossamedes. 
var.  fuiiginosa,  Peters? 
a  ^  ad.  Mossamedes. 
Nous  ne  trouvons  pas  une  grande  difference  entre  le  tragus 
et  les  premolaires  inferieures  de  cet  exemplaire  et  de  celui  que 
nous  avons  considere  comme  type  de  Tespece.  11  presente  ce- 
pendant  la  fourrure  d'une  couleur  fauve  parFaitement  compa- 
rable a  celle  des  types  plus  caracteristiques  du  H.  fuiiginosa, 

6.  Nycteris  thebaica,  E.  Geoff. 

a.  b.  $  9,  Cazengo. 
c.  9,  Mossamedes. 

7.  NycUris  hispida  (Schr.). 

a.  (5,  Mossamedes. 

8.  Vesper tilio  sp.? 

a.  ^,  Mossamedes. 

9.  Scotophilus  borbonicus  (E.  Geoff.). 

a,  9«  Mossamedes. 

10.  Taphosous  mauriiianus  (E.  Geoff.). 
^.  ^-  S  9*  Mossamedes. 

Ces  deux  exemplaires  apartiennent  a  la  variete  cinerascens 
que  nous  avons  decrite  dans  le  Jornal  de  Sciencias  Mathema- 
iicas,  Physicas  e  Naturaes,  tomo  iv,   1900,  p.  12. 

11.  Nyctinomus  limbaius  (Pet.). 

a.  9,  Mossamedes,  • 
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Onn.  INSECTIVORA 

12.  Macroscelides  rupestris,  A.  Smilh, 
«.  h.  $  i,  Bahia  dos  Tigres. 
c.  d.'S  9,  Mossamedes. 


Ord.  RODENTIA 

13.  Myoxus  (Elyomis)  murinus,  Dcsm. 

a,  9,  Mossamedes. 

14.  Gei'bilus  validus,  Bocage. 

d,  $  ad.,  Bahia  dos  Tigres. 

15.  Mus  norwegicus,  Erxleb. 

a,  $  ad.,  Bahia  dos  Tigres, 

16.  Criceiomys  gambianus,  Waterh. 
A>  b,  S,  9,  Bahia  dos  Tigres. 

17.  Jrvicanlhis  viltaius.  Wag. 

a.  9,  Mossamedes. 

18.  Golunda  falax,  Peters. 

a.  $  ad.,  Bahia  dos  Tigres. 


MOLLUSQUES  TERRESTRES  DU  PORTUGAL 


PAR 


AUGUSTO   NOBRE 


II 

MONOGRAPHIE  DBS  FAMILIES  SUCCINIDM  ET  AURICULIDM 


Fam.  V  — SUCCINIDJE 

Auiinaux  a  corps  Irapu  ou  limacifornie,  pourvus  d'une  co- 
quille  externc,  dans  laquelle  its  rentrent  plus  ou  moins  compl^- 
tement,  ou  interne;  tentacules  superieurs  cylindriques,  asscz 
courts,  tentacules  inferieurs  tres  peu  developpes  ou  invisibles. 
MAchoire  surmontee  par  une  plaque  accessoire  quadrangulaire; 
radule  a  dent  centrale  tricuspidee,  dents  laterales  de  la  meme 
grandeur,  bicuspidees  ou  tricuspidees ;  dents  marginalcs  mul- 
ticuspidees;  coquille  externe,  fragile,  paucispiree,  oblongue  ou 
auriforine,  a  ouverture  grande;  coquille  interne  aplatie,  petite 
ou  ovale,  arix)ndie,  mince. 

La  iamille  des  Succinidse  est  representee  en  Portugal  a  peine 
par  un  genre. 

Coquille  ovale-alloDff^o  ou  oblongue,  fragile,  miiico,  translu- 
cide  ou  jaune  ambr^e,  imperfor^e,  k  sjiire  compos^e  de 
tours  pcu  nombreux;  ouverturo.  plus  ou  moins  graude,  el- 
liptique  ou  ovale;  columclle  simples,  tranchnnte,  peris- 
tome lion  r^flcxi  6.  Snccinea. 
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Le  genre  Succinea  comprend  deux  especes: 

Coqaille  petite,  ovale-oblongue,  fragile,  k  tours  assez 
arrondis  ct  k  ouverture  ovale  S.  oblonga,  Drap. 

Coquille  oblongue,  allong^e,  fragile,  translucide  ou  k 
couleur  ambr^e;  ouverture  tr^s  grande,  anguleuse  su- 
p^rieurement';  tours  sup^rieurs  tr^s  petits  et  peu  ar- 
rondis, le  dnrnier  tour  tr^s  grand  S.  elogans,  Risso. 


Succinea  oblonga,  Draparnaud 
PI.  I  — Figs.  1,2 

Succinea  oblonga,  Drap.,  Tabl.  Moll.,  p.  56  (1801)  —  Hist. 
Moll.,  p.  59,  pi.  3,  f.  24-25  (1805)  — Graells,  Mol.  Espafia, 
p.  2  (1846)  — Dupuv.  Moll,  de  France,  v.  1,  p.  71,  v.  II,  pi.  1, 
f.  9  a-b  (1847)- Gassies,  Moll.  Agenais,  p.  II  (1849)  — Mo- 
quin-Tandon,  Moll.  France,  2«,  p.  61,  pi.  7,  f.  32  33  (1855)  — 
Jeffreys,  Brit.  Conchol.,  v.  I,  p.  154,  v.  11,  p.  157,  pi.  viii,  f.  6 
(1862)  — Grognot,  Moll.  Saone-et-Loire,  p.  )0  (l^^3)  — Ha- 
genmullcr,  Moll.  Alsace,  p.  8  (1872)  —  Rossmiissler,  Iconogr., 
7«,  p.  84,  pi.  204,  f.  2080-2083  (1879)  — Statuti,  Moll.  Prov. 
Homana.  p.  83  (1882)  — Pollonera,  Moll.  Piemonte,  p.  29  (1885) 
—  Norman,  Rev.  Brit.  Moll.,  p.  339  (1890)- Sharff,  The  Irish 
Moll.,  p.  16  (1892). 

Succinea  abbreviata,  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  54,  pi.  5,  f.  4 
(1845)  — Hidalgo,  Mol.  ler.,  p.  217  (1875)  — Rossniassler,  Ico- 
nogr.,  7^  p.  76,  pi.  204,  f.  2085  (1879)  —  Locard,  Conchvl. 
port,,  p.  10  (1899). 

Animal  a  corps  epais  et  trapu;  tenlacules  superieurs  cylin- 
driques,  courts  et  legeremenl  coniques,  un  peu  renfles  a  Tex- 
tremite;  les  inferieurs  reduits  a  des  petits  mamelons;  pied 
oblong,  ari*ondi  a  rextremite  posterieure  et  as'sez  large  a  la 
partie  anterieure.  Corps  d'un  pAle  jauni^lre,  un  peu  noirdtre 
sur  Ic  dos,  gnsc^tre  ct  parfois  chagrine,  et  pignicnte  de  noi- 
rfttre,  ayant  deux  ligncs  de  taclies  plus  noires  sur  le  cou. 

Coquille  ovale,  un  peu  allongec,  fragile,  assez  mince  ct  un 
peu  transparente,  d'un  jaune  cornti.  Spire  coniposec  de  trois  a 
quatre  tours  assez  arrondis  ct  lordus:  suture  bien  marquee; 
surface  ornee  de  stries  tres  fines  et  un  peu  flexueuses  au  des- 
sous  de  la  suture  du  dernier  tour-,  ouverture  ovale  et  anguleuse 
a  sa  partie  superieure,  a  bord  mince;  coluinclle  inclinee,  faible- 
ment  epaissie  ct  un  peu  sinucuse  vers  son  milieu.  Hauteur 
6  Yj  m.m.;  diam.  4  Yi  m.m. 
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Syn.  Helix  elongata,  Studer;  AmphUmlina  elongata,  Hartmann; 
Cochlorydra  elongata,  Ferussac;  Tapada  oblonga,  Studer;  Helix 
buccinum,  Schw. ;  Succinea  Droueti,  Duin.  ct  Mortil.;  Succinea 
humilis,  Drouet. 

Hab.  Traz-os-Montcs;  habite  une  prairie  des  environs  de  Bra- 
gan9a  (Morelet).  Bords  du  ruisseau  qui  traverse  la  ville  de  Bra- 
ganca  (Nobre). 

Morelet  n'a  trouve  qu'un  seul  exemplaire  sur  lequei  ii  a 
etabli  sa  nouvelle  especc.  Cette  forme  n'est  toutefois  rare  sur 
les  bords  du  ruisseau,  sur  la  terre  et  parmi  les  planles,  avant 
qu'il  traverse  la  ville.  D'apres  Texamen  de  plusieurs  exemplaires 
nous  nous  sommes  convaincus  qu'il  s'agit  de  la  5.  oblonga,  Ses 
caracteres  correspondent  a  la  variete  humilis,  Drouet.  £lle  est 
gen^ralement  plus  ovale,  d'une  couleur  jaune  cornee  et  plus 
petite,  inais  on  trouve  des  exemplaires  plus  allonges  et  a  spire 
plus  aigue.  Chez  plusieurs  exemplaires  que  j'ai  examines,  pro- 
venant  d'autres  pays,  j'ai  trouve  aussi  quelques  uns  h  spire  plus 
ovale  et,  en  general,  ay  ant  des  dimensions  egales  a  celles  des 
echantillons  portugais.  L'excmplaire  recueilli  par  Morelet  a  Bra- 
ganca  ne  mesurait  que  4  m.m.  de  longueur  et  3  de  diametre.  Nos 
exemplaires  presentent  une  longueur  de  5  */i  m.m.  et  4  Yj  m.m. 
de  diametre.  lis  ont  Taspect  d'une  petite  Limnaa  vus  par  la 
face  dorsale. 

Comme  nous  Tavons  dejli  fait  remarqucr,  cette  espece  habite 
les  bords  du  ruisseau  qui  traverse  les  prairies  a  Taval  de  la 
ville.  Jeffreys  avait  fait  remarquer  deja  Tidentite  de  l*espece 
etablie  par  Morelet  avec  cette  espece.  Scharff(77i^  Irish  Moll,, 
p.  16)  indique  cette  espece  comme  vivant  en  Portugal. 

Succinea  elegans,  Risso 

PI.  I  -  Figs.  3-12, 15-18 

Succinea  elegans,  Risso,  Hist.  nat.  Europ.  mend.,  v.  IV,  p.  59 
(1826)  — Moquin-Tandon.  Moll.  France,  2^  p.  646  et  59,  pi.  VII 
f.  8-31  (1855)— Jeffreys,  Brit.  Conchol.,  v.  I,  p.  153,  v.  V, 
p.  156,  p.  VIII,  f.  5  (1862)— Hagenmuller,  Moll.  Alsace,  p.  8 
(1872)  — Rossmassler,  Iconogr.,  VII,  p.  71,  pi.  203.  f.  2065-70 
(1879)  — Norman,  Rev.  Brit.  Moll.,  p.  337  (1890)  — Sharff, 
The  Irish  land  and  fresh,  moll  ,  p.  16  (1892). 

Succinea  elegans,  var.  longiscata,  Morelet — Baudon,  Monogr. 
Succ.  franc,  p.  58,  pi.  IX,  f.  2  (1877). 

Succinea  Pfeiffeii,  Rossmiis.,  Iconogr.,  I,  p.  96,  pi.  2,  f.  46 
(1835),   V.   VII,   p.    70,   pi.  202,   f.  2060-63   (1879)  — Dupuy, 
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Moll.  France,  v.  I,  p.  73,  v.  11,  pi.  I,  f.  12  a-c  (1847)  — Gas- 
sies,  Moll.  Agenais,  p.  70  (1849)  —  Grognot,  Moll.  Saone  et 
Loire,  p.  10  ( 1 8G3)  — Hidalgo,  Hojas  malac,  p.  18  (1870)  — 
Luzo,  Moll.  terr.  fluv.  Portugal,  p.  180(1871)  —  Cat.  iconogr., 
p.  218  (1875)  — Bofill,  Moll.  Barcelona,  p.  4  (1879)— Polio- 
nera,  Moll.  Piemonte,  p.  29  (1885) — .Nobre,  Moll.  Coinibra, 
p.  13  (1886). 

Succinea  Pfeiffert,  var.  brevispina,  Baudon,  Monogr,  Succ. 
franc,  p.  44,  pi.  8,  f.  3  (1877). 

Succinea  amphibia,  Draparnaud,  Hist,  des  Moll.,  p.  58,  pi.  3, 
f.  22  (1805)  — Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  52  (1845)  — Graells, 
Mol.  Espafia,  p.  2  (1846): 

Succinea  virescens,  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  53,  pi.  V,  f.  3 
(1845)  —  Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  218  (1875)  —  Rossmassler, 
Icouogr.,  VII,  p.  77,  pi.  204,  f.  2088  (1879)  — Conchyl.  por- 
tug.,  p.  8  (1899). 

Succinea  longiscata,  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  51,  pi.  V,  f.  1, 
(1845)  —  Dupuy,  Moll.  France,  v.  I,  p.  75,  v.  H,  pi.  I,  f.  11 
a-b  (1847)  —  Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  218  (1875)  — Rossmas- 
sler, Iconogr.,  Vn,  p.  71,  pi.  203,  f.  2068  (1879)  —  Locard. 
Conchyl.  portug  ,  p.  4  (1899). 

Succinea  debilis,  Pfeifler,  non  Morelet,  Rossmassler,  Iconogr., 
vn,  p.  73,  pi.  204,  f.  2076  (1879)  —  Bourguignat,  Maluc.  Al- 
gerie,  I,  p.  65,  pi.  3,  f.  32-35  (1864)  —  Baudon,  Monogr.  Succ. 
franc,  p.  177,  pi.  9,  f.  4  (1877)  —  Locard,  Conch,  portug., 
p.  7  (1999). 

Animal  d'une  couleur  jauniAtre  plus  ou  monis  foncee,  par- 
seme  de  petits  points  noirAtres;  corps  oblong  et  epais;  tenta- 
culcs  superieurs  petits,  cylindriques;  tcntacules  inferieurs  re- 
duits  a  des  petits  mamelons;  pied  arrondi  anterieurement  et 
obtus  a  la  partie  posterieurc. 

Coquille  ovale  allongee,  parfois  eflilee,  fragile,  opaque  ou  un 
peu  Iransparenle,  a  sirivs  plus  ou  moins  fines  et  paralleles, 
dernier  tour  tres  developpe,  occupant  a  lui  seul,  presque  la 
totalite  de  la  coquille,  les  deux  premiers  tours  arrondis,  tres 
reduits,  plus  ou  moins  tordus,  courts  ou  allonges;  suture  bien 
marquee;  ouverture  allongee  a  angle  superieur  aigu,  inferieui'e- 
ment  arrondie  ou  un  peu  dilalee;  columelle  legerement  courbe, 
a  callosite  supericure  plus  ou  moins  sensible;  couleur  plus  ou 
moins  ambree,  jaunStre  claire  ou  legerement  brun^tre;  hauteur 
(de  Texemplaire  le  plus  developpe  que  nous  avons  examine) 
17  m.m.,  diam.  8  m.m. 

Hab.  Douro.  Environs  de  Porto  (Luso,  Nobre,  Castro);  La- 
vadores    (G.    Sampaio,    Nobre);    environs    dWveiro    (Castro); 
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Coimbra  et  environs  (A.  Giraldes,  Nobre,  Castro);  Condeixa 
(A.  Giraldes);  Soure  (Nobre). 

Beira-Baixa.  Sernache  do  Boinjardim  (Castro). 

Extremadura,  Leiria,  S.  Martinho  do  Porto  (Nobre);  Caldas 
da  Hainha  (Mengo,  Coll.  Mus.  Bocage).  Plaine  du  Tage,  aux 
environs  d'Azainbuja  (Morclet,  IMcngo,  Nobre);  Villa  Nova  de 
Alemquer  (Morelet):  riviere  Alnionda,  pres  Torres  Novas  (J. 
dos  Reis  Junior);  Alges,  Cruz  Quebrada,  bords  des  rivieres 
affluents  du  Tage,  pres  Lisbonne  (Nobre). 

Alemltjo,  Bords  humides  du  Sado,  riviere  Charrama  (More- 
let);  Elvas  (Nobre). 

Algarve,  Bords  d'un  ruisseau  a  un  quart  de  lieue  de  Faro 
(Morelet);  Faro  (Castro,  Nobre);  Olliao  (Nobre). 

Vit  sur  les  plantcs  et  la  terre  humide,  au  bord  de  Tcau; 
assez  abondante. 

On  sait  comme  les  Succinea  sont  extremeinent  variables.  Les 
formes  de  la  spire  et  de  Touvcrture  ne  sont  pas  constantes.  La 
spire  est  allongee  ou  raccourcie,  h  tours  plus  ou  monis  arron- 
dis;  I'ouverture  est  plus  ou  moins  angulcuse  a  la  panic  supe- 
rieure;  la  forme  de  la  base  de  I'ouverture  varie  constamment 
aiiisi  que  la  columelle. 

Pas  plus  que  la  forme  la  couleur  n'est  aussi  a  peu  pres 
constante;  on  trouve  des  excmplaires  d'i|n  jaune  blanchiitrey 
d'autres  d'une  couleur  ambree  ou  noirdtre. 

Je  n'ai  pu  reussir  a  etablir  des  differences  specifiques,  grace 
a  la  serie  suffisamment  nombreuse  d'exemplaires  que  j'ai  pu 
etudier;  toutefois  si  je  n'avais  eu  a  examiner  que  des  exem- 
plaires  des  environs  de  Porto  et  du  sud  du  pays,  de  Faro  et 
de  Olhao,  qui  ont  servi  li  Morelet  pour  etablir  sa  5.  longiscala, 
je  n*aurais  pas  hesite  a  constituer  deux  especes.  Ces  formes  se 
relient  tellement  par  des  intermediaires,  les  caracteres  specifi- 
ques  n'etant  pas  constantes,  que  je  suis  amene  a  les  envisager 
comme  d'une  r6le  secondaire  dans  cette  espece,  comme  d'ail- 
leurs  a  ete  deja  reconnu  par  quelques  naturalistes. 

Je  veux  done  signaler  seulement  les  differences  que  j'ai  re- 
marquees  chez  des  cxemplaires  recueillis  dans  les  localites  sui- 
vantes. 

Environs  de  Porto:  Foz  do  Douro,  Leca  da  Paimeira  et  route 
marginale  du  Douro.  Exemplaires  petits  et  de  couleur  jaune 
verd4tre.  J'ai  trouve  aussi  cette  forme,  qui  est  la  plus  commune 
aux  environs  de  Porto,  a  A/.ambuja,  pres  Lisbonne.  (Figs.  3-4). 

Algarve:  Faro  et  Olhao.  Exemplaires  s'accordant  avec  la  dia- 
gnose de  Morelet  pour  sa  S,  longiscata;  spire  allongee,  co- 
nique,  tordue;  ouvcrturc  anguleuse  a  la  partic  superieure; 
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posterieure;  pied  elroit;  tentacules  assez  gros  et  coniques,  di- 
lates a  rexlreniite;  yeux  noirs  |)laces  a  la  base,  et  entre  les 
tentacules. 

Ilab.  Minho.  Guimaraes  (Nobre),  Fanialicao  (Castro,  Nobre). 

Douro.  Povoa  de  Var/im  (Castro),  Porto  et  environs  (A.  Gi- 
raldes,  Liiso.  Nobre),  AlFena,  pr.  Ermezinde  (Nobre),  S.  Felix 
da  Mariiiha,  S.  Siiiiao  de  Gouveia,  Aniarante  (Luso),  Bussaco 
(Nobre). 

Exiremadura.  Collares  (Nobre). 

AlemUjo.  (Morelet). 

Algarve,  Faro  (Casti-o). 

Cclte  espece  vit  dans  les  lieux  humides,  dans  la  prozimite 
des  eaux,  sur  les  pierres,  les  mousses  et  le  bois  pourri;  elle 
n'est  pas  rare  aux  environs  de  Porto,  oCi  je  I'ai  trouvee  a  Leca 
da  Palnieira,  pres  du  Leca,  et  a  Fonte  da  Vinha,  sur  les  rives 
du  Douro.  Le  Carychium  pacilis  (Auricula  gracilis,  Morelet), 
trouve  par  ce  naturaliste  a  Coimbra,  n*est  peut-^tre  que  le 
C.  minimum,  Miiller.  Aucun  naturaliste  n'a,  apres  Morelet, 
trouve  la  forme  corrcspondante  n  la  diagnose  de  cet  auteur, 
dont  elle  senible  ne  diflferer  qui*  par  I'absence  de  la  dent  placee 
a  la  parlie  superieure  de  Pouverture.  Le  C  Iridenlaium,  Risso 
est  une  variete  du  C,  minimum  caracterisee  surtout  par  I'absence 
de  stries.  D'apres  Locard  elle  a  ete  trouvee  par  Castro  a  Faro, 
Famalicao  et  Granja. 


Jan.  Sc.  it  Aiai.  Ptli/l.  it  Ptrlt 


Amdiio  Noiu,  HoIJ.  Itr.  do  Potbiftl,  PI  I 
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An.  Nuiu,  d-r. 


1,1  —  Succinea  oblon^a,  Druparniiuil.  15  —  MaiilU  de  5  eltgcm,  RilfO. 

^-11—       ■        eleftHnt.  Ri»n.  IS  —  Denies  murginaet  da  ndula  deS.  ettgani, 

i:i.  I  ]  —  Oirfctaium  Diinimuni,  Hulier.  Riwo. 

17  —  Rrnlea  rtntnea  da  raduln  tie  S.  tUg«ii$, 
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ON  THE  CRITERION  FOR  AN  EXTREME 
OF  k  FUNCTION  OF  ONE  REAL  VARIABLE 
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TsuBUicHi  Hatashi 

of  the  Tokyo  Koto  Shihan  Oakko,  Japan 


1.  Let  us  start  from  the  well  known  Cauchy's  Theorem  and 
repeat  its  proof  briefly. 

Theorem. 

If /*(«)  be  continuous  in  the  interval  I  =  (a,a  +  rf), 
if  ^(o;)  be  continuous  in  the  same  interval, 
\f  f(x)  be  finite  or  infinite  within  I, 
if  ^(cc)  be  finite  and  =|=0  within  I; 

then 

f(a  +  l,)-f^a)    ^  f(c)  a<f<a  +  A, 

g(a  +  b)-g{a)         g'{c)'  0<b<d. 

Proof.     Introduce  the  auxiliary  function 
(p(x)  is  continuous  in  I. 
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Also  for  points  whithin  I,  for  which  f{x)  is  finite, 

wliilc  for  ihe  other  points  within  I,  cp'(a;)  is  definitely  infinite. 

Finally,  we  observe  that  cp(a+A)  =  0,  ^(fl)  =  0. 

Therefore  we  can  apply  Rollers  theorem  to  cp(a5),  which 
shows  that  ^'  (x)  mush  vanish  for  a  certain  value  of  x  within  I, 
sav  c, 

9'(c)  =  0,  a<c<a  +  h, 

whence  we  get  the  conclusion  of  the  theorem. 

Keniark.  ^(fl  +  A)=|=g'(a),  For,  if  g{o,'\-h)  =  g(a)^  we  can 
apply  Rolle's  theorem  to  g(x),  which  sho^s  that  ^  {pc)  must 
vanish  within  I,  which  is  contrary  to  the  hypothesis. 

2.  Theorem. 

If  fix),  r  (X),  r  (^) /•<"-"(«). 

f  (*)»  o'(^)»  g''i^)* '  ^^*"*K^)»    ^®   continuous    in 

the  interval  I  =  (fl»  a-\-d), 

if  r  (a;).  /"  (X) /■<"-«)  (X), 

g'  (x),  /'(x). ^<»-')  (x)  be  all  =  0  for  x  =  «. 

if  /*>") (x)  be  finite  or  infinite  \>iiliin  I, 

if  ^'(")  (x)  be  finite  and  -|-0  within  I, 

if  g'  (x).  g"{x) ^(-«)  =1=0  within  I. 

then 

f(a  +  l,)-f(a)  /•(")  (c)  a<c<:a  +  b, 

g(a  +  b)  —  g(a)        V"'W  '  0<b<d. 

Proof.     By  the  preceding  theorem, 

g\a+-h)-g{a)-    g'ici)'  «<^«<«  +  *. 

and 

Uul 

r{a)  =  0,     g'ia)  =  0. 
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Hence 


Again 


f(a  +  &)  -  f(a)    ^  /"H 
g{aVb)-g(a)        g"ict)' 


But 


Hence 


^'('«)-^'(«)     ^"N  ' 


r(«)=o.    ^'(«)=o. 


/■(a  +  b)-  f{a)  r  (ci) 


a<<^<f«. 


gi''+b)-g{a)        g"'{ci)  • 

Repeating  this  process,   we  arrive  at  the  conclusion  of  the 
theorem. 

Remark.  ^  (^  +  ^)  ~|=  ^  (a)*     The  reason  is  the  same  as  in  the 
remark  at  the  end  of  the  preceding  theorem. 

3.  Theorem. 

If  f(x),  f  («),  f"  {x) /•<"-*)  (a?)    be   continuous   in 

the  interval  I  =  (a,  a  +  rf), 

if /^(aj),  f'{x), /•(»-«)(a;)  be  all  =0  foraj  =  a, 

if  Z"^")  (a?)  be  finite  or  infinite  within  I, 

then 

Proof.     Let  g{x)  in  the  preceding  theorem  be  (a? — a)*,  i.  e. 

^  («)  =  («-«)". 
Then 

^'  (x)  =  n  (a;  —  <?)•-' , 

^"  (aj)  —  /I  (n  —  1 )  (aj  —  a)»-*. 


^(n-i)(a;)  =  n(n-l)(n~2) 3.2(x-ii), 

^(«)(a.)  =  n(n— l)(n  — 2) 3.2.1. 
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So  all  the  conditions  about  g{x)y  g'  (x),  ^"(a?),. .  .  . ,  ^*~*^  (a?), 
^(»)(a;)  are  entirely  satisfied. 
Hence 

f(a+  b)  -J^a)   ^  /■'•.  (^  ,  ^  , ^„  .  A 

g(a  +  6)-g\a)       g^-){c)'  ^    ^    -r    . 

where 

g{a->rb)=b*,         g('')  =  0,         ^i»)(f)  =  n! 

Therefore 

fia^  b)-f{a)  =  - *"- /•(•)  (c).  a  < f  < a  +  A. 

4.  Theorem. 

If  f{x),  g (x)  be  continuous  in  the  interval  I  —{a  —  r/,  a), 
\f  f  (x)  be  finite  or  infinite  within  I, 
i(  g' (x)  be  finite  and  =1=  0  wiihin  I, 

then 

f(a-/,)-f(a)  ^  f^cl  a-l><c<:a, 

g{a-b)-g{a)       g' {c)  '  0<b<d. 

The  proof  is  similar  to  that  in  Art.  I. 

5*  Theorem. 

If  f(x\r(xy  ri^) r^''^{x). 

g(x),  g'  (x),  g"  {x) ,  gin-i)  ^x)  be  continuous  in  the 

interval  I  =  =  (a  —  f/y  a), 

ifrix),  r^x) r^'-'Hxh 

g'  (x),  g'^  (x), (7^*»-*)  (a;)  be  all  =  0  for  x  ^=  a, 

if  /*<")  (x)  be  finite  or  infinite  within  I, 

if  ^(*»)(a;)  be  finite  and  _[=  0  within  I, 

if  9'  H>  9"  (x) ^'"-*>  (a?)  -|-  0  within  I, 

then 

fja-^  b)  -^  f{a)        fi-)  (c)  a^b<:c<a, 

g(^a-b)-g[a)      >)  (c)" '  0<A<rf. 

The  proof  is  similar  to  that  in  Art.  2. 

6.  Theorem. 

II  f{x),  f  (x),  f  (x), ,  p^-^^(x)  be  continuous  in  the 

interval  I  =  («  —  t/,  a) 
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if  f  (a?),  f{x) /•(«-«)(.'c)  be  all  =0  for  aj  =  a, 

if  Z*^*)  (x)  be  finite  or  infinite  within  I, 

then 

/(«-*)-A«)=(-i)-^p'w.      o<6<rf: 

The  proof  is  similar  to  that  in  Art.  3. 

7.  Definition. 

If  f{x)  be  continuous  in  the  interval  I  =  (a,  P) : 
if  a  be  an  inner  point  of  I; 

(1)  if /*(x)  — /'(fl)>0»  X  being  any  point  in  the  neighborhood 
of  the  point  a, 

then  f{x)  has  a  minimum  at  the  point  a. 

(2)  if /*(«)  —  /*(«)< 0,  X  being  any  point  in  the  neighborhood 
of  the  point  a,  ^ 

then  /'(a?)has  a  maximum  at  the  point  a. 

Remark.  We  know  well  that  the  condition  (1)  can  be  repla- 
ced, if  we  please,  by : 

if /-(art) -/•(«!)>  0,  /(a?i) -/•(«) >0,  either  Xi<:xi<a 
or  a  <^a?i  <  072,  a?i,  092  being  any  two  points  in  the  neigborhood 
of  the  point  a. 

But  we  adopt  here  the  most  common  definition. 
The  similar  thing  may  be  said  about  the  condition  (2) 

8.  Criterion  for  an  extreme. 

If  /•(«),  f  {x),  f'{x), /^<»-*)(aj)  be  continuous  in  the 

interval  I  =  (a,  P)  containing  the  point  a, 

if  f  (x),  f  {x),  f^'f  (x) /•(«-«)  (a?),  /•(")  (x)  be  all  =  0 

for  x  =  a, 

if  /*<">  (x)  be  finite  or  infinite  within  I, 

if  the  fraction 

fin)  (g^  _  fin)  (g) 

X  —  a 

be  not  always  =  0  and  have  the  same  sign,  x  being  any  point 
in  the  neighborhood  of  the  point  a : 

(1)     ifn+l  is  odd, 

then  f(x)  has  no  extreme  at  a; 
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(2)     if  n+  1  is  even, 

(t;  if  the  sign  of  ilie  fraction  - — ^- — - — ^^  he  posilive, 

X  —  a 

then  f(x)  has  a  miniiuum  at  a, 

(if)  if  the  sign  of  the  fraction  - — — — - — —  be  negative, 
the  f(x)  has  a  maximum  at  a. 

Proof.     By  the  theorem  in  Art.  3,  we  have 

/■(«+*.)-/-('')-^/"'"'('0 

where 

a<a<ci<a  +  *i<p. 

From  this  we  get 

Again,  by  the  teorem  in  Art.  6. 

/'(a_A,)_/-(a)=.(-l)«^"-p)(r,) 
where 

From  this  we  get 


^  n!  c%  —  a  ^  ^ 


Now  by  one  of  the  hypotheses, 

fin)  ^cA  -  fin)  (a)  fin)  (c)  -  /(•)  (a) 

sffn  — ^— - — i-^  =  sffn ^--^^ — ^ — ^-^ 

^  c|  — a  ^  cj  — a 

Hence  if  we  denote  this  sign  by  o-,  then 

sgn]  r{a  +  bi)-f(a)[=a, 
sga]r{a-b^)-f(a)[=i-ly+^a. 
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Therefore  if  n+  1  is  odd,  f{x)  has  no  extreme  at  a;  if  n+1 
is  even,  f{x)  has  an  extreme  at  a:  a  minimum  if  o->0,  and  a 
maximum  if  o-<0. 

9.  Particularized  criterion. 

If  f{x),  f  (a?),  f"  {x) /•(«-*)  (a?)  be  continuous  in  the 

interval  I  =  (a,  P)  containing  the  point  a, 

if  f  (a?),  r  {^)>  r  {^) /*<""**  («)»  f^""^  («)  be  a»  =  0 

for  x  =  flr, 

if  /'("^  (a?)  he  finite  or  infinite  within  A, 

if /*(*+*)  (a;)  be  =1=0  at  the  point  a\ 

(1)  if  7t-f  1  is  odd,  then  f{x)  has  no  extreme  at  a; 

(2)  if  n  +  t  is  even 

(i)  if  the  sign  of /'<''+*J  (a)  be  positive,  then  f(x)  has  a 
minimum  at  a, 

(iV)  if  the  sign  of  /'("^*)(a)  be  negative,  then  f{x)  has  a 
maximum  at  a. 

Proof.     For,  if  /•(«-»-*)  {a)  =;=  0,  then 

f[n)  (c.)  —  /(•)  (a)  fin)  (a)  —  m  (a) 

10.  Remarks  abont  the  criterions. 

(1)  /''"K^)»  /'^**"^*K^)  i^eed  not  to  be  determinate  in  the  interval 
containing  the  point  a,  but  f(^^(x)  must  be  determinate  at  the 
point  tf ,  while  /'<»+*)  (a?)  may  be  indeterminate  at  that  point,  if 

sern ' — ^-^^ — - — ^^-^ ,  or  sgn  - — ^— ^ 

be  not  always  =  0  and  have  the  same  sign,  when  x  represents 
any  value  whatever  in  the  neighborhood  of  the  point  a. 

Of  course,  in  the  particularized  criterion  in  Art.  9,  /*<*+*J(«) 
may  be  indeterminate,  but  its  sign  must  be  definite. 

Also  Lim /"^"J  (a;),  and  Lim/'^"^*)  (a)  may  be  indeterminate. 

x=a  «=a 

(2)  Those  which  we  understand  as  the  values  of  f  (a?),  /*"  (x), 

A^"-*K«^).  PK^)»   a"^  /*<"+*»(»)  for  x  =  a  or  at    the 

point  x  =  a,  are  respectively 

r  («)  =  Li.n  />. +4z:m  . 

*=0  n 

r («)  =  Lim  f±±3.^zma+^l±m .  etc. 
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We  must  note  that  sometimes 


f>{a)=\=Umr(x), 
r(a)-|^Limr(<r).  etc.. 


x^a 


unless  f  (x),  f"  (x), are  continuous  at  the  point  x  =  a. 

(3)  We  alway  assume  that  right  hand  and  left  hand  differential 
coefficients  are  equal. 


11.  Examples. 

(1)  /•(x)  = 

#hen  a;::|=0, 


x^  sin  — h  «* 

X 


3ar*  sin x  cos  — [-  2a?, 

X  X 


f  (x)  =s  6a?  sin 4  cos  — I —  sin — f-  2, 

'      ^    ^  X  XXX 


so  that  \ATnf'{z)  =  0  and  \Amf'{x)  is  indeterminate. 

X— 0  x=Q 


But 


b^  sin  -^  +  J' 
f  (0)  =  Lim 0, 

(2A)»  sin  -^  +  {lb)*  -  2A»  sin  i  -  2A« 
/•"  (0)  =  Lim — 


b* 


=  2>0. 


Therefore  the  function  has  a  minimum  at  xs=0. 


(2)  /(a,) 

when  a?  =1=0 


05*  sin* [-35*. 

a; 


1  2 

2«  sin* sin  — f-  2aJ, 


112        2  2 

/•"  (a:)  =  2  sin* 2 -- sin  -  + -r  cos — h?, 


X 


X        o;       X' 


X 


Jl_ 

26 
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so  that  himfhi)  and  Liin/"(a;)  are  both  indeterminate. 

x-o  *-o 

But 

A«sin«-J-  +  6« 
/"(0)  =  Lim =  0 

(26)*  8in«  ^  +  (2b)*  -  26*  sin*  4-2^ 

^"  w = 'ij^ — ^i — 

=  Lim  ^4  siu«  -~  -  2  sin«  j  +  A 

which  is  indeterminate. 

Now  let  us  proceed  to  find  the  minimum  value  of  4  sm* 

-2sin«4. 
If 

4  sin'  -z-z —  2  sin*  -r-  =  4  sin*  t^t  —  8  sin*  7^^  cos*  -;r-r 
U  b  26  2&  26 

=  8  sin*  TTT-  —  4  sin*  -jr^ 
26  26 

=  8««-4« 

where  z  stands  for  sin*  ^^r  • 

26 

Let 

cp(«)  =  8«*  — 4«. 
Then 

?'W=l6«-4, 

so    that   cp  (a:)   has    the    minimum    value tr-  at  x  =  —  i.  e. 

11  2  4 

""2i==±-2- 


Therefore 


r(0)^-y+2. 
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1.  e, 

r(o)>o. 

Therefore  the  fonction  has  a  minimum  at  x^O, 


(3)  /(a?)  =  aj«sin~  +  aj«. 


when  05=1=  0 


/*'  (x)  =  2a?  sin cos \-  2a?, 

X  X 

f'^  (x)  =  2  sin cos -~^  sin 1-2, 

XX  XX*  X 

so  that  Liinf'(x)  and  Limf"(x)  are  both  indeterminate. 

«=0  x=0 


But 


A*  sin  1  + A* 


/"(0)  =  Lim . =0 

6=0  0 

(2A)«  sin  i-  +  (2 A)«  -  2i«  sin  -  -  2A« 
r  (0)  --=  Lim i' ^ ' 


=  Lim  ( 4  sin  TTT-  —  2  sin  ~  +  2 ) 
6-0  \  2^  0        I 

which  is  indeterminate. 

Now  let  us  proceed  to  find  llie  minimum  vahie  of  K  sin  --j 
—  2  sin  -T". 

4  sin  --i —  2  sin  -r  =  4  sin  -j-l —  4  sin  -zrr  cos  -^-r 
U  b  U  2*         U 


*-i('-v/'-'''"'i) 


where  x  stands  for  sin  ■—- ,  and  the  square  root  may  be  eillier 
positive  or  negative. 
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Let 


<p(z)  =  4x(l— •!— «*) 


Then 


j_  _J_ 

,p'(x)_4_4(l_;j«)«  4  4««(l-««)     «. 

<p"(«)=12x(l-*«)     «+4*»(l-*«)     ». 

_  J_  _i. 

<p"'(t)  =  12(l— x«)     M-24z«  (!-««)     « 

Hence  cp'  (2)  becomes  zero  when 

j_ 

and  iherefore  when  x  =  0,  «  =  +  -^,  ^^""'^    • 

(I)  When  «  =  0,  'f"(x)  =  0,  cp'"(x)=  12. 
Therefore  «p(x)  has  no  extreme  at  z  =  0^ 

i/3  — 

(II)  When  X  =  +   9- ♦  (^  —  *')  ^   must  be  negative  on  account 

of  the  equation  (1  —  x*)*  =1  --2«'. 
Therefore 

<p"(x)  =  -24v/3<0. 

/q 

so  that  cp  (z)  bas  a  maximum  at  2  =  +  -^t  the  value  being  3/3. 

i/3  — 

(ill)  When  «  =  ---^,  (I—**)*   must  be  also  negative. 

Therefore 

cp"  (t)  =  24  v/3  >  0. 

SO  that  cp  (x)  bas  a  minimum  at  2  =»  —  -^ ,  the  value  being  —  3  j/3 . 

Now  returning  to  the  original  function,  we  have 

3v/3  +  2^/'"(0)^-3v/3  +  2. 


2iO 


Hence  the  sign  of  f  (0)  is  not  definitive. 

Therefore  the  Function  a?*  sin — \-x^  has  no  extreme  at  x=  0. 

X 

12.  Heinark. 

For  the  value  a  of  a?  for  which  f{x)  becomes  minimum  or 
maximum,  /'(a?)  does  not  become  zero  by  making  x  approach 
to  a,  if /'(a?)  be  diflerential  coefficient  for  «=]=«,  nuless  f  {x) 
be  continuous  at  x  =  a. 

Sometimes  f(x)  has  an  extreme  when  Limf  (x)  is  =|=0,  but 
when  /^  (a)  —  0,  as  in  Art.  1 1 ,  Ex.  (2),  (3).    *=« 

When  f  (x)  be  continuous  at  a,  Lim/^(a:)  =  0. 

However,  in  all  cases,  diflerential  coefficient  at  x^=a,  i.  e. 
/^  (a)  is  =  0. 
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S*tt         ^  /  bu      bu 


dxdy 


[  Cu      du\ 


5'tt       6*«       3*«  _  ,/  3«\ 


24:^ 
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X  e  y,  c  Ao,  . . .,  A3  representando  funccoes  racionaes  inteiras 
de  x. 
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segundo  grao.  Nesta  ultima  questao  e  em  algumas  outras  o 
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siina  obra  no  Jorrial  de  Sciencias  Mathematicas,  N'estas  edi9ocs 
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approxiniado.  No  primeiro  capitulo  expoc  o  auctor  a  theoria 
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dadas  as  approximacoes  de  ccrtos  nuineros,  se  pede  a  approxi- 
macao  do  resuhado  dc  uni  calculo  execulado  sobre  elles.  No 
terceiro  sao  considerados  os  problemas  em  que,  sendo  dados 
cerlos  numeros,  se  qucr  calcular  com  uma  approximacao  dada 
uma  expressao  numcrica  dada.  O  quarto  e  consagrado  as  ope- 
racoes  abreviadas,  e  o  quiiito  a  applicacao  da  Algebra  a  theoria 
dos  erros.  O  livro  ccmtcm  ainda  numerosos  exercicios. 

G.  T. 


Oeuvres  de  Charles  Herniite,  t,  ii.  Paris,  Gauthier-Villars,   1908. 

Deii-se  ja  nestes  Annaes  noticia  do  1.°  volume  das  Obras  de 
C.  Hermite.  O  preseiile  volume  contcm  varios  trabalhos  publi- 
cados  por  este  grande  geometra  no  intervallo  de  1858  a  1872, 
e  que  se  referem  a  iheoria  das  lormas,  a  theoria  das  runc9oes 
ellipticas,  a  applicacao  d'estas  funccoes  a  Ai*ithmetica  e  a  Alge- 
bra, a  intei*polacao,  a  determinacao  dc  algumas  integracs,  etc. 

Contem  tambem  este  volume  um  exccllente  relrato  de  C. 
Hermite,  que  o  representa  na  idade  de  hO  annos. 

G.  T. 


Feslskrift  til  H.  G.  Zeuthen.  Kobenhavn,  1909. 

Este  volume,  destinado  a  celebi*ar  os  70  annos  de  M.  Zeuthen, 
contem  trabalhos  de  Bjornbo,  ChristEiNsem,  Crone,  Gram,  Hei- 
BERG,  Jensen,  Juel,  Nielsen,  Yalentinkr,  etc. 

A  edicao  e  primorosa  c  e  adornada  com  um  hello  retrato  do 
geometra  eminente  a  quem  o  livro  e  consagi*ado. 

M.  Zenthbn  tem  enriquecido  a  Gcometria  e  a  historia  das 
mathematicas  de  bellos  e  importantes  trabalhos,  e  hem  mere- 
ceu  a  homenagem  que  Ihe  foi  prestada  pelos  sens  compatiMotas, 
a  qual  tomamos  a  liberdade  de  nos  associar  com  os  nossos  ca- 
lorosos  applausos, 

G.  T. 
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Dr.  E.  Nannei  :  Elementi  di  Geometria,  Milano,  F.  Vallardi. 

Em  paiz  algum  teem  sido  publicados  tantos  livros  consa- 
grados  aos  Elemcntos  de  Geomelria  como  em  Italia,  entre  os 
quaes  muitos  sao  excellcntes.  Entre  cstes  esla  comprehendido 
o  livro  do  Dr.  Nannri.  A  sua  redaccao  e  muito  clara  e  simples, 
e  ao  mcsmo  tempo  rigorosa.  Nota-se  logo  isto  ao  ler  nas  pri- 
meiras  paginas  a  exposicao  dos  principios  fundamentaes;  a  lei« 
tura  d'outros  pcmtos  delicados  confirma  a  primeira  impressao. 

Na  ordem  da  exposicao  dos  assumptos  o  aur.tor  seguiu  o 
methodo  mais  geralmente  empregado:  expoz  primeiramente  a 
Planimetria,  a  que  consagrou  um  volume,  e  depois  a  Stereo- 
metria  em  um  segundo  volume.  Tratou  porem  as  doulrinas  de 
modo  que  um  professor  possa,  empregando  simultaneamente 
OS  dois  volumes,  ensinar  ao  mesmo  tempo  as  duas  partes  da 
Geometria. 

G.  T. 


G.  Lemaiue:  Mcthodes  de  resolution  et  de  discussion  des  problemes 
de  Geomctrie,  Paris,  Nony,  1904. 

Os  probleiuas  considcrados  pertcnccm  a  Geomelria  elcmen- 
tar,  e  sao  resolvidos  e  disculidos  pelos  melhodos  d'esla  scicn 
cia.  Eis  os  assumptos  a  que  se  referem: 

I  Logares  geonietricos.  II  Interseccao  tie  logares  geometricos. 
Ill  Determinacao  de  uma  recta.  IV  Traiislacao  de  figuras.  V  Ro- 
tacao  de  figuras.  VI  Symetria.  VII  e  VIII  Similhanca.  IX  Inver- 
sao.  X  Transformacao  e  divisao  das  figuras. 

Alem  dos  problemas  de  que  o  auctor  da  a  solucao,  contem 
o  livro  muitos  outros  que  elle  apenas  enuncia. 

G.  T. 


G.  Papelier:  Precis  de  Geometrie  analytique,   Paris,  Vuibert  et 
Nony,  1907. 

Este  excellente  tratado  da  parte  elementar  de  Geometria  ana- 
lytica  a  duas  e  a  tres  dimensoes  pode  ser  recommendado  aos 
alumnos  do  primeiro  anno  das  nossas  Polytechnicas.  Esta  es- 
cripto  com  muita  clareza  e  contem  a  maior  parte  das  doutrinas 
que  estes  alumnos  sao  obrigados  a  estudar,  como  se  pode  ver 
pela  seguinte  indicacao  do  objecto  de  cada  capitulo. 
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I  Homogenidade  e  constriiccao  das  Fomiulas.  II  Das  coorde- 
nadas.  Ill  Da  linlia  recta.  IV  Angulos  e  distancias.  V  Feixes  de 
rectas  e  coordenadas  honK)gcneas.  VI  Razao  anharnionica. 
VII  Do  circiilo.  VIII  Ix>gares  gcomclricos.  IX  Honiographia  e 
involucuo.  X  (^urvas  cuja  equacao  e  resoluvel  relativamenle  a 
uma  das  coordenadas.  XI  Cui'vas  dnfinidas  pelas  expressoes 
das  coordenadas  em  Funccuo  de  urn  paranietro.  XII  Cui*vas 
cuja  equacao  nao  e  resoluvel  rclalivaniente  a  uma  das  coorde- 
nadas. XIII  Theoria  das  envolventes.  XIV  Tangentes  e  nor- 
niaes.  XV  Curvatura.  XVI  Classificacao  das  conicas.  XVII  Cen- 
t.ros  e  diametros  das  Oonicas.  XVIII  Eixos  das  conicas.  XIX 
Reduccao  de  equaroes  do  segundo  grao.  XX  Polos  e  polares. 
XXI  a  XXIII  Estudo  especial  da  ellipse,  da  hyperbole  e  da  pa- 
rabola. XXIV  Focos  e  directrizes.  XXV  Determinacao  das  co- 
nicas.  XXVI  Interseccao  de  duas  conicas.  XXVIl  Equacues 
geraes  das  conicas.  XXVIII  Propriedades  homograpbicas  das 
conicas.  XXIX  Propriedades  bomotbelicas.  XXX  Coordenadas 
polares. 

A  parte  consagrada  a  Geometria  a  tres  dimensoes  e  estudada 
em  1!)  capitulos,  onde  sao  considerados  os  principios  geraes  e 
as  supei*iicies  de  segunda  ordem. 

G.  T. 


J.  PIO^cllO^:   Principes  el  formules  de  Trigonomelrie  rectiligne  et 
sphirifjue,  Paris,  Gautbier-Vi liars,  1904. 

Este  tralado  de  Trigonometria  e  destinado  aos  engenbeiros ; 
e,  contem  porisso  so  as  nocoes  e  formulas  que  elles  deveni  ter 
constantemente  presenles.  Omio  diz  o  auctor  no  prefacio,  nos 
tratados  de  Trigonometria  escriptos  para  os  alumnos  faltam  as- 
sumptos  que  os  engenbeiros  devem  conbecer,  e,  pelo  contrario, 
os  livros  sobre  esta  sciencia  destinados  aos  matbematicos  conteem 
materias  de  que  os  engenbeiros  se  nao  aproveitam.  As  doulrinas 
sao  tambem  expostas  sob  a  forma  que  mais  pode  interessar  a 
classe  de  leitores  a  que  o  livro  e  destinado. 

G.  T. 


Jos£  Ruiz-Castizo:  Tralado  de  Mecdnica  racional,  lorn.  i.  PJadrid, 
1907. 

O  Sr.  Ruiz-Castizo,  professor  na  Universidade  de  Madrid,  esta 
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publicando  um  tratado  de  Mecanica  racional,  do  qual  vem  de 
apparecer  o  tomo  priineiro.  Este  volume  e  consagrado  a  theoria 
geral  dos  syslenias  de  veclores  e  a  Cinemalica.  Percorrendo-o, 
nota-se  a  sua  riqueza,  pois  que,  aleni  dos  assumptos  de  que, 
pela  sua  importancia  fundamental,  o  auctor  teve  de  occupar-se, 
contem  o  livro  ainda  muitas  qucstoes  interessantes,  ou  syste* 
maticamente  traladas,  ou  simplesmente  enunciadas. 

Para  esludar  os  diversos  assumptos  considerados  neste  vo- 
lume, o  Sr.  Rdiz-Castiro  cmpregou  os  methodos  analytico-geo- 
metricos,  indo  buscar  a  Analyse  so  o  que  ella  pode  natural- 
mente  dar,  sem  perder  jamais  de  vista  a  questao  que  pretende 
estudar.  Os  rcsultados  obtidos  sao  assim  nao  s6  demonstrados 
mas  explicados. 

A  rcdaccao  do  livro  e  feita  com  todos  os  desenvolvimentos 
necessarios  pai^  que  os  alumnos  nao  encontrem  difRculdades 
na  sua  leitura. 

G.  T. 


H.  Poincare:   Lerom  de  Micanique  celeste,   tom.  ii.   Paris,   Gau- 
thier-Villars,  1907. 

Contem  este  volume  as  licoes  professadas  na  Faculdade  das 
Sciencias  dc  Paris  por  M.  Poixcare  sobre  o  desenvolvimento  da 
funccao  perturbadora  e  sobre  a  theoria  da  Lua.  Eis  os  assum- 
ptos tratados  nestas  licoes:  XIV  O  problema  da  funccao  per- 
turbadora. XV  Applicacao  das  funccoes  de  Bkssel.  XVI  Pro- 
priedades  geraes  da  funccao  perturbadora.  XVII  Os  coefiicientcs 
de  Laplace.  XVIIT  Os  polynomios  de  Tjsserand.  XIX  Os  ope- 
radores  de  Newcomd.  XX  Convergencia  das  scries.  XXI  Rela- 
coes  de  recorrencia  e  equacoes  diflerenciaes.  XXII  Calculo 
numerico  dos  coefficientes.  XXIII  Termos  de  ordem  elevada. 
XXIV  Generalidades  sobre  a  theoria  da  Lua.  XXV  A  varia- 
930.  XXVI  Movimento  do  no.  XXVII  Moviniento  do  perigeo. 
XXVIII  Termos  de  ordem  superior.  XXIX  Segundo  methodo. 
XXX  Accao  dos  planetas.  XXXI  Acceleracoes  suculares. 

Nao  e  necessario  fazer  o  elogio  de  uma  obra  de  Poincare. 
Todos  sabem  quanta  originalidnde,  clegancia  e  profundeza  se 
admiram  em  lodas  as  produccoes  d'esle  grande  mestre. 

G.  T. 
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E.  CossERAT  el  F.  CosscRAT :  Theorie  des  corps  deformables.  Paris, 
Hermann,  1909. 

Os  auctores  niostrai*am,  em  uma  nota  juncta  a  sua  ti*aduccao 
do  Tratado  de  Physica  de  Chwolsom,  que,  no  movimento  de 
um  ponto,  o  elemcnto  essencial  da  nocao  de  accao  e  a  distancia 
euclideana  de  diias  posicoes  infinitamente  visinhas  do  ponto 
movel,  e  que  desta  no9ao  se  dcduzem  as  definicoes  fundanien- 
taes  da  Dynamiea.  No  presente  volume,  os  mesmos  geometras 
estudam,  sob  o  mesnio  ponto  de  vista,  a  theoria  da  dcrormacao 
dos  systemas  discretos  de  pontos  e  dos  corpos  continuos,  con- 
siderando,  successivamente,  as  linhas,  as  superficies  e  os  nieios 
dcformaveis.  Este  trabalho,  extremamente  notavel,  e  uma  intro- 
duc^ao  indispensavel,  ao  estudo  de  algumas  theorias  de  Phy- 
sica, que  se  pro  poem  considerar  em  notas  a  traduccao  do 
tratado  acima  mencionado. 

G.  T. 


Leon  Lecor.nu:  Dynamique  appliquee,  Paris,  Doin. 

Os  solidos,  superficies  e  linlias  que  se  consideram  em  Mcca- 
nica  technica  sao  iiuiito  diflercntes  dos  que  se  consideram  em 
Mecanica  theorica,  e  muitos  manuaes  para  o  estudo  da  primeira 
sao  demasiadamente  cnipiricos.  Porisso  alguns  engenheiros  geo- 
metras teem  procurado  ligar  de  um  modo  mais  intiiuo  as  duas 
Mecanicas,  e  e  nesle  espirito  que  csla  redigido  o  livro  excel- 
lente  do  Sr.  Lf.cornu. 

Abre  o  volume  por  um  resumo  rapido  das  theorias  da  meca- 
nica racional,  e  depois  segue  o  estudo  da  dynamiea  das  niolas, 
e  de  diversos  movimentos  que  se  apresentam  em  engenharia,  e, 
enfim,  a  theoria  das  machinas. 

Ajuntemos  que  o  volume  faz  parte  da  Encyclopedia  scienti- 
fica  do  Dr.  de  Toulouse,  de  que  ja  se  fallou  nesta  revista. 

G.  T. 


Otto  de  Alencar  Silva:  Physica  e  Electrolechnia.  Rio  de  Janeiro, 
1906. 

Estao  reunidos  nesle  volume  diversos  trabalhos  interessantes 
sobre  a  theoria  da  capilaridade,  sobre  a  formula  de  Stokes,  so- 
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brc  a  thcoria  da  pilha,  sobre  a  integracao  de  algumas  equa9oes 
de  Physica,  etc. 

O  trabalho  que  se  refere  a  formula  de  Stokes,  onde  o  auctor 
da  uma  nova  demonslra^ao  dcsta  formula  notavel,  tinha  Ja  sido 
publicado  no  Enseignement  mathcmatique,  e  o  trabalho  que  se 
refere  a  integracao  de  algumas  equacoes  da  Physica  e  a  parte 
geral  de  uma  memoria  por  elle  publicada  no  Jornal  de  Scien- 
cias  Mathematicas, 

G.  T. 


P.  Roze:   Theorie  et  usage  de  la  regie  a  calculs,  Paris,  Gauthier 
Villars,  1907. 

Encontra-se  neste  opuscuio  a  theoria  e  modo  de  emprego 
das  regoas  para  calculos  numericos  conhecidas  pelo  nome  de 
regoa  das  escolas  e  regoa  Mannheim.  Contem  ainda  a  applicacao 
d'este  methodo  de  calculo  numerico  a  diversos  problemas. 


L.  PuiSEUx:   La   Terre  et  la  Lune,  Forme  extirieure  el  structure 
interne.  Paris,  Gauthier-Villars,  1908. 

Dcsperta  vivo  interesse  a  leitura  d*este  formoso  livro.  Nelle 
e,  com  etfeito,  dcscripto  sob  uma  forma  attrahente  e  accessivel 
a  quern  possue  apenas  uma  ligeira  cultura  scientifica,  o  estado 
actual  dos  nossos  conhecimentos  sobre  a  forma  axterior  e  estru- 
ctura  interna  da  Terra  e  da  Lua,  e  a  liistoria  dos  trabalhos  e 
liypotheses  que  sobre  estas  questoes  teem  sido  apresentadas 
ate  hojc.  E  ainda  o  livro  enriquecido  com  numerosas  e  bellas 
photographias  da  Lua,  oblidas  no  Observatorio  de  Paris. 

G.  T. 


JuLiEPi  Loisel:  Guide  de  r amateur  meteorologiste.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1906. 

Para  se  conhecer  dctalliadamente  o  clima  de  um  paiz,  nao 
bastam  os  Ohservatorios  officiaes;  e  necessario  tambem  o  ccm- 
curso  de  todos  os  (jue  se  interessam  pcia  meteorologia.  O  fim 
do  prcscnte  opuscuio   e  indicar  aos   amadores  d'esta   sciencia 
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lao  intcressante  as  observacocs  que  devem  fazer,  e  as  condicoes 
a  que  estas  obscrvacues  dcvem  satisfazer  para  serein  aprovei- 
taveis. 


Annuaire  par  ran  1909  imb/ie  par  le  Bureau  des  longUudes.   Pa- 
ris, Gauthier-Yillars. 

Conteni  o  presente  volume  d'este  bem  conhecido  Annuario, 
alem  das  informacoes  uteis  habitualinente  dadas  nos  volumes 
d'esta  colleccao,  as  seguinles  n<)licias  scientificas: 

1."  As  estrellas  variaveis,  por  G.  Bigourdan; 

2.°  Movinientos  de  delormacao  da  crusta  lerrestre,  por  (hi. 
Lau.rmand. 


J.  Castamikira  das  Neves:  Subsid ion  para  o  esludo  das pozzolanas 
e  sua  applicarao  nas  const  rue coea, 

O  ilhislre  engenheiro  Sr.  Castamieira  das  Neves,  director  dos 
estudos  e  ensaios  dos  malcriaes  de  conslniecao,  apresentou  a 
Direcrao  Geral  de  Obras  Publicas  e  Minas,  uma  notavel  nie- 
moria  sobre  a  applicarao  das  pozzolanas  nas  coiislruceoes. 

Nesta  ineinoria  faz  o  disliiicto  engenheiro  uni  esludo  descri- 
ptivo  e  historico  das  pozzolanas,  em  geral,  e  sobreludo  das 
pozzolanas  dos  Acores. 

Mostra  como  as  argamassas  de  pozzolana  sao  empregadas 
nas  consiruecoes,  com  nolavel  successo,  desde  a  mais  reniota 
antiguidade,  e  que  o  seu  recente  abandono  se  deve  principal- 
mente  ao  desenvolvimento  e  perfeicao  do  fabrico  dos  cimenlos 
artificiaes;  mas,  apesar  d'esses  progressos,  a  experiencia  tern 
mostrados  que  os  cimentos  arlificiaes  nao  resistem  a  corrosao 
pelas  aguas  do  mar. 

Em  seis  mappas  annexos  a  memoria,  encontram-se  resumidas 
as  analyses  cliimicas,  nao  so  das  pozzolanas  dos  Acores,  mas 
ainda  de  varias  pozzolanas  extrangeiras. 

Existindo  nas  nossas  ilhas  dos  Acores  exuberanies  jazigos  de 
pozzolana,  a  presente  memoria  tem  um  valor  notavel,  nao  sA 
pelo  desenvolvimento  que  pode  tomar  o  emprego  d'esta  sub- 
stancia  no  paiz,  mas  ate  pelo  desenvolvimento  que  pode  ter  a 
sua  exportacao. 

Para  complctar  o   seu  trabalho  promette  o  distincto  enge- 


253 


nheiro  um  estudo  niais  completo,  onde  serao  consignados  os 
ensaios  das  resistencias  mechanica  e  physica  das  hydro-arga- 
massas  pozzolanicas  a  flexuo,  conipressao,  iraccao  e  corrosao 
pelas  aguas  do  mar. 

Fazenios  votos  para  que  possa  complelar  o  seu  trabalho,  que 
deve  conslituir  uuia  obra  de  gi*ande  valor  e  ulilidade  nacional. 

Alves  Bomfacio 

Engenheiro  d'Obras  Publicas  e  Minas. 


Adolpro  LouKKiRo:  Os  porlos  maritimos  de  Portugal  e  iUias  adja- 
cenUs. 

Por  porlaria  de  5  de  jullio  de  1901,  da  iiiicialiva  do  ministro 
das  Obras  Publicars,  o  conselheiro  Manokl  FnA^clsco  Vargas,  foi 
o  il lustre  engenheiro  Adolpiio  Lourehio  encarregado  de  escrcvcr 
unia  noticia  dos  nossos  portos  maritimos  e  fluviaes,  tanto  do 
continente  do  reino,  como  das  ilhas  adjacentes. 

Do  modo  como  o  sabio  engenheiro  portuguez  se  tem  desem- 
penhado  da  sua  patriotica  missao  dizem-no  os  seus  notaveis 
trabalhos,  desenvolvidos  em  oinco  grossos  volumes,  cuja  ana- 
lyse, ainda  que  rapida,  fazemos  na  presente  noticia  bibliogra- 
phica. 

No  primciro  volume  estuda  o  illustre  engenheiro  os  portos 
de  Caminha,  Vianna,  Esposende,  Povoa  de  Yarzim,  Villa  do 
Conde,  Porto  e  Leixoes. 

Sobre  cada  um  d'estes  portos  encontra-se  uma  noticia  histo- 
rica  do  seu  commercio  e  navegacao,  a  sua  situacao  geographica, 
a  hydrographia  e  a  meteorologia  do  porlo  c  a  historia  das  obras 
executadas,  bem  como  os  diversos  projectos  apresentados  em 
diflcrentes  epochas  e  por  diversos  homens  technicos  nacionaes 
ou  extrangeiros. 

Neste  mesmo  volume  tiiconlra-se  uma  interessante  noticia 
historica  sobre  o  desenvolvimcnlo  da  nossa  mariuha  de  guerra 
e  mercante;  mappas  do  conmiercio  geral  e  especial  de  Por- 
tugal; dos  rendimentos  aduaneiros,  do  commercio  entre  a  me- 
tropole  e  as  colonias  e  do  producto  da  pesca. 

No  segundo  volume  esluda  o  dislincto  engenheiro  os  portos 
de  Aveiro,  Figueira  da  Foz,  Dntre  o  Liz  e  o  Alcoa,  S.  Martinho, 
Peniche  e  Ericeira. 
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O  lerceiro  volume  coinprehende  trcs  paries,  onde  o  Sr.  Adol- 
PHO  Ix)UREiRo  estuda  coin  notavel  dcscnvolvimcnto  o  porto  de 
Lisboa  e  a  cnseada  dc  Cascaes. 

A  obra  do  Sr.  Adolpho  Loureiro  e  o  trabalho  mais  notavel  e 
completo  que  existe  sobre  os  portos  maritinios  portuguczes. 

Em  muitos  dos  porlos  estndados  pelo  illuslre  ongenlieiro  fal- 
lam  por  completo  clementos  estalisticos,  sobretudo  meteorolo- 
gicos:  nao  ha  estudos  sobre  o  movimento  das  barras,  a  direccao 
dos  ventos  predominantes,  influencia  das  correntes  fluviaes  e 
maritimas.  Todos  estes  elementos  sao  indispensaveis  para  se 
poder  julgar  da  utilidade  das  obras  a  realizar  num  porto. 

A  falta  de  estatislicas  e  quasi  geral  no  nosso  paiz,  e  todos  os 
honicns  de  estudo  soflrem  d'csia  falla  que  constitue  urn  enorme 
embaraco  para  sc  podcr  fazcr  um  trabalho  completo  cm  muitos 
ramos  do  saber  humano. 

Que  o  il lustre  engcnhciro  possa  continuar  a  sua  immortal 
obra  e  o  desejo  dc  todos  os  que  se  inleressam  pelos  progressos 
do  nosso  paiz. 

Alves  Bomfacio 
Engcnlieiro  d'Obras  Publicas  c  Minas. 
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